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p]inleitendes  Vorwort. 


L^ic  allgemeine  Beschreibung  der  nachstehenden  Tafeln  schlicsütt  sich  füglich  an  den  ge- 
wählten Titel  an.  Die  K  in  he  it  s  wurzeln,  von  welchen  derselbe  spricht,  sind  die  imaginären 
Wurzeln  der  Einheit,  deren  Grade  die  sämmtlichen  Zahlen  des  ersten  Hunderts  (nebst  einigen  an.s 
dem  zweiten  Hundert)  sind;  jedoch  mit  Weglassung  derjenigen  Zahlen,  welche  Doppelte  von  un- 
geraden Zahlen  sind,  weil  die  Wurzeln  vom  Grade  2(2//i -|- 1)  auf  diejenigen  vom  Grade  2/H  4-  1 
zurückkommen.  Hierbei  unterscheiden  sich  die  Fälle  wesentlich:  einerseits,  wo  die  Gradzahl  eine 
ungerade  Primzahl  X  und  wo  sie  eine  zusammengeiüctzte  Zahl  n  ist,  für  welche  als  Modul  es  hin- 
sichtlich der  l'otenzreste  keine  primitiven  Wurzeln  gibt ;  anderseits,  wo  die  Gradzahl  eine  ungerade 
und  wo  sie  eine  gerade  Zahl  ist,  für  welche  die  Wurzeln  zur  Hälfte  die  Entgegengesetzten  von  den 
übrigen  sind.  Da  es  endlich  auch  einen  Unterschied  macht,  ob  die  Gradzahlen  Primzahl  -  Potenzen 
sind,  oder  ob  sie  aus  verschiedenen  Primfactoren  bestehen,  so  zerfallen  die  Tafeln  in  fünf  Abtheilun- 
gen, welche  mit  eigenen  Titeln  versehen  sind: 

I.     Einheitswurzeln    deren  Gradzahlen  die  ungeraden  Prinizalilen  des  ersten  Hunderts  sind: 
3,       5,       7,     11,       13,       17,       19,      23,     29,     31,     37,     41,     43,     47,     53,     59, 
61,     67,     71,     73,       79,       83,       89,      97. 
II.     Einheitswurzeln,  deren  Gradzalüen  Potenzen  ungerader  Primzahlen  sind: 
9,     25,     27,     49,     81. 

III.  Einheitswurzeln,    deren  Gradzahlen   aus    verschiedenen  Primzahlen  bestehende  ungerade 
Zahlen  sind: 

15,      21,      33,      35,       39,      45,     51,     55,     57,     63,     65,     69,     75     77,     85,     87, 
91,      93,      95,      99,     105. 

IV.  Einheitswurzeln,  deren  Gradzahlen  Potenzen  von  zwei  sind: 
4,     8,      16,     32,     64,      128. 

V.     Einheitswurzeln ,    deren    Gradzahlen    aus    verschiedenen    Primzahlen   bestehende ,    durch 
4  theilbare  Zaiilen  sind : 

12,     20,     24,        28,        36,     40,     44,     48,     52,     56,     60,     68,     72,      76,     80,     84, 
88,     92,     96,      100,      120. 
Die  einzelnen  Gradzahlen  bilden  sozusagen  die  Capitel  des  vorliegenden  Werks. 
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IV 

Die  complcxcn  Primzahlen,  woiohe  der  Titel  ferner  nennt,  sind  diejenigen,  deren 
Normen  die  realen  Primzahlen  des  ersten  Tausend«  sind,  oder  die  aus  jeniMi  Kinlieitswurzeln  gebil- 
deten conjngirten  Primfaotoren  derselben.  Diese  Primzahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  theilen  sich 
für  jede  Gradzahl  n  (einschliesslich  den  Fall  7i  =  k)  in  verschiedene  Gruppen  narh  den  Exponenten 
e,  zu  welchen  sie  für  n  als  Modul  gehören.  Diese  Exponenten  sind  im  Allj(tMneinen  •)  die  sämnit- 
lichen  Factoren  von  (J)(w)>  *^'  ^*  ^'O"  ^^^  Anzahl  derjenigen  Zahlen,  welche  kleiner  als  n  und  zu  n 
prim  sind;  zugleich  sind  sie  die  Gliederzahlen  der  Perioden,  aus  welchen  die  coniplexen  Primfaetoren 
der  zum  Exponenten  e  gehurigen  Primzahlen  gebildet  wenlen.  Hiernach  theilen  sich  die  Tafeln  jedes 
Capitels,  d.  h.  für  jede  Gradzahl  n  (oder  >.)«  "^  Partien  I,  II,  III  u.  s.  w.,  wovon  die  zwei  ersten, 
d.  h.  für  die  zu  den  Exponenten  1  und  2  gehririgen  Primzahlen,  bei  keiner  Oradzahl  fehlen.  Für 
ungerade  Primzahlen  und  ilire  Potenzen  als  Gradzahlen  ist  jede  dieser  Partien  einartig;  für  die  übri- 
gen Gradzahlen  aber  theilen  sie  sich  wiederum  in  mehrere  Unterpartien,  wenn  der  Exponent  ^,  zu 
welchem  die  betreftenden  Primzahlen  gehören,  eine  gerade  Zahl  ist :  es  gibt  dann  mehrere  einem  und 
demselben  Exponenten  entsprechende  Perioden  und  Primzahlengruppen. 

In  jetler  solchen  Partie  (resp.   Unterpartie)  enthalten  die  Tafeln  drei   Uubriken : 

A.  Die  erste  Rubrik  delinirt  die  Peri  od«?n  und  gibt  deren  fundamentale  l{elationen 
unter  einander,  meistens  auch  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  sie  sind.  Bei  den  zusammengesetzten 
Gradzahlen  71  waren  hier  die  primitiven  und  die  nichtprimitiven  Einheitswurzeln  (resp.  Perioden)  zu 
unterscheiden.  Bei  den  Gradzahlen  >.  ist  diese  Hubrik  stets  vollständig  ausgeführt,  bei  den  höheren 
Gradzahlen  71  aber  nur  summarisch,  unter  Hervorhebung  der  (z.  H.  für  die  Berechnung  der  Congruenz- 
wurzeln)  wichtigsten  Relationen. 

B.  Die  zweite  Rubrik  gibt  die  C  ongrue  n  z  wu  rzeln ,  welche  den  Perioden  (resp.  in  der 
Partie  I  den  Wurzeln)  für  <lie  einzelnen  Primzahlen  der  hierher  gehörigen  Gruppe  als  Moduln  ent- 
sprej^hen.  Was  auch  die  Gradzahl  /i  sein  mag  (also  mit  Einschluss  des  Falls  n  =  X),  so  sind  die 
Congmenzwurzeln  für  die  l'rimzahlen  von  der  Form  k n -{- \  stets  aus  dem  Canon  Arithmeticus 
von  Jaeobi  genommen.  Für  alle  übrigen  Primzahlen,  bei  welchen  es  sich  um  die  Perioden  handelt, 
war  ein  Unterschied  zu  machen  zwischen  den  z>^'ei  ersten  und  den  <lrei  letzten  Abtheilungen  der  Ta- 
feln. In  den  drei  letzten  Abtheilungen  war  es  geboten,  die  Congruenzwurzclu  auf  diejenigen  zu  grün- 
den, welche  sich  in  der  ersten  Abtheilung  bei  den  <lie  Factoren  von  n  bildenden  Primzahlen  er- 
geben hatten,  und  diess  ist  in  jedem  einzelnen  (-apitel  der  Tafeln  in  Anmerkungen  angegeben.  In 
den  zwei  ersten  Abtheilungen  aber  konnte  über  die  Anordnung  der  Congru\enzwurzeln  frei  verfügt 
werden,  und  es  ist  dabei  durchgängig  als  Princip  festgehalten  worden ,  ihre  Reihenfolge  mit  der  ab- 
solut kleinsten  zu  beginnen.  Ihrer  Bestinmiung  liegt  zunächst  die  Congruenz  mod.  p  zu  Gnmde, 
welche  der  Gleichung  der  betreflenden  Perioden  entspri<'ht ,  und  in  dem  Fall ,  wo  der  Grad  dieser 
Congruenz  eine  Primzahl  ist,  ist  man  lediglich  auf  diese  Congruenz  angewiesen.  Die  unmittelbare 
Auflösung  ist  aber  äusserst  mühsam,  wenn  der  Grad  eine  grössere  Primzahl  ist,  und  es  hatte  vielleicht 
auf  die  Congmenzwurzeln  für  die  zweigliedrigen  Perioden  von  der  Form  et  4-  «~*  verzichtet  werden 
müssen  in  Fällen  wie  X  =  47,  59,  83,  wo  der  Grad  der  Congruenz  resp.  23,  29,  41  ist,  wenn  sich 
nicht  als  Auskunftsmittel  dargeboten  hätte,  die  Versuche,  anstatt  mit  der  Congruenz  selbst,  vielmohr 
mit  der  Reihenfolge  von  Congmenzen  anzustellen ,  welche  der  ersten  fundamentalen  Relation  ent- 
sprechen : 

%  ^^  *5o  —  -  '      ^0  ^=-  rfi  —  2  ,      >?,;   ^  *?/.  —  2  , r^  ^  r;  —  2   (mo<i.  p)  , 

indem    man    hier    der    Reihe    nach    für   r      die    Zahlen    2,   3,   4  u.  s.  w.   einsetzt:    konmit  man    bei  der 
letzten  Congruenz    auf   den  Werth    (mit  -|-  oder  — )  zurück ,    von  dem  man  ausgegangen  war,   so  hat 


•)     Bei   den   zusammengesetzten  Gradzahlen  71    sind    nämlich    diejenigen    Factoren    von  <p(7i) 
ausgeschlossen,  deren  complementärer  Factor  J  (so  dass  ej  =  4(//))  eine  ungerade  Zahl  wäre. 


VI 

Primfactoren,  ausser  diesen  Perioden,  auch  noch  die  Einheitswurzeln  selbst  (primitive  oder  nichtprimi- 
tive) enthalten,  d.  h.  dass  sie,  anstatt  der  homogenen  Yormßßj)^  die  nichthomogene  Formbar,  üj) 
haben,  und  diess  kann  sowohl  bei  wirklichen  als  bei  idealen  Priinfactoren  eintreten.  Die  Ermittlung 
solcher  nichthomogenen  Primfactoren  hat,  auch  wenn  sie  wirklich  sind,  bedeutende  Schwierigkeiten 
und  ist  nur  in  einzelnen  Fällen,  z.  B.  hei  n  =  15,  n  =  24,  n  =  39  u.  s.  w.  gelungen,  und  zwar 
bei  n  =  39  in  einem  Fall,  wo  sie  zugleich  ideal  und  in  zweiter  Potenz  wirklich  sind. 

Übrigens  ist  auch  die  Ermittelung  der  homogenen  und  wirklichen  Primfa«rtoren  bei  den  höhe- 
ren Gradzahlen  nicht  immer  vollständig  durchgeführt,  sei  es  dass  die  Beschränkung  auf  einzelne  Bei- 
spiele schon  durch  die  Schwierigkeiten  bei  Ermittlung  der  Congruenzwurzeln  geboten  war,  oder  dass  die 
Bestimmung  der  Primfactoren,  trotz  wiederholter  Versuche,  misslungen  ist.  In  dieser  Hinsicht  ist 
besonders  ein  Fall  merkwürdig  und  von  theoretischer  Tragweite.  Während  nämlich  für  alle  Grad- 
zahlen  n,  mag  n  Primzahl  sein  oder  nicht,  die  aus  den  zweigliedrigen  Perioden  von  der  Form 
(u^ -\- w"^  gebildeten  complexen  Primfactoren  der  Primzahlen  p  von  der  Form  kn — 1  (beziehungs- 
weise von  — p  bei  zusammengesetzten  n)  sich  als  wirklich  ergeben  haben,  so  musste  nur  für  die 
letzte  Primzahl  des  ersten  Hunderts  (p  =  dl)  die  Wirklichkeit  von  J{r)  dahingestellt  bleiben. 

In  allen  Fällen  aber,  wo  die  Bestimmung  der  complexen  Primfactoren  selbst  unterblieben 
ist,  sind,  —  meistens  mit  besonderer  Überschrift:  ^Normen  zusammengesetzter  com  plexer 
Zahlen**,  —  Normen  in  grösserer  oder  kleinerer  Anzahl  angeführt,  welche  die  zu  zerlegenden  Prim- 
zahlen als  Factoren  enthalten.  Diese  Normen  zeigen,  in  wiefern  die  complexen  Primfactoren  der  ver- 
schiedenen realen  Primzahlen,  in  Beziehung  auf  die  betreffenden  Einheitswurzeln ,  in  gleichem  oder 
ungleichem  Grade  ideal  sind ;  sowie  auch  wie  dieselben,  namentlich  wenn  sie  nichthomogen  sind,  mit 
den  complexen  Factoren  der  in  der  Gradzahl  n  sell)st  enthaltenen  Primzahlen  sich  compliciren. 

Der  Titel  nennt  endlich  die  Theorie  der  complexen  Zahlen  von  Kummer  als  die 
Grundlage  der  nachstehenden  Tafeln.  Diejenigen  seiner  Entdeckungen,  welche  1)  die  Beziehung 
zwischen  den  Perioden  der  Einheitswurzeln  und  zwischen  den  zu  den  verschiedenen  Exponenten  ge- 
hörigen Primzahlen,  2)  die  idealen  Primfactoren  und  3)  die  Classenzahlen  der  complexen  Zahlen  be- 
treffen, sind  es  vornehmlich,  welche  bei  diesen  Tafeln  in  Betracht  kommen.  Es  muss  indessen  hier 
genügen,  einfach  auf  Kummers  Abhandlungen  zu  verweisen.  Ebenso  muss  ich  auch  darauf  verzichten, 
weiter  auf  verschiedene  Kunstgriffe,  sei  es  in  Bestimmung  der  Congruenzwurzeln,  oder  in  Berechnung 
der  Normen  u.  s.  w.,  einzugehen,  wie  sie  mir  theils  von  Kummer  an  die  Hand  gegeben  worden  sind, 
theils  in  der  Praxis  selbst  mir  sich  ergeben  haben.  Schliesslich  spreche  ich  der  Königlich-Preussischcn 
Akademie  der  Wissenschaften  meinen  tiefgefühlten  Dank  dafür  aus,  dass  sie  diesen  Tafeln,  der  Frucht 
einer  zwölfjährigen  Arbeit,   zur  Veröffentlichung  in  so  glänzender  Ausstattung  verholfen  hat. 

Stuttgart  im  December  1874. 

Der  Verfasser. 


Erste  Abtheiluiig. 


Einheitswiirzcln,  deren  Grad  eine  Primzahl  X. 


Bezeiciliiuugen: 


«  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung 

V}  eine  aus  den  Wurzeln  «  bestehende  Periode. 


Die    den    Perioden    entsprechenden   Congnienzwurzeln    sind    durchaus    so 
geordnet,  dass  die  erste  Periode  (»7^)  der  absolut  kleinsten  entspricht,  ausgenommen 

die  — _--  gliedrigen  Perioden,  welche  so  geordnet  sind,   dass  vj    zwischen  —1  und 

^p  Hegt.    Die  den  Wurzeln  «  entsprechenden  Congruenzwurzeln  sind  stets  aus  dem 
Canon  Arithmcticus  genommen. 


Alle  Primfactoren  /(«),  nicht  bloss  die  vollständig  primären,   sind  so  be- 
stimmt, dass  /(i)  — /(«)  ^  0  mod.  (i  —  «)^  • 


1 


L  p  ^  Zm  -^  l 


Congmenzwurzeln  mod.  p. 


p 

a 

a» 

P 

a 

a' 

P 

a 

a' 

P 

a 

a» 

7 

-h  2 

—  3 

199 

+  92 

—  93 

439 

—  172 

+  171 

727 

—  282 

+  281 

13 

—  4 

+  3 

211 

—  16 

+  14 

457 

+  133 

—  134 

733 

—  308 

+  307 

19 

—  8 

+  7 

223 

+  39 

—  40 

463 

+  21 

—  22 

739 

—  321 

+  320 

31 

—  6 

+  6 

229 

+  94 

—  96 

487 

+  232 

—  233 

761 

+  72 

—  78 

37 

-4-10 

—  11 

241 

—  16 

+  16 

499 

+  139 

—  140 

767 

+  27 

—  28 

43 

+  6 

—  7 

271 

—  29 

+  28 

623 

+  60 

—  61 

769 

—  361 

+  360 

61 

+  13 

—  14 

277 

—  117 

+  116 

641 

—  130 

+  129 

787 

—  380 

+  379 

67 

+  29 

—  30 

283 

+  44 

—  46 

647 

+  40 

—  41 

811 

+  130 

—  131 

73 

+  8 

—  9 

307 

—  18 

+  17 

671 

+  109 

—  110 

823 

—  176 

+  174 

79 

—  24 

+  23 

313 

—  99 

+  98 

677 

+  213 

—  214 

829 

+  126. 

—  126 

97 

—  36 

+  36 

331 

—  32 

+  31 

601 

+  24 

—  25 

863 

+  220 

—  221 

103 

-H46 

—  47 

337 

+  128 

—  129 

607 

+  210 

—  211 

869 

+  260 

—  261 

109 

—  46 

+  45 

349 

—  123 

+  122 

613 

—  66 

+  65 

877 

—  283 

+  282 

127 

-4-19 

—  20 

367 

—  84 

+  83 

619 

+  262 

—  263 

883 

+  337 

—  338 

139 

-h42 

—  43 

373 

—  89 

+  88 

631 

+  43 

—  44 

907 

+  384 

—  386 

161 

-♦-32 

—  33 

379 

—  62 

+  61 

643 

+  177 

—  178 

919 

+  62 

—  63 

167 

—  13 

+  12 

397 

+  34 

—  35 

661 

—  297 

+  296 

937 

+  322 

—  323 

163 

-f-58 

—  59 

409 

+  63 

—  54 

673 

+  266 

—  266 

967 

+  142 

—  143 

181 

+  48 

—  49 

421 

+  20 

—  21 

691 

+  263 

—  264 

991 

—  114 

+  113 

198 

—  86 

+  84 

433 

+  198 

—  199 

709 

—  228 

+  227 

997 

+  304 

—  306 

/(«),  Prünfactoren  der  Primzahlen  p  in  der  primfiren  Form: 


p 

/W 

P 

/(«) 

P 

/(«) 

P 

/w 

P 

/w 

7 

1  + 

Sa 

167 

1  — 12a 

349 

17—  3a' 

671 

6  — 21a 

757 

1  —  27a* 

13 

1  — 

Za 

163 

11—  3a 

367 

13—  9a' 

677 

19  +  27a 

769 

17  —  16a' 

19 

2  — 

3a' 

181 

4  + 16a 

373 

4  + 21a 

601 

1  —  24a' 

787 

2  —  27a' 

31 

1  + 

6a' 

193 

7—  9a 

379 

7  —  16a' 

607 

23—  3a 

811 

26—  6a' 

37 

4  — 

3a' 

199 

2  +  16a' 

397 

11  —  12a 

613 

19—  9a 

823 

14  +  33a 

48 

1  — 

6a' 

211 

1  +  16a' 

409 

8  —  16a' 

619 

6  + 27a 

829 

13  +  33a' 

61 

4  + 

9a' 

223 

11  —  6a 

421 

l  +  21a 

631 

14  —  16a 

863 

4  —  27a' 

67 

2  + 

9a' 

229 

5  —  12a* 

433 

11  +  24a 

643 

11  —  18a' 

869 

10  +  38a 

73 

1  + 

9a 

241 

1  — 16a 

439 

6  —  18a' 

661 

20—  9a' 

877 

28—  3a 

79 

7  — 

3a 

271 

10—  9a 

467 

7  + 24a 

673 

8  —  21a' 

883 

13  —  21a 

97 

8  — 

3a* 

277 

7  —  12a' 

463 

1  —  21a' 

691 

11  + 30a 

907 

7  + 33a' 

103 

2  — 

9a 

283 

13—  6a' 

487 

2  — 21a 

709 

26—  3a 

919 

17  —  18a 

109 

6  +  12a* 

307 

1  +  I8a' 

499 

7  — 18a 

727 

13  —  18a 

937 

29—  3a 

127 

7  — 

6a' 

313 

16—  3a 

623 

17—  9a 

733 

19  —  12a' 

967 

7  —  27a' 

139 

10  — 

3a' 

831 

10  +  21a 

641 

4  —  21a' 

739 

7  +  30a' 

991 

26—  9a' 

161 

6- 

9a' 

337 

8  + 21a 

647 

14  +  27a 

761 

10  —  21a 

997 

13  +  36a' 

II.  p  zum  Exponenten  2  gehörig,  in  Beziehung  anf  dritte  Einheitswnrzeln  selbst 

compleze  Primzahlen: 

2,      5,      11,      17,      23,      29,      41,      47,      63,     69,     71,     83,  89,  101,  107,  113,  131,     137, 

149,     167,     173,     179,     191,     197,     227,     233,     239,     251,  257,  263,  269,  281,  293,     311, 

317,     347,     353,     359,     383,     389,     401,     419,     431,     443,  449,  461,  467,  479,  491,     503, 

509,     521,     557,     563,     569,     587,     593,     599,     617,     641,  647,  653,  659,  677,  683,     701, 

719,     743,     761,     773,     797,     809,     821,     827,     839,     857,  863,  881,  887,  911,  929,     941, 
947,     953,     971,     977,     983. 


I.     p  =  5m  4-  I 


A  =  5 


Gongruenxwurzeln  mod.  p. 


p 

a 

«» 

t 

t» 

a 

4 

P 

a 

a* 

a< 

a* 

11 

-h 

4 

-4- 

5 

— 

2 

4- 

3 

461 

110 

H-114 

—  93 

4-  88 

31 

4- 

8 

+ 

2 

15 

4- 

4 

491 

—  175 

4-183 

--110 

4-101 

41 

-♦- 

10 

+ 

18 

4- 

16 

4 

521 

4-  25 

4-104 

5 

—  125 

61 

— 

3 

-h 

9 

— 

27 

+ 

20 

541 

4-140 

4-124 

4-  48 

H-228 

71 

-h 

5 

-f- 

25 

— 

17 

— 

14 

571 

4-106 

—  184 

—  90 

H-167 

101 

— 

6 

H- 

36 

— 

14 

17 

601 

—  178 

—  169 

4-  32 

—  287 

131 

-h 

58 

— 

42 

4- 

53 

H- 

61 

631 

4-279 

4-228 

—  119 

4-242 

151 

+ 

59 

-f- 

8 

4- 

19 

4- 

64 

641 

—  284 

—  110 

—  169 

—  79 

181 

+ 

42 

— 

46 

4- 

59 

— 

56 

661 

—  255 

4-247 

—  190 

4-197 

191 

— 

7 

+ 

49 

4- 

39 

— 

82 

691 

-f-220 

4-132 

4-  89 

4-149 

211 

+ 

71 

— 

23 

4- 

55 

— 

104 

701 

—  237 

4-  89 

—  63 

4-210 

241 

+ 

91 

4- 

87 

— 

36 

4- 

98 

751 

—  291 

—  182 

—  359 

4-  80 

251 

-hll3 

— 

32 

— 

102 

4- 

20 

761 

-f-168 

+  67 

—  159 

—  77 

271 

— 

27 

— 

84 

4-100 

4- 

10 

811 

4-212 

4-889 

—  311 

—  241 

281 

-H 

86 

4- 

90 

— 

128 

— 

49 

821 

4-161 

—  851 

4-138 

-h  61 

311 

+ 

6 

4- 

36 

— 

95 

4- 

52 

881 

4-268 

—  418 

—  137 

4-286 

3dl 

+  150 

— 

8 

4-124 

4- 

64 

911 

4-361 

4-  48 

4-  19 

—  429 

401 

— 

29 

4- 

89 

4- 

72 

— 

83 

941 

4-349 

4-412 

—  185 

4-364 

421 

— 

67 

1  ^_^ 

142 

— 

169 

— 

44 

971 

---239 

—  168 

4-341 

4-  66 

481 

— 

26 

— 

186 

4- 

95 

4-116 

991 

—  166 

—  192 

4-160 

+  197 

X  =  6 


p  /(a)  einfiMsh 

11  «*+««* 

31  2«'—«* 

41 

61  8a-Ha* 

71  l-^aH-3«' 
101 

131  1--8«— «' 
151 

181  3a+4a' 

191  4-4-2«*-ha* 

211  2«'— 3a' 

241  4a— «*-♦-«* 

261  a'-|-5a'-h2a* 
271 

281  l-^a-Mo* 
311 

Sil  4-m'— 2a' 

401  l---4a*-8a' 
421 

431  l-f2a— 4a' 


/(a),  Prim&ctoreB 
/(a)  prim&r 

l-f-4a-h6a'4-3a' 
3a+2a'-f-a' 
3— 8a-h2a*-f-a' 
a-4-4a*-i-2a' 

a— a*— 3a* 

3a+2a'4-4a* 

3a-4-2a'— a* 

1— 2a— 3a*— 4a' 

1— 4a— 6a*— 3a' 

24-öa*-*-6a* 

a-4-4a'+3a* 

4-h6a— a*+7a' 

3a— 3«*-H>f' 

64-6a'4-10a* 

6-4-3a4-2a*-|-a* 

««-+-3a*-|-7c^ 

3a4-4a*— 4a^ 

3+öa* 

54-4a+a*+3a' 


der  Prinuiahlea  p*) 

p         /(a)  einlacb 
461 

491  «+3a'^6a' 
521 

641  3— 3a— j»* 

671  1— 2a-h4a' 

601  5— a'+2a* 

631  4— 2a'— a* 

641  ö+2a-J-6a*-^a' 

661  l-f.3a4-5a'— a' 

691  3+2a*— 3a' 

701  1— 3a+2a*-h3a' 

761  2— 4a— 4a*— a* 

761  6+a'— 2a* 
811 

821  2-Hx— 6a'— 2a* 

861  2-h6a'-4-«* 

911  a^^a^-h^a* 

941  6+2a'+«' 

971  6a— 2a*— a* 
991 


/(lO  primar 
4+5a' 

7-4-lla-4-9a'+.2«' 
l-f-öa* 

7a-f.8a'-*.4a' 
8+2a4-3a*4^9a* 
5— 3a4-8Ä'— «* 
2-4-3a--3a*— 4«* 

6-4-8a^7a'4'a* 
2+3a— 3a'-4-6a' 
84-10a*-f.6a* 
7-4-a4-4«*-i-2a' 
124.2a-4-5a*-h9a' 
6-f-4a— 4a*— 7a* 

6-f-«— «*— Äa* 
44-4a— 4a'+8a' 
4— 6a-H6a* 
2-|-6«-4-9a*-4-7a' 
2-f-3a-h7a*+6a* 
6— 4a-4-4a*-h2a' 
6-f-5a* 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
3  zweigliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel 

««    ^=   /»  -4-  /y""*  -  •!-     —    /»*    .M.  /»     ■ 


2  von  5): 


»Jo  =  «  -+-  « 


»Ji  =  a*  -f-  a  • 


Wurzeln  der  Gleichung: 


>5>-f.r—  1  =«0, 


mit  den  fundamentalen  Rektionen: 

»?;  =  2  -f-  *?, , 


Vi  =  —  1- 


Congraenzwurzeln  xnod.  p. 


p  n«  ii 

P 

»lo 

*Ji 

P 

*Jo    1i 

P 

1o    *Ji 

P 

*I«    li 

19   4  —  6 

179 

74 

—  76 

389 

161  —162 

669 

232  —233 

769 

338  —339 

29   6  —  6 

199 

61 

—  62 

409 

129  —130 

699 

24  —  26 

809 

342  —343 

69  26  —26 

229 

81 

—  82 

419 

20  —  21 

619 

242  —243 

829 

96  —  96 

79  29  —30 

239 

16 

—  16 

439 

69  —  70 

669 

200  —201 

839 

341  —842 

89   9  —10 

269 

71 

—  72 

449 

166  —166 

709 

170  —171 

869 

276  — 2T7 

109  10  —11 

349 

143 

—144 

479 

228  —229 

719 

329  —330 

919 

316  —817 

139  63  —64 

369 

106 

—106 

499 

224  —226 

739 

118  —119 

929 

30  —  81 

149  40  —41 

379 

19 

—  20 

609 

121  —122 

. 

*)  Wo  die  primäre  Form  selbst  schon  gehörig  einfach  ist,  ist  in  der  ersten  Colonne  kein 
nichtpriinires  /(a)  beif efiSgt.  Die  primfiren  Prim&ctoren  /<a)  eataprecben  4er  Umnstuitiligen  primären 
quadratischen  Form  der  p. 


X==5 

/(ro] 

),  Primfftctoren  der  Primzahlen  p  in 

der  prim&ren  Bonn*): 

p      /M 

P 

/(lo) 

P 

/(lo) 

P 

/(lo) 

P 

/(lo) 

19      7— lOt^j 

179 

12-  6,,^ 

389 

18-     5»,^ 

569 

22—     bYi^ 

769 

77— 120»|j 

29    13— 20*y^ 

199 

13-101,^ 

409 

22—  25*?^ 

599 

47—  70yi^ 

809 

33—  40ijj 

59      7-  bfi^ 

229 

17-2(h,^ 

419 

43-  65t,^ 

619 

23—     bYi^ 

829 

43—  60»|j 

79      8—  5*?j 

239 

33— 6<hj^ 

439 

32-  451,^ 

659 

23—  lOtj^ 

839 

27—     5ij^ 

89    17— 25*?j 

269 

42-65t,^ 

449 

27—  35*?j 

709 

62—  95*?^ 

859 

28—  25fj^ 

109    23— Söfj^ 

349 

17-  5t,^ 

479 

23—  25*?j 

719 

37—  bOri^ 

919 

32—  35t?^, 

139    13— lötjj 

359 

17— lOtjj 

499 

67—105*?^ 

739 

68— 105*?j 

929 

68—  95tj^ 

149    18— 26*?j 

379 

37— 55tyj 

509 

38—  55ty^ 

in.    p  zum  Exponenten  4  gehörig,  in  Beziehung  auf  5te  Einheitswnrzeln  seihst  complexe 

Primzahlen : 

2,      3,     7,     18,     17,     23,     37,     43,     47,     53,     67,     73,     83,  97,  103,  107,  118,  127,  137, 

157,     163,     167,     173,     193,     197,     223,     227,     233,     257,  263,  277,  283,  293,  307,  313, 

317,     337,     347,     353,     367,     373,     383,     397,     433,     443,  457,  463,  467,  487,  503,  523, 

547,     557,     563,     577,     587,     593,     607,     613,     617,     643,  647,  653,  673,  677,  683,  727, 

733,     743,     757,     773,     787,     797,     823,     827,     853,     857,  863,  877,  883,  887,  907,  937, 
947,     953,     967,     977,     983,     997. 


P 

29 

43 

71 

113 

127 

197 

211 

239 

281 

337 

379 

421 

449 

463 


I.     p  =  7m4-  1. 


Congroenzwurzeln  mod.  p. 


a 

5 

11 

32 

7 

2 

—  6 

—  40 

—  38 
—116 
—162 
4-119 
-h  75 
—125 
—155 


—  4 

—  8 
-4-  30 
-h  49 
-h  4 
4-  36 

—  88 

-h  10 

—  32 

—  42 
4-138 
4-152 

—  90 

—  51 


—  2  4- 


4- 


9 
2 
34 
4 
8 

—  19 

—  67 
4-  98 
4-  59 
4-  64 
4-125 
4-  33 
4-  25 
4-  34 


13 
21 
23 
28 
4-  16 

—  83 

—  63 
4-100 
—100 
4-  79 
-h  94 

—  51 
4-  18 
—177 


7 

4-  16 

—  26 
4-  30 
4-  32 

—  93 

—  12 
-h  24 
4-  79 
4-  8 
—184 

—  36 

—  5 
4-118 


-h 
-h 


4- 
-I- 


6 
4 
20 
16 
63 
33 
58 
44 


4-109 
52 
86 
—174 
4-176 
4-230 


P 

491 
547 
617 
631 
659 
673 
701 
743 
757 
827 
883 
911 
953 
967 


a 
4-153 

4-  9 
—197 
—204 
+144 
—  23 
—840 
—151 
4-232 
4-270 
—176 
—409 
—445 
4-  97 


—159 
-I-  81 

—  62 

—  30 
4-307 
—144 

—  65 
—232 
4-  77 
4-124 
4-  71 
—343 
—199 
—261 


4-223 
4-182 
—126 
—190 
4-  55 

—  53 
—332 

4-111 
—304 
4-400 
—134 

—  7 

—  74 
—175 


4-240 
—  8 
4-142 
4-269 
4-  12 
—127 
4-  19 
+328 
—127 
—337 
—257 
+130 
—425 
+431 


—106 

—  27 
—209 
+  21 
—249 
+229 
—151 
+253 
+  59 

—  20 
+199 
—332 
+431 
+226 


+138 
—243 
—166 
+133 
—270 
+117 
+167 
—310 
+  62 
+389 
+296 
+  49 
—242 
—319 


*)    Die  Primfactoren  /(^o)  ^^^  ^  bestimmt,    dab  ihre  Nonb   +p  ist,  aad  dafii  lie  der 
kleinstzahligen  primären  quadratischen  Form  entsprechen. 


48 
71 
113     a  — «• 


X  =  7 
/(fie),  Primfactoren  der  PrinuEahlen  p,*) 

p  f{a)  einfach  /(a)  primär 

29     a  +  «'  —  «•  2  -h  3«  —  «'  4-  5«'  —  2a*  -f  4a* 

a*  -h  2a*  2a  —  2a'  -f-  4a*  —  a*  —  6a* 

1  4-  a'  4-  2a*  1  -h  3a'  +  a*  4-  2a*  4-  3a* 

a  —  a*  4-  2a*  2a  —  6a*  —  IIa*  —  10a*  —  5a* 

127     2a  —  a*  4  4.  3«  —  6a*  —  6a*  —  4a* 

197     a  +  3a*  -4-  a*  +  a*  1  —  2a*  4-  6a*  4-  6a* 

211     2  —  a*  —  a*  4-  a*  2a  4-  6a*  4-  9a*  4-  7a*  4-  3a* 

239     1  — a4-2a*  12  4- 2a  —  2a*  4- 5a*  4- 11«*  —  3a* 
281     2  —  a  —  2a*  4  —  4a  4-  2a*  —  6a*  —  a* 

337     a  — a*  4-  2a*  —  a*  7  —  2a  +  10a*  —  a*  4-  6a*  4-  2a* 

379     3a*  4- 2a*  4- «*  2a  —  2a*  4- 3a* -h  a*  —  a* 

449 
468 

491       •*     "T"  »«♦  «  T  «w     ~"  w     T"  **     "^  *«* 

647  2  --  a  -h  2a*  +  2a*  18  4-  8a  4-  16a*  4-  10a*  4-  7a*  +  15a' 
617  2a  —  2a*  4-  «*  6  4-  5a  —  4a*  —  3a*  4-  2a* 

631  a'  —  2a*  —  3a*  2a  —  a*  +  3a*  4-  2a* 

8  4- 4a' 4- 2a*  4- 5a*  4- 3a* 
673  1  —  2a*  —  a*  4-  «*  4-  2a* 

701       ''    ' 


743 
767 
827 
888 
911 
958 
967 


3a*  4-  2a*  4-  «*  2a  —  2a*  4-  3a*  -\- a^  —^  a^ 

1  +  a*  4-  3a*  9  4-  6a  —  9a*  —  21a*  —  28a*  —  14a* 

1  —  a  4-  «'  —  2a*  18  +  27a  -h  4a*  4-  6a*  4-  28a*  +  16a* 

2a*  4-  3a*  17  4-  12a  -\-  8a*  +  18a*  4-  5a* 

a*  4-  3a*  6  4-  5a'  —  a*  4-  «*  +  2a* 


659  2a  4-  2a*  4-  «* —  «* 

8  —  a*  4-  «*  4-  «*  1  4-  3a  —  a*  4-  «*  4-  4a* 

2  —  a*  4-  2a*  4-  2a*  4-  «*  10a  4-  Ha*  4-  «*  4-  5a*  4-  9a* 

a*  —  a*  4-  3a*  a'  4-  3a*  4-  2a*  4-  3a* 

_     •_•-«        _   «   • 


2a  —  a'  4-  2a*  4-  «*  7  4-  17a  4-  22a'  4-  20a*  4-  H«*  4-  2«* 

2  4-  «'  —  2a*  4-  «*  2a  —  3a'  —  4a*  4-  «*  —  5a* 

3a  —  a*  4-  2a*  4-  «*  5  —  9a  4-  3a'  4-  6a*  —  8a*  4-  2a* 

1  4-  2a  4-  3a'  4-  2a*  4-  «*  1  4-  4a  4-  5a*  —  a*  4-  4a* 

3  4-«  —  «'  —  «'  +  «*  6  4-  4a  —  3a'  4-  4a* 


*)    Bei  hinreichmider  Binfachheit  der  primären  Form   Ton  /(a)  iBt  die  betreffende  Stelle  in 
der  ersten  Colonne  leer  gelösten. 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
3  zweigliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  5  von  7): 

^1  =  a'  -H  «"', 

Wurzeln  der  Gleichung: 

>»'  -h  t?'  —  3>j  —  1  =  0, 


%  =  a  +  «   \ 


ij_  =  a    -t-  « 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


'\  =  2  +  »?i, 


"O»»! 


'0  +  ". 


\  ''t    ~    ''l  "*"  *'i 


Congmencwnneln  mod.  p. 


p 

*lo         li 

»Ij 

P 

Ho 

1i 

»Ja 

P 

lo         li           "Jj 

13 

—  3     —     6 

—  5 

293     — 

16 

—  39    4-54 

643 

4-  20    —245    4-224 

41 

—  4     -h  14 

—11 

307     — 

24 

—  40    4-  63 

727 

4-  41    4-226    —267 

83 

4-10     +  15 

—26 

349     — 

22 

4-133    - 

-112 

769 

—137    4-311    —175 

97 

-+-25     -h  41 

-4-30 

419     — 

63 

4-196    - 

-134 

797 

-hlOO    —363    4-262 

139 

-4-5-4-23 

—29 

433     — 

8 

-h  62    - 

-  55 

811 

4-179    —401    -hä21 

167 

-4-19     -4-  25 

—45 

461     — 

27 

—195    4-221 

839 

—125    —318    —397 

181 

-4-37     —  81 

4-43 

503     4-111 

4-247    -4-144 

853 

—163    4-376    —224 

223 

—  12     —  81 

4-92 

687     — 

63 

—142    -4-204 

881 

—  10    4-98    —  89 

251 

—46     -hl06 

—61 

601     — 

80 

—213    -4-292                  937 

4-106    —221    -4-115 

/(y,o)y  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 

P 

ßn^)  einfach 

/»jo)  primär 

P 

/[ilo)  einfach 

Ano)  primär 

13 

+%H-2i,, 

+34-7i»j 

461 

-64-71,^—1,^ 

—84-351,^4-211,, 

41 

+*+% 

-114-7>,j-7t,, 

503 

-3+71,, 

83 

+ö+%-"'?i 

4-134-71J, 

587 

—9—31,^—71,, 

-22-4-71,^-4-281,, 

97 

+5-+-»?,->?, 

-4-7,,^ 

601 

4-114-41,^—1,, 

4-76-4-491,^-281,, 

139 

+5-% 

4-13-71,^4-7,,^ 

643 

4-94-t,^-3i,, 

4-69-35i,^4-42i,j 

167 

-84-7t,j 

727 

4-14-13ij^4-2i,, 

4-33— 14i,j4-21i,, 

181 

+6+»?,-»?, 

-25-14»,^ 

769 

4-10-1,^-4-21,^ 

4-13-71,,  4-141,, 

223 

— 3-4-3>j^— 2>jj 

4-6-141,^4-71,, 

797 

-3-4-81,^ 

4-17-141,^4-141,, 

251, 

-11-71,^ 

811 

4-9-2i,j 

4-5-71,^4-71,^ 

293 

-4-7-2»;^-|-»7j 

-+-384-211,, 

839 

4-104-t?o-3i,^ 

4-5—141,^4-71,, 

307 

-h8-+.2»y^->jj 

4-52-281,^-4-301,, 

853 

4-8— 3i,j— 5i,, 

4-8-141,^4-71,, 

349 

+8— tjj-h2>7. 

4-3-211,^4-71,^ 

881 

-HlO-hi^o 

-h33-+-14i,^— 211,, 

419 

-|-8-2»;^-4-»7, 

-304-141,^-211,^ 

937 

4-104-t?o-^, 

-4-4-211,^-71,, 

433 

-14- 

7.,, 

*}    Bei  hinreichender  Einfachheit  der  primären  Formen  Ton  /(q^)  iat  die  betreffSende  Stelle 
in  der  ersten  Colonne  leer  gelassen. 


X=7 

m.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
2  dreigliedrige  Perioden  (fOr  die  primitive  Wurzel  5  von  7) 


>?«  —  «  -h  «'  -H  «*  , 


ty^  =  a'  -f  «*  -h  «*  , 


Wm-zeln  der  Gleichung: 


»;*  -4-  >7  -f  2  =  0. 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


%  =  %  +  2tfj,         Yi^Yi^  =  4-2 
Congraenzwnrzeln  mod.  p. 


p 

>Io 

ni 

P 

»lo 

»li 

P 

»!• 

*Ii 

P 

n« 

1i 

P 

no 

li 

s 

0 

—  1 

161 

69 

—  70 

869^ 

128 

—129 

669 

178 

—179 

809 

160 

—161 

11 

4 

—  5 

163 

26 

—  26 

873 

164 

—156 

671 

168 

—169 

821 

40 

—  41 

28 

9 

—10 

179 

63 

—  64 

889 

92 

—  93 

699 

129 

—180 

323 

229 

—830 

37 

8 

—  9 

191 

19 

—  20 

401 

162 

—153 

613 

49 

—  60 

863 

117 

—118 

58 

14 

—16 

198 

73 

—  74 

431 

41 

—  42 

641 

237 

—288 

877 

867 

—868 

67 

11 

—12 

283 

30 

—  31 

443 

167 

—158 

663 

169 

—170 

907 

488 

—489 

79 

12 

—13 

263 

123 

—124 

467 

86 

—  86 

683 

328 

—329 

919 

326 

—827 

107 

48 

—49 

277 

28 

—  24 

487 

103 

—104 

709 

106 

—107 

947 

43 

—  44 

109 

29 

—30 

817 

88 

—  84 

499 

161 

—162 

739 

127 

—128 

977 

62 

—  83 

137 

16 

—17 

831 

166 

—167 

641 

46 

—  47 

761 

77 

—  78 

991 

44 

—  46 

149 

34 

—35 

347 

74 

—  75 

657 

133 

—134 

/(^o))  Primfactoren  der  Primzahlen  p  (an 


p      Ano) 

P 

/(yio) 

P 

/(»Jo) 

P 

A^o) 

»  % 

137 

1-  Sf,^ 

277 

1+12*,^ 

443 

3-14»,^ 

11  1— 2ij^ 

149 

9-  4»,^ 

317 

16-  4yi^ 

467 

6+16,,^ 

23  3— 2ij^ 

161 

11-  2,,^ 

331 

17-  2r,^ 

487 

6-14»,^ 

37  1—4»;^ 

163 

7-  6*,^ 

347 

6+14.,^ 

499 

13-lOt,^ 

63  3— 4*?^ 

179 

S-hlOi,^ 

369 

3+14*?^ 

641 

11-1217, 

67  l-h6ij^ 

191 

1-hlOt,^ 

373 

6-12»,^ 

657 

21-  4»,^ 

79  1— 6*?j 

193 

6-  8*,^ 

389 

17-  4:YI^ 

669 

3-16t?, 

107  9— 2*?^ 

233 

7-  ^\ 

401 

13-  Sv, 

671 

74-18*7, 

109  7— 4ij^ 

263 

16-  21,^ 

431 

11-10»?^ 

599 

9-14*7, 

sich  primär). 

P  /(lo) 

613  13— 12*7, 

641  19—  St}^ 

663  23—  4tj^ 

683  26—  2ijj 

709  74-20*7, 

739  23—  6*7, 

761  19—10*7^ 

809  11— 16*7, 

821  1—20*7,  j 


P 

823 
863 
877 
907 
919 
947 
977 
991 


Ano) 

7-18*7, 

74-22*7^ 

19—12*7, 

29—  2*7j 

17-14*7, 

14-22*7, 

16-16*7, 

1-22*7, 


IV.    p  xom  Exponenten  6  gehörig,  in  Besiehang  auf  7  te  Einheitsworzeln  selbst  complexe 

Primzahlen : 

3,      5,      17,     19,     31,     47,    69,    61,     78,     89,     101,     103,     131,     167,     173,  199,     227,     229, 

241,     267,    269,     271,     283,     811,     313,     363,     367,     388,     397,     409,     439,  467,     479,     609, 

621,     628,    668,     677,     898,    607,     €19,    «47,    661,    677,     691,     719,     733,  761,     778,     787, 
829,     867,     869,     887,     929,     941,     971,     983,     997. 
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I. 


lim  -f  1. 


A=  11 

Gongruencwarzeln  mod.  p. 


P 
23 
67 
89 
199 
831 
353 
397 
419 
463 
617 
661 
683 
727 
859 
881 
947 
991 


4-  8 

—  5 
+  32 

—  74 
-4-120 
+  58 
—107 
-4-152 
+134 
—275 
+  68 

—  2 
+181 

—  66 
+143 
+185 

—  46 


—  5 
+  25 

—  44 

—  96 
—164 
—166 

—  64 
+  59 
—101 
—266 

—  3 
+  4 
+  46 
+  61 
+186 
+133 
+134 


+  6 
+  9 
+  16 

—  69 
—151 

—  97 
+  99 
+169 
—107 
—273 
—214 

—  8 
+829 
+269 
+168 

—  17 
—218 


+  2 
+  22 

—  22 
+  62 
+  55 
+  22 
+126 
+129 
+  15 
—199 
+  9 
+  16 

—  65 
+285 
+237 
—304 
+118 


«• 

—  7 
24 

8 

—  11 

—  61 
—136 
+  16 

—  85 
+158 
—188 

—  49 

—  32 
—133 
+  88 
+413 
—367 
—473 


—  10 
+  14 

—  11 
+  18 

—  38 
—122 
—124 
+  69 
—126 
—128 

—  27 
+  64 

—  82 
+205 
+  32 
+289 

—  44 


—  11 

—  3 
+  4 
+  61 
+  74 

—  16 
+167 
+  13 
—216 
+  31 
+147 
—128 
—302 
+214 
+171 
+433 

42 


+  4 
+  15 
+  39 
+  63 

—  57 
+131 

—  4 
—119 
+225 
+113 
+  81 
+256 
—187 
—380 
—215 
—390 
+  50 


+  9 

—  8 
+  2 

—  85 

+111 
—168 
+  31 

—  71 
+  55 
—225 
+220 
+171 

—  79 
+169 
+  90 
—178 
—318 


+  3 

—  27 

—  25 

—  73 
+  80 
+140 
—141 
+102 

—  38 
+175 
—243 
+341 
+241 
+  13 
—345 
+215 
—237 


f  /(«)  einfiush 

23  «+«*+«• 

67  «*+«*+«* +a'+a^ 

89  1+«+«*+«* 

199  «-«*—«• 

331  a'—a^'ha^'hcc' 

353  1— a»+aVa'+a** 

397  1+«+«*— >«^ 

419  1— «'+«*+«• 

463  »•—«*—«*+«•+«* 

617  2«+«'+«'^+«" 

661  tt^-^a^^a^'ha'—a* 

683  2a^+«* 

727  1—«'— «'—«'+«" 

859  «•—«*+«*+«•+«•+« 

881  «—«'-«*—«•—«*+«'+« 


947    1+a*— 2«^— a 
991    l+a+2a^ 


10 


/(a),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

/(a)  primir 
70+56a+79a'+125a*+65a*+149a'+26a*+116a*— 7a' 

+76«' 
20+12a+47a'+43a*+61a*+51a*+50a*+27aV21a'+8a' 
198+520«- 105a'+400a'+351a*— 75a'+517a*+183a' 

+14«'+580«' 
140+173«+88a'— 88«'— 303«*— 486«*- 580«*— 551«^ 

—411a*— 205«' 
30+13«— 5«*+31«'+9«*+31a*+5«*+39«*— 17«" 
410+685«+536«'+1002«'+810«*+537«*+737«*+179a* 

+95«'+339«' 
9-|-7a-|-17<«'-|.40«*+2«*+29«*— 23«*+41«V4«*+44a' 
1020+694«— 238«'+350«*+1114a*+310«'—223«*+735«* 

+998«'— 32a' 
32— 39«— 131«'— 137«'— 49a*+29«'+6a*— 90«*— 148«' 

-99«' 

21+27«+15«'— 11«'- 41«*— 61«*— 69«*- 64«*— 48«*— 26«' 

669— 1033«— 1206«'+540«'+196«*— 1481«*— 689«'+742«* 

— 462«*- 1537«' 
466— 72«— 385«*+241«'+378«*— 290«*— f34«*+415«* 

+177«*- 407«' 
H+6«-h4«*+«'+15«*+12«*+16«*+«*+10«" 
15— 12«+23«*+25«*— «*+29«*+13«*+7«'+26«" 
36+214«+228«*+207a*+38«*+158«*+101«*+95«' 

+167«" 
46+«+18«'+35«*+2«*+23«*+34«*— 6«*+38«'+19«' 
59— 35«+48«*+15«*— 39«*+87a^— 16«*— 31«*+91«'— 29«' 
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10 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
5  zweigliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  2  von  ll): 

%  =  fc-h  a"^  ,       t^j  =  a'  -f  «"*  ,       »,*  =  a*  -f.  «"*  ,       ,y^  =  «»  -f-  «-'  ,     >7^ 

Wurzeln  der  Gleichung: 

ty*  -H  t?*  —  4>j*  —  3tj'  4-  3ij  +  1  =  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

Gongraenzworzeln  mod.  p. 


p 

»lo 

ll 

1j 

1» 

»14 

P 

I0 

ni 

12 

I1 

*>4 

43 

+  4 

+  14 

—  21 

+  9 

—  7 

439 

+  26 

—204 

—  91 

—  62 

—109 

109 

+19 

+  32 

+  41 

+  44 

—  28 

461 

—  58 

+136 

—217 

+  66 

+  74 

131 

—10 

—  33 

+  39 

—  58 

+  56 

571 

—  4 

+  14 

+194 

—  52 

—163 

197 

—  9 

+  79 

—  65 

+  86 

—  92 

693 

+  82 

+199 

—132 

+225 

+218 

S41 

+38 

+  59 

+105 

—  63 

+111 

669 

—  10 

+  98 

—283 

—311 

—154 

368 

—47 

+103 

+  87 

—  60 

—  84 

769 

—  64 

+249 

—290 

+277 

—173 

307 

—  7 

+  47 

+  58 

—  16 

—  84 

857 

—148 

—380 

+422 

—174 

+279 

373 

+46 

—124 

+  81 

—166 

+151 

967 

—  47 

+273 

+  68 

—213 

—  82 

p 

43 
109 
131 
197 
241 
263 
307 
373 
439 
461 
571 
693 
669 
769 
867 
967 


/(ilo)  einfkch 
+  1-21,, 
+  6-61,, 

+  l+4*»i 
+  2  —  81,, 

+  6  +  4i,j 

+  9  +  3ij, 

+  1-21,^  +  1,, 

+  l-3i,j 

+  3  —  41,^ 

+  5  —  i?i  +  2t?, 

+  4  +  1,, 

-4  +  3i,^ 

—  3  —  1,,  +  21,^ 

+  7+41,^  +  1,^ 

+  ß  +  %  +  »J,  - 
+  l-i,j+4i,. 


),  Primfactoren  der  Primzahlen  p: 

/(i,o)  prim&r 
+  950  +  671»,,  +  154»,^  +  396i,j  +  880ijj 
+  6  -  Ut,,  -  11»,, 

+  290  —  55ij,  —  264»,j  +  440i,,  +  242»,^ 
+  300  +  550»,,  +  385»,^  +  682ij,  +  I661,, 

—  2  -  11»,,  -  65»,^  -  33»,,  -  77,,, 
-h  296  +263»,,  +  143»,j  —  132ij,  —  209»,, 

—  703  +  1342»,,  +  759»,^  +  1793»,,  —  572»,, 
+  13016  +  40371J,  —  2387»,^  +  11759»,,  +  8415,,, 

—  464  —  341»,,  —  66»,j  —  198,,,  —  429»,, 
+  81  +  220,,,  +  264»,^  —  176,,,  —  83»,, 

—  270  +  473»,,  +  253»,j  +  605,,,  —  198,,, 

—  533  —  253,,,  +  66,,^  —  616,,,  —  341,,, 

—  68  +  77»,,  —  22,,^  +  65»,,  —  66»,, 

—  61  +  11»,,  -^  22»,^  +  66,,,  +  44,,, 
—  %      —  8  +  44,,,  +  143,,^  +  99,,,  +  176,,, 

—  166  —  221,,  +  99,,j^  +  187,,^ 
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X=ll 

m.    p  zum  Exponenten  5  gehörig. 
2  fün%liedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  2  von  ll): 

»,^  ==  a  +  a»  4-  a*  -f  «*  -h  a'  ,  »y^   =  «»  4-  «^  _^  «'  +  ««  +  «^o  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

t?'  -H  t?  -4-  3  =  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


"^l  ^  \-^  ^%  > 

Vi  = 

-h3. 

Congruenxwarseln  hmkL  p. 

P       »Jo 

I1 

P        I0         I1 

P 

I0         I1 

P 

lo          ll 

P 

*io            "Jl 

3       0 

—  1 

179       69  —  70 

383 

19  —  20 

587 

281  —282 

773 

186  —187 

5       1 

—  2 

181       64-66 

389 

177  —178 

599 

181  —182 

797 

234  —285 

31       9 

—10 

191       53  —  54 

401 

148  —149 

619 

82  —  83 

823 

368  —369 

37     13 

—14 

223       49  —  50 

421 

35  —  36 

631 

168  —169 

829 

111  —112 

47     20 

—21 

229     101  —102 

433 

46  —  47 

641 

271  —272 

839 

150  —151 

53     12 

—13 

251       47  —  48 

443 

81  —  82 

643 

283  —284 

863 

309  —310 

59       7 

—  8 

257       97  —  98 

449 

183  —184 

647 

98  —  99 

883 

142  —143 

71     14 

—15 

269       63  —  64 

467 

179  —180 

653 

25  —  26 

907 

352  —858 

97     29 

—30 

311       30  —  31 

487 

169  —170 

691 

45  —  46 

911 

440  —441 

103     17 

—18 

313       68  —  69 

499 

86  —  87 

709 

331  —332 

929 

405  —406 

113     10 

—11 

317       92  —  93 

509 

22  —  23 

719 

282  —283 

971 

300  —301 

137     58 

—59 

367     128  —129 

521 

39  —  40 

751 

199  —200 

977 

401  —402 

157     48 

—49 

379       43  —  44 

677 

184  —185 

757 

61  —  62 

983 

444  —445 

163     28 

—29 

■ 

/(i0g),  Primfactorea  der  Primsahlen  j 

P  (an 

sich  primär). 

P 

/(lo) 

p        An^) 

P 

Ano) 

P 

/»Jo) 

P 

Ano) 

3 

% 

179       8—  brij^ 

383 

1»~     % 

587 

23-  2,,^ 

773 

25-  4v, 

5 

1-  \ 

181     11—  3*?^ 

389 

3-11% 

599 

li-lOt^o 

797 

7+17t?, 

31 

1-^1 

191       4—  7»?^ 

401 

11-  8,,^ 

619 

7-hl5ijj 

823 

20-  9u, 

37 

2-3t,^ 

223       4+  9^7^ 

421 

1+lH 

631 

4+151,^ 

829 

7-15% 

47 

5-2»,^ 

t29       24-  9^j 

483 

10-  9i,j 

641 

19—  7ijj 

839 

17-11*?, 

53 

1-4»,^ 

251     11—  6>7j 

443 

S-11% 

643 

16—  9ifj 

863 

11-14% 

59 

7       % 

257       5—  817^ 

449 

17-  H 

647 

7— L3fyj 

883 

25-  6t7, 

71 

1+5% 

269     13—  4ifj 

467 

5+131,^ 

653 

25—     ff^ 

907 

5-f-18t7, 

97 

7-3*,^ 

311       1— lOifj 

487 

ÄO-  Sfi^ 

691 

1— 15fyj 

911 

29-  2v^ 

103 

l+K 

313       5—  9*7^ 

499 

17-  61,^ 

709 

2—15*7^ 

929 

7-16% 

113 

10-  *?, 

317     10—  7r}^ 

568 

«3-     % 

719 

28—  bfi^ 

971 

16-13*j, 

137 

2+7»?^ 

367     17—  3»;^ 

521 

l-13t,^ 

751 

4— 16ijj 

977 

5-17»7, 

167 

10— 3»7^ 

379       8—  9»^^ 

577 

22—  3*7j 

757 

13— 12»jj 

983 

20— ll>7j 

163 

5-6>,, 

\ 
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IV.     p  zum  Exponenten  10  gehörig,  in  Beziehung  auf  Ute  Einheitswurzeln  selbst 

complexe  Primzahlen: 

8,      7,      13»     17,      19,     29,     41,     61,     73,     79,     83,     101,  107,  127,  139,  149,  151,  167, 

173,     193,     211,     227,     233,     239,     271,     277,     281,     283,  293,  337,  347,  349,  359,  409, 

431,     457,     479,     491,     503,     523,     &41,     547,     557,    563,  569,  601^  607,  613>  673»  677, 

701,     733,     739,    743,     761,     787,     809,     811,     821,     827,  853,  877,  887,  919,  937,  941, 
953,    997. 


Lp«  131»  -h  1. 


p         a* 

53  +  10 
79  +  10 
131  —  18 
157  +  67 
313  +103 
443  +188 
521  +101 
547  —  30 
599  +270 
677  —144 
S59  —  86 
911  +  30 
937  —308 


+ 
+ 


6 
21 
62 

—  64 

—  33 

—  96 
—219 
—194 
—178 
—251 
—335 

—  11 
+227 


—  7 

—  27 
+  63 

—  49 
+  44 
+115 
—237 
—197 
—140 
+263 
—396 
—330 
+359 


A=  13 


Congruenz wurzeln  med.  p. 


—  17 

—  33 
+  45 
+  14 
+150 

—  87 
+  29 
—107 

—  63 
+  40 
—304 
+121 

—  6 


—  11 

—  14 

—  24 

—  4 

+113 
+  35 
—197 

—  72 
—238 
+333 
+374 

—  14 

—  26 


+ 
+ 


4 
18 
39 
46 
58 

—  65 

—  99 

—  28 
—167 
+115 
—381 
—420 
—425 


+ 
+ 


13 
22 
47 
58 
27 


+ 
+ 


+  27  — 

+184  + 

—100 

—254 

—165 

—312 

+124 

+164 

—280 


24 
17 

60 
39 
36 
+  38 
—201 
—  38 
—224 
+246 
—356 
+  65 
+  36 


—  25 

—  12 

—  32 

—  56 
+  48 
+  56 
+  18 
+  46 
+  19 
—220 
—308 
+123 
+156 


«10 

15 
+  38 
+  52 
+  16 
—  64 
—104 
+255 
+261 
—261 
—139 
—141 
+196 
—261 


—  9 

—  15 

—  19 

—  27 

—  19 

—  60 
+226 
—172 
+212 
—294 
+100 
+414 
—194 


«la 

+  16 
+  8 

—  51 
+  75 

—  79 
—205 

—  98 
+237 
—264 
—315 

—  10 
—334 
—216 


f(a)y  Primfacioren  der  Primzahlen  p  in  einfacher  Form. 


53  a'+Ä^+a" 

79  «*+«'-«" 

131  «+*•—«* 

15T  l+Ä»+«"+ir*' 

31t  «»+<»•—«"+«" 


443  1^««— «*— a» 

521  «»—«•—«" 

547  l+a'^— «•—«•+«*« 

599  «»—«*+«'—«•—«" 


P  /W 

677  ir*— «*—«'+«»+«" 

859  1-«—«*+««+«»» 

911  1+«*— «*— <f*+Ä** 

937  1—«+«'— !«•—«• 


12 

X  »  13 

/(a),  Primfactoren  der  Primzahlen  p  in  der  prim&ren  Form» 

P  /W 

53     5047-f-6726a— 14611«*— 10620a'— 28007«*— 37693«*— 29237a'— 41980«'— 25231a' 

—16938a'— 16708a*  V7869a" 
79     2-hlla— 3«*— 24«'— 39«*— 10«*- 26a*— 23a'— 45a'-|-8a**— 17a** 

131     66-hl30a4-133a*-4-61a'— 17a*— 12a*+52a*-4-110aVll5a'-f-84«*-h39a"— «" 

157     2705-4-5017a+3534a'-H6949a'— 4756a*— 2946a'— 426a*— 327a'-h9076a'+3861a'—568a*'* 

—7210a" 
313     1167+1850a4-14ö4a'-h491a'— 324a*— 379a*4-556a'-4-1641a'-|-1780a'-+-993a'-hl7a" 

—481a 
443     86-hl44a-+-70a'-h77a'-4-234a*4-255a'4-122a'-flOOa'-|-155a'4-120a'-4-50a"4-5a" 
521     17684-1843a-f91a'— 405a' 4-1227a*4-2115a*+701a'— 533a' -H587a'+2091a'-Hl331a" 

—354a 

547  1454-116a'—4a'-H28a*— 180a'— 43a'— 55a'— 89a'+49a**^— 62a" -H94a" 
599  33-+-156a— 158a'— 604a'— 432a*— 372a'4-35a'+257a'— 143a'— 276a'— 592a"— 511a" 
677  39— 254a— 361a'— 103a'4-65a*— 148a'— 374a'— 218a'4-54a'— 37a'— 334a"— 306a" 
859  5498— 409a4-2939a'4-3828a'— 846a* -4-5256a'4-801a'-f-1364a'4-4982a'—999a'-4-4340a" 

+2328a" 
911  393-4-2847a-M942«'4-2520«*H-2989«'4-611«'4-611a'-4-3240a'— 469«"H-3207a"-f-1222«" 
937  4109-H5654«-h3297«'— 919«'— 3357«*— 1914«' -h2174«'+5366«'4-4905a'4-1197a' 

—2563«"— 3124«" 


11 


11 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
6  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  13): 


»?j>  =  a  +  «  * , 


>?j  ==  «'  4-  a  * , 


>;,  =  «*  +  «*,         »?,  =  «*  -h  «  *  ,         ty^  =  «'  4-  «  -^  , 
»7j  =  «'  4-  «"*  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tj'  -h  »y*  —  5*y*  —  4i»'  -h  6tj'  +  3t?  —  1  =  0 , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


''o*'»  =  *?J  "*"  *?5  • 

Congruenzwurzeln  mod.  j? 


/>  *]©  1|  •Ij  'II  *l4  1* 

103  -H  12  4-  39  —  26  —  47  -h  44  —  23 
181  -4-32  —  64  —  69  +  53  —  89  —  45 
233  —  3  -h  7+47  -f  110  —  18  +  89 
311  —  19  +  48  +126  +  73  +  40  +  43 
337  +  24  —100  —112  +  73—65  —158 
389  —  54  +191  —  87  +176  —146  —  81 


P  *l0  ll  1»  1«  *l4  1» 

467  +  21  —  28  —152  +219  —142  +  81 
671  +64  +  97  +271  —220  —137  —  76 
701  +  74  —134  —272  —324  —176  +130 
727  +  18  +167  +261  —219  —  28  —200 
857  —  38  —272  +280  +411  +  90  +385 
883  +  36  +411  +266  +114  —261  +306 
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/(%), 

V 

ßy\^  einfach 

—103 

3+t»,— »», 

-W61 

3%-2'?i-2t), 

+233 

»+% 

—311 

3— >?!+»?, 

+837 

1-31,, 

+389 

3%-2t,, 

+467 

3+3t?j+t,j 

—671 

8+i»,+2»?^ 

+701 

3+4t,^ 

—727 

3-2»y^-t,^ 

+867 

4*?,+»»,+3*?^+2ij, 

+883 

6+6*»o-*"^*»i""''i"" 

X=  13 

Primfactoren  der  Primzahlen  |>.*) 

/(ijo)  primär 

42+       26»j,+       13ty^—       13»yj 

6716+  6240ij^+  6148»;^+  2067»?,+ 

1026—       91»j^+     312ijj+     923ij,+ 

7921+  6656»?^+  3640»?^-  3692*?,— 

16269+13832>7^+10114»7j+  2609»?,+ 

163+       91»?^+       13t?j+     182*?,+ 

6+       66*?^-       39*?^-       78*?,+ 

11114+10466*?jj+  8697*?^+  3497*?,+ 

47+  1157*7^—     676*?^+     299*?,+ 

19+     156*?jj+     117*?,+     130*?^+ 

1496—  4082*?^— 15886*?j— 20966*?,— 

*?,         639+     660*?^+     669*?j+     221ij, 


663*?,+  3718»?^ 
364*?,-       78*,^ 

7137*?,—  9412*?, 
637*?,+  6824*?^ 
130*?,+  62*?^ 
117*?,+     130i?^ 

1274*?,+  6188*?^ 
871*?,+  780*?^ 
78*,, 

9789*?,— 23790*,^ 
130ij,+     361*?^ 


m.    f  zum  Exponenten  3  gehörig. 
4  dreigliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  2  von  13): 

1,^  =  a  +  «•  +  a'  ,       *?j  =  «*  +  a*  +  «*  ,        *?,««-*  +  «-«  +  «-»  ,        t,^  =  «-»  +  «"5  ^  -6  ^ 

Wurzeln  der  Gleichung: 

>j*  +  *?•  +  2*?*  —  4»?  +  3  =  0, 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


2*?, 


*?o  ''l  "~  "~  ^  ""  ^'l  » 


%*?»  =  3  +  »?j  +  »?. 


*?o  •'s  "~  —  ^  —  ^1  • 


p 

»»0 

1i 

»Ii 

1 

1> 

3 

0 

—  1 

—  1 

+ 

1 

29 

—  3  +14  +12  + 

6 

61  +10 

—16  +27 

— 

23 

107  +18 

—46 

—29 

+ 

66 

113  +  4 

—61 

—23 

— 

44 

139 

—27 

—60  +47  + 

39 

191 

—  6 

—67  +46  + 

26 

211 

—28  +36 

—48 

+ 

39 

263 

—26 

—96 

—34 

— 1 

L09 

Congruenzwurzeln  med.  f. 

P         1q         1i  »Jj         »Jj 

269  —  54  +  86  +  70  —103 
347  +  18  +  70  +127  +131 
367  +122  —170  —180  —140 
373  —  44  —  83  +  77  +  49 
419  +167  —197  —203  —187 
503  —  90  —172  +112  +149 
623  +  8  —109  —175  —248 
601  +  37  —274  —  80  —286 
607  +  54—84  +286  —267 


P  »»0 

663  +  66 
669  —194 
767  +  32 
809  +193 
887  —146 
919  —140 
971  —248 
991  —  13 
997  +  60 


+206 
+256 
+200 
—330 
—233 
—411 
—361 
—324 
+156 


na 
+116 
+238 
—346 
—222 
—313 
+366 
+341 
—249 
+176 


1« 
+264 
—301 
+112 
+368 
—196 
+194 
+267 
—406 
—382 


•)    Daa  Zeichen  —  yotp  zeigt  an,  dafs  N/{y[^)  =  — p,  daa  Zeichen  +,  dafs  Nßy^^)  =  +p 
ist,  nnd  zwar  je  fttr  beide  /(ijo)* 
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X.=  13 


f{yi^^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

p 

/(ijo)  einfiush 

/(ijo;  primär. 

3 

% 

1-3»,^-»,, 

29 

2-^1+^ 

66— 109*?^+76*yj+142»;, 

61 

»?i+2ij^ 

132-1-43»;^— 33>j,4-53»j, 

107 

2-f2t?,4-i?, 

3-|-4i,,H-5»?,+2»,, 

113 

2-*»,— 2t,, 

6444-251t,^-hl42»,j— 687ij, 

139 

1— 'J,4-2n, 

578-H720*y^j-M080ijj4-393ff, 

191 

*?,4-2»7,— ty. 

16+13t,^4-14»jj-h9>j, 

211 

3-+->?i— »?, 

29-7t,^-20t,^-73t,, 

263 

3-%+'»i-2»,, 

3— '»o+^^i-^»?. 

269 

»»o-^i+^^j 

50-|-3»7^— 43>yj+16»7, 

347 

4+17,-»?, 

383— 403>7^4-142>7j+66tj, 

367 

1+3% 

1691— 2127»7jj-hl080»7j-hl440tj, 

373 

^o^''i"*"*'i 

27— 4t,^— 86»y^-|-7»j, 

419 

3— *?i— 2if,4-t», 

5-4n,-14„^ 

503 

1     3»?^     2>,j-t,, 

63— 59*y^+14ty^— 13>7, 

523 

2+3*?, 

76-|-20>j^— 30ijj+29t7^ 

601 

6-|-2*?„-f->?, 

e-4%— 3»7j-14>,, 

607 

2+4t»^+6»?j4-*?, 

2+4>y^+6>7^+>,, 

653 

2>?i4->?,— 2>j, 

142-1-502»;^— 796»5j—2127»y, 

659 

3+2ij^— 2t?j+ij, 

109+16»;^— 36»yj+53»y, 

757 

3+2*?^— 2»;, 

3-t,^-5»y, 

809 

2%— •?!— 2»?, 

134-7t,^-h5»j,4-ei,, 

887 

1— »yj4-2tj,— 2»y, 

9— 2ty^-7>,^-25»?, 

919 

417,-1?, 

10-llt,^4-5>,^+4i7, 

971 

1— %— ^^^i— 2ij, 

43-h23»?^— 73ijj-218,,, 

991 

1— %— 3»,,— 4t7, 

13-»?^-12t,^-40i», 

997 

4+3ty,+3»j, 

*— 7»y^-H3>?,-H5ij, 

15 


X  =  13 


JW.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
3  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  13): 

Wurzeln  der  Gleichung: 

»?'-+-*?'  —  4t?  4-  1  =  0  , 


a*  -4-  a*  -f-  «~*  4- « 


,-♦ 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?J  =  4  -H  »7j  -H  2t7j  , 


^0*^1    = 


-  1  +  t?i . 


Congruenzwurzeki  med.  p. 


p 

^0 

•Ji 

12 

P 

lo 

5 

—  1 

—     2 

+     2 

807 

—  12 

31 

—  4 

—     6 

+     9 

317 

—  25 

47 

—  9 

14 

+  22 

359 

—  70 

73 

-4-  7 

+  12 

—  20 

421 

—  94 

83 

—  8 

4-  37 

—  30 

463 

+  13 

109 

-h  8 

+  31 

—  40 

499 

—103 

151 

—16 

—  71 

—  65 

541 

—109 

229 

+  6 

—  46 

+  39 

577 

+  14 

239 

-1-38 

—  84 

+  45 

593 

—  62 

281 

+31 

+103 

—135 

11 

—118 
+  61 
—  91 
+195 
—193 
—218 
+241 
—222 
—160 


+129 
—  37 
+160 
—102 
+179 
—180 
—133 
+207 
+221 


^0*^2  =  — 


!+%• 


P 

619 
733 
811 
827 
853 
863 
941 
967 
983 


1o 
68 

—  56 
—142 
+144 
—191 
—133 

—  53 

—  96 

—  54 


+194 
—  90 
+397 
—347 
—271 
—161 
+122 
—319 
+143 


1a 
—263 
+145 
—250 
+202 
—392 
+293 

—  70 
+414 

—  90 


f^%)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

p 

/(if)^)  einfacb 

Xilo)  primär 

P 

ß:no)  einfach 

5 

-1-% 

+618— 260»?^— 949*?, 

463 

-l+6i?^-2>j^ 

31 

+*+% 

— 93+143»?^+39t?j 

499 

-11-5.?, 

47 

-3-2t?, 

+318— 442»?^— 143»?j 

541 

+9-41?, 

73 

-l3-5t7, 

+18-13t?^ 

577 

-2-3»?^+3i?, 

83 

-7-3»y, 

+322+143t?^+195»?j 

593 

+8-t?^-3t?, 

109 

-+-5%+*», 

— 265— 78*?^+208»?j 

619 

+10-3»?^+»?^ 

151 

-^%-v^ 

— 293— 143t?^+91i?^ 

733 

-8-5»?, 

329 

+6-% 

+580+182»?j— 429i?, 

811 

+12+3n^-»?j 

239 

+14+5»?, 

— 1170+1599»?^+533*?j 

827 

+ll-»?^-f-2»?j 

2S1 

+10+3»?^-»?^ 

+19-89i?^-13n. 

858 

+10-2.?^+t?, 

307 

-18-71,, 

-128+l43f?^+26i,j 

863 

+11-2^^+2»?, 

317 

-12-5ifi 

— 33e9+5174fj^+1417i?j 

941 

-2-4t,^+8f,, 

359 

-5-4»?j 

+1055+312»?^— 832»?j 

967 

+10-3»?j 

421 

-7+2»?^+»?, 

— 696+130ij^— 195ijj 

983 

— 6*»a^"3^a 

+13478+4797ij^— 12701>?j 

— 136+39>?^+91ij, 

— 6445— 1612*?^+4277>?j 

— 135— 39*?^+689>?, 

— 33+26t?^+13>?j 

— 150+65ij^+221t?j^ 

-5+13,^ 

— 57+78»?^+26*?j 

—14971— 4433»?^— 11752tjj 

+252— 130i)^— 13t?^ 

+1150+377t?^— 910»?j 

+1666— 2561ij^— 70«*?j 

— 4451+6888i?^+1872i?j 

— 34+52»?^4-13»?j 
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X=:  13 

V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
2  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  13): 


>j^  =  a  -4-  a'  -I-  a*  -f-  «  *  4-  «""'  -4-  «  1 , 


i7j  =  a'  -+-  «*  4-  «*  +  a*^  -h  «""*  4-  «""*  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


t?'  +  »)  —  3  =  0  , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


''0  - 

=  4  4-1?, 

i» 

Vi  = 

=  —  3. 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

p 

*!o       *Ji 

P       I0 

ii 

P 

I0 

I1 

P       lo 

'Ii 

P 

»lo 

»Ji 

17 

4  —  5 

179       13 

—  14 

433 

151 

L  —152 

647       25  — 

26 

823 

184  - 

-185 

23 

8  —  9 

199       24 

—  25 

439 

100  —101 

673     215  — 

216 

829 

389  - 

-390 

43 

11  —12 

251       27 

—  28 

491 

66  —  67 

719     191  — 

192 

881 

334  - 

-335 

101 

17  —18 

257     114 

—115 

563 

269  —270 

751       47  — 

48 

907 

156  - 

-157 

127 

46  —47 

277       86 

—  87 

569 

222  —223 

797     220  — 

221 

953 

53  - 

-  54 

173 

39  —40 

283       50 

—  61 

641 

298  —299 

/(tjj,  Primfactoren  der  Primzahlen 

P' 

P        J 

(i)o)  einfjAch 

/(I0)  primär 

P 

/ijo)  «infiwjh 

/»jo)  primär 

+  17 

*-     % 

271—  208»7^ 

—491 

l           8-15r 

1829— 

1404*,, 

4-  23 

6-  2t,^ 

4505— 3458»;^ 

—563         19— 21i»^ 

2896— 

2223*7, 

—  43 

1-  **?o 

16—     13»?j 

4-56S 

)         23—  5*j^ 

137— 

104*,, 

-+-101 

11-  bri^ 

19-     13t,^ 

4-643 

l         28—13*?^ 

28— 

13*?o 

4-127 

11-  Zn^ 

305—  234»jj 

—64': 

r         28—27»? 

355— 

273*,, 

—173 

6-9% 

101-     78»,^ 

4-673         25—  Zvi\ 

1372— 

1053*,^ 

—179 

ll-12»7j 

152—  117»?^ 

4-71S 

)         34-191?^ 

41— 

26*7, 

—199 

14-  8ijj 

491—  377*?^ 

— 75J 

L           1-16*?, 

■ 

17949—13624*?, 

—251 

14-  9\ 

49-     39t,^ 

—797           7— 18»7j 

2083— 

1599*,j 

4-257 

20— lltjj 

2659—2041»?^ 

4-823         37— 21*?j 

4522— 

H7*,, 

—277 

10-13ij^ 

10-     13t,^ 

4-829         32  -15»?^ 

5843— 

4485*,^ 

—283 

5-llt,^ 

1304— 1001»?j 

4-881         29—  81?^ 

188— 

143„, 

—433 

i^-n\ 

29—     2617^ 

—907         17— 23i?j 

6080— 

4667*,, 

—439 

4-13ij^ 

4— 

13t?j 

—953           1—18*»^ 

i 

965- 

741*,^ 

I 

VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig,  in  Beziehung  auf  13te  Einheits wurzeln 

selbst  compleze  Primzahlen: 

2,      7,      11,      19,      37,  41,  59,     67,     71,     89,     97,  137,  149,  163,  167,  193,  197,  223, 

227,     241,     253,     271,  293,  331,     349,     379,     383,  397,  401,  409,  431,  449,  457,  461, 

479,     487,    509,     557,  587,  613,     617,     631,     643,  661,  683,  691,  709,  739,  743,  761, 

769,     773,     787,     821,  839,  877,     929,     947,     977. 
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A  = 

=  17 

I. 

p  =  17III-+-  1. 

VI 

Congruenzwurzeln 

med.  f 

K 

p 

a 

a« 

a« 

a* 

a* 

a« 

a» 

a' 

a» 

ctio 

«11 

103 

—  3 

-4-  9 

—  27 

—  22 

—  37 

+  8 

—  24 

—  31 

—  10 

+  30 

+  13 

187 

—  65 

—  22 

-4-  60 

—  64 

+  60 

+  38 

—  4 

—  14 

—  49 

+  34 

—  18 

239 

—107 

—  23 

+  71 

+  61 

+  40 

+  22 

+  36 

—  28 

—111 

—  73 

—  76 

307 

+  9 

4-  81 

-1-116 

+114 

+106 

+  24 

—  91 

+102 

—  3 

—  27 

+  64 

409 

4-  25 

—193 

+  83 

+  30 

—  68 

—  64 

+  36 

+  82 

+  5 

+126 

—137 

443 

-»-  69 

—  63 

—173 

—  18 

—176 

—196 

+  13 

—119 

+  67 

—  34 

+209 

613 

+197 

-f-190 

4-  37 

67 

+287 

+143 

27 

+198 

—226 

+227 

—  30 

647 

—  92 

-f-  63 

-4-300 

+221 

—276 

+  67 

+306 

+316 

+  43 

—  74- 

—309 

919 

—216 

—213 

-f-  58 

+338 

—407 

—312 

+306 

+288 

+284 

+229 

+162 

963 

—349 

—183 

-4-  16 

+134 

—  69 

+266 

+238 

—161 

+284 

—  4 

+443 

P 

«»> 

«>» 

a«« 

«»» 

a»« 

103 

—  39 

+  14 

—  42 

+  23 

+  34 

137 

—  63 

—  16 

+  16 

+  66 

+  59 

239 

+  6 

+  76 

+101 

—  62 

+  67 

307 

—  38 

—  36 

—  8 

—  72 

—  34 

409 

+  6 

+160 

+  69 

+  89 

+180 

443 

—  73 

+123 

+169 

—218 

—  16 

t 

• 

613 

+220 

—183 

+116 

+171 

—  28 

647 

—  40 

—202 

—179 

+293 

+218 

919 

—  70 

+416 

+206 

—384 

+234 

963 

—221 

—  64 

+417 

+276 

—  71 

y(a),  Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  prim&r  machende  Einheiten  E(a).  *) 


p 

/(«) 

£(«) 

103 

«+«*+«" 

< 

*}' 

'\ 

-l' 

<  *•/  *: 

e 

137 

u  — u  — a 

'J* 

< 

'V 

< 

*:  <  eV 

e 

239 

«'+«*+«• 

«J* 

'I 

'.' 

<' 

<  <  < 

e\ 

307 

tt  — CL  —a 

< 

«!• 

e\ 

< 

<'  'V  < 

e 

409 

„»+„"_„" 

el 

< 

*; 

'V 

<'  *!*  < 

e 

443 

«"+«"-»-«" 

+«"-«" 

< 

'J 

'V 

«!• 

<'  <  < 

€ 

613 

„'+«•_„" 

< 

el 

< 

<" 

<"  eV  < 

e 

647 

„"+„»»+«" 

+«" 

•i' 

*J 

«j 

«^.' 

<  <'  < 

e 

919 

«'+«*+«'+«*+«" 

< 

«1 

«i* 

<* 

<*  <  < 

e 

963 

„'_«•+"+«" 

et 

«I' 

«J* 

e\ 

*I*  <  *r 

e 

*)    Die  PrimiActoren /(a)  werden  durch  Mnltiplication  mit  den  Einheiten  JS(a)  primmr;  diese 

primär  machenden  Einheiten  sind  Producte  ron  Potenzen  der  Kreistheilongseinheiten  e(a^  ;,  wo  y  eine 
primitiTe  Worxei  Ton  17  Torstelit  und  wofSr  der  Kflrze  wegen  e^  gesetatt  wird;  es  ist  aber  für  ^  =  3 : 

#4  Ä  1  + 11* ,  sofern  >j  die  sweigliedrigen  Perioden  Torstellt,  ij»  ■»  «^   +  ar^  . 
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X=-17 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
8  zweigliedrige  Perioden  (fttr  die  primitive  Wurzel  3  von  17): 

Wß  =  «  +  «"'  *       »?i  =  a'  -H  «"'  ,       tjj  =  a*  +  «"*  ,       tjj  =  «^  -H  a~^  ,     vf^  = 


Wj   =  a*  4-  a    *  ,       »?g  =  a'  +  «   '  , 


«*  4-  «-* 


6     ,         -C 


Wurzeln  der  Gleichung: 

r'  +  >?^  —  7»?*  —  6»i*  +  15*7*  4-  lOtj'  —  lOtj' 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


—  4»?  +  1    =r   0  . 


fÜ   ==  2  -h 


y» 


G' 


^^'l     =    ^4   "^  *^6  '  %^    =    ^a   +  ^J  '  V»    =    ''»   +  '»T  ' 


%''* 


Vs  = 

>?,  +  >?, 

»       %*? 

6    =    % 

+  >?!> 

%^T    = 

=  r,  +  i 

''*• 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

p 

^0 

«Ji 

1i 

1| 

14 

»»6 

1« 

It 

67 

—  4 

+  15 

—  20 

+  33 

—     7 

+   13 

+  u 

+  22 

101 

+  4 

—  49 

—  39 

—  16 

—     8 

+   17 

+  14 

—  26 

271 

+15 

+  78 

+  68 

—132 

+134 

+  35 

—  48 

+120 

373 

+10 

—149 

—111 

+120 

—  96 

—  65 

+  98 

—181 

509 

+  4 

+  52 

—  32 

—  96 

+194 

+215 

+  14 

+157 

577 

—37 

+234 

—  83 

+269 

—216 

+257 

+213 

—  61 

883 

—75 

+424 

—340 

+233 

—337 

+127 

+325 

—358 

=  >?1  +  »J, 


/(7)J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  primär  machende  Einheiten  E(a).^) 


p 

Alt) 

£( 

a) 

—  67 

^+\-\ 

<' 

e\'>el 

e\ 

< 

oV 

^6 

e 

+101 

i%+V, 

< 

'V< 

< 

«1' 

< 

<" 

e 

—371 

3-1»,-«), 

<' 

e\   .J' 

e\ 

< 

*r 

^r 

e 

—373 

2-'»,-'», 

< 

*r  e\ 

e\ 

eV 

«i' 

^g 

e\ 

—609 

2— 2.,,— r^ 

<" 

e\*  «i' 

«r 

< 

*i' 

^6 

e\ 

+577 

3+1«+'»s 

<' 

e\   e\ 

«r 

< 

«1* 

^r 

< 

+883 

3+>),— 1», 

< 

<< 

e\ 

e\ 

e» 

e\' 

•)  Das  Zeichen  +  vor />  zeigt  an,  dafs  i^V(»lo)  ==^ +/>>  ^**  Zeichen  — ,  dafs  N/{v\q) 
=  — p  ist.  —  Die  Einheiten  jE^a)  haben  dieselbe  Bedentnng  wie  in  I.  bei  den  />  :=  17m+  1;  die 
AnsfQhning  der  Mnltiplication  gibt  z.  B.  Ar  />  =  67  als  primären  Primfoctor  Ton  67 : 


/(%)   E{a) 


2612752  +  1475685»;^  —  1464809i>j  — 1182637iy,  +  750601»?,  +  2077315tjj 

—  674747*^^  —  2474214ijy  . 
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X  =  17 

III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
4  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  17): 


t>^  =  «  +  «*  +  «  *  +  « 


-1 


a 


a      +a      , 


a 


a 


«-'+«-\ 


»?,  =  «*  +  «^  +  «"*  +  a"^  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

>,*  +  *,»  —  6>j*  —  *j  +  1  =  0, 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

»jj  =  4  +  2*jj  +  »7^  ,         *j^  *?i  ==  2*?^  +  *?,  +  ijj  ,         ij^  >,j  =  —  1  , 

Congruenzwurzehi  med.  jp. 


%  »»a  =  *?i  -+-  *J»  -+-  *-^*J. 


/» 

U 

li         *Ij 

»ia 

P         1o        1i          M          1a 

P         lo 

*ii 

1« 

*Ia 

13 

-  2  -f 

.     3  —     6  + 

4 

293  +  11  —  48  —  80  +116 

659  +  64  - 

-  70  +278  - 

-273 

47 

+  7  - 

.  11  +  20  — 

17 

353         57         62       161  —  74 

701  +  23  +293 

—  61 

-256 

89 

—  5  - 

-  43  +  18  + 

29 

421  +  25  —161  +101  +  34 

727  —  49  - 

-211 

—  89  +348 

149 

+  5  - 

•  49  —  30  + 

73 

463  +169  —206  —200  —227 

761  +206  - 

-249 

+314 

—272 

157 

—20  - 

.  65  +  55  + 

29 

623  —  41  —182  —  61  —250 

769  —  24  +302 

—  32 

—247 

191 

—18  -f 

.  91  —  53  — 

21 

557  —  66  +121  +211  —267 

829  +188  - 

-385 

—366 

—267 

251 

—86  - 

123  +108  +100 

599  +  54  +197  +122  +225 

863  +125  - 

-136 

+359 

—349 

/O 

\)'> 

Piimfactoren  der  Primzahlen  ji.*) 

P 

/(»lo)  einfach 

fh\o)  primär 

—  13 

24-1?^ 

878— 204iy^— 782»7j+391»?, 

+ 

+  47 
89 

%H-2>?, 
3-2.,^ 

73862— 34442»7^+35904ij^+ll543i7, 
4333008— 986306ij^—385l962ijj+2021215*j, 

+ 
+ 

—149 

3+2tj, 

803     544ijj     578ryj     1292*?, 

+ 

—157 

6-3r,^+>j^ 

6392— 10115»»^  ~5508*jj+2890ij, 

+ 

—191 

»-%-+-*?. 

29-17*,,+17»,, 

+251 

5-2»,^ 

6244— 5457*|,j— 81Ö9ijj— 15844tjj 

+ 

+293 

4+4*?^+»,^ 

625538+291822>j^— 142341ijj— 556223i7j^ 

+ 

+353 
—421 
+463 

l4-i?,-3i7. 

20-34r,j,+17t,, 
144437— 77809>j^+81685iy^+26809*j, 
377— 289»)^- 459*|j— 765»), 

+ 

+523 

3»7i+2*j, 

739690— 173672»7^—665l93»jj+345695i7, 

+ 

+557 

3-2»,^+2*,^ 

16080771+635698« —13841179»j,—33634653t7, 

A                                           7                                           •* 

+ 

—599 
+659 
+701 

8+3»?^ 
7-2>,^+2tj, 

16527— 8891*|^+9435>jj+3l96»jj 
4076202— 2195958ij^+2304690ryj+755837*jj 
369— 153*1^- 357*jj— 238ijj 

— 

—727 
+761 
—769 
829 
—863 

8-H4*|j+»jj 
2+»?o-2i7j-3ij, 

2-3t?^+»,, 
5— 4ij^— *jj+»7. 

6225— 1564»j^,— 6205»jj+2907»j,                                  + 

1163— 340»j^j+510»jj+306ij,                                       + 

3930— 918*1^— 3587»jj+1853»j,                                    + 

21?— 119ij^+119»j^+34»j,                                          + 

406802904+189324971»?^— 89056710*jj— 3565446891J,     — 

•)  Das  Zeichen  +  vor  den  p  zeigt  an,  dass  N/(tif^)  =  +  p,  das  Zeichen  — ,  dafs  iV/(»jo)  =  — p  ist, 
übrigens  zunächst  nur  für  die  ein&chen/(i]o) ;  fOr  die  primären /(i)o)  stehen  die  Zeichen  in  der  Colamne  rechts. 

3» 


20 


X=17 


IV.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
2  achtgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  17) 


>y^  =  a  4-  a"*  -h  «*  -*-  «'  H-  «""  4-  «"*  4- 
*i^  =  a'  4-  «*  4-  «*  -h  «^  4-  «-^  4-  «"*  4- 


a"'4-a"S 
a"*4-«"*, 


Wurzeln  der  Gleichung: 


*?'  4-  »)  —  4  =  0  , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


V,  =  -  4  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

lo 

^1 

P 

no 

1i 

2 

0 

— 

1 

457 

60 

—  61 

19 

6 

— 

7 

461 

109 

—  HO 

43 

9 

— 

10 

467 

222 

—223 

53 

10 

— 

11 

491 

205 

—206 

59 

15 

— 

16 

563 

47 

—  48 

83 

36 

— 

37 

569 

67 

—  68 

127 

57 

— 

58 

587 

48 

—  49 

151 

17 

— 

18 

593 

34 

—  35 

179 

82 

— 

83 

631 

100 

—101 

223 

84 

— 

85 

661 

158 

—159 

229 

21 

— 

22 

733 

262 

—263 

257 

93 

— 

94 

739 

38 

—  39 

263 

32 

— 

33 

757 

318 

—319 

281 

85 

— 

86 

773 

200 

-201 

331 

51 

— 

52 

797 

56 

—  57 

349 

26 

— 

27 

859 

41 

—  42 

359 

110 

— 

111 

937 

178 

—179 

383 

181 

. — 

182 

967 

301 

—302 

389 

39 

— 

40 

971 

338 

—339 

433 

29 

^^ 

30 

977 

272 

—273 

21 


X=17 


2-     ^« 


—  19 

-h  43 

—  53 


5—  4ri, 


-h  59  17— lOijj 

—  83  17— 12*jjj 

4-127  11—  2fj^ 

4-151  19—10»)^ 

—179  29— 20iy^ 

4-223  31— ISijj 

4-229  23— 12ry^ 

—257  17— Uij^ 

—263  14-  Bfi^ 

—281  7— l(hj^ 

—331  27— 20ij^ 

—349  15— 14»j^ 

4-359  23—10*1^ 

—383  47— 32ry^ 

—389  l—lOij, 

—433  13— 14ijj 


/(lo) 

496338- 

124599- 

43463- 

17011091- 

2283- 

2867- 

857077- 

1115- 

16018415- 

314681- 

107- 

8017- 

2120951- 

54783- 

105- 

365174319- 

53018625- 

14033063- 

191092705- 

1221- 


Primfactoren  der  Primzahlen  ji.*) 


primär 

P      J 

t{r\Q)  einiac 

-       317849»), 

—457 

29-22*,, 

86836*jj 

—461 

43-30*,^ 

27846»?, 

4-467 

21—  2*,j 

-  10893702*jj 

—491 

5—12*,, 

1462»?^ 

4-563 

57— 34*,j 

1836»jj 

—569 

35—26*,^ 

-       548862ij^j 

—587 

14-12*,, 

7141,^ 

—593 

19—18*,, 

-  10258004«}^ 

4-631 

25—  6*,j 

-       201518»}^ 

4-661 

25—  4i,j 

68t,, 

733 

3—14*,^ 

5134tyj 

—739 

21—20*,^ 

-     1358232tj^ 

4-757 

31—12*,^ 

-         34442,,^ 

—773 

61—42*,, 

68t,^ 

4-797 

73—44*,^ 

-233853326*1^^ 

4-859 

43—22*,^ 

-  33952502»,^ 

4-937 

37—16*,^ 

-     8986608*1^ 

—967 

3—16*,, 

-122373514»,^^ 

—971 

17—20*,, 

782»,, 

4-977 

57—32*,, 

140749- 
13040387- 
2842429- 
58933- 
57- 
11055035- 
743- 
7094331 
1009 
3835005 
64083 
1805 
88033483 
498913 
109 
713337547 
1307357 
2392149 
23467 
764961 


primir 

90134*,, 

-  8350910*,^ 

-  1820258*,, 
37740*,^^ 

34*,^ 

-  7079514*,^ 
476*,, 

—  4536722*,^ 
646*,, 

2455956*,, 
41038*,^ 

—  1156*,^ 

-  56375604*,, 
319498*,^ 

68*,, 

-456812950*,^ 

837216*,, 

-  1531904*,^ 

—  15028*,^ 


—       489872*,, 


VI.    p  zum  Exponenten  16  gehörig,  in  Beziehung  auf  17te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

3,         5,  7,       11,       23,       29,  31,       37,       41,       61,       71,  73,  79,  97,  107,     109, 

113,     131,  139,     163,     167,     173,  181,     193,     197,     199,     211,  227,  233,  241,  269,/   277, 

283,     311,  313,     317,     337,     347,  367,     379,     397,     401,     419,  431,  439,  449,  479,     487, 

499,     503,  521,     541,     547,     571,  601,     607,     617,     619,     641,  643,  653,  673,  677,     683, 

691,     709,  719,     743,     751,     787,  809,     811,     821,     823,     827,  839,  853,  857,  877,     881, 

887,     907,  911,     929,     941,     947,  971,     983,     987. 


*)    Das  Zeichen  •+•  Tor  den  Primzahlen  p  eeigt  an,    dass  Nßyi^)  =  -i-/>,    da«  Zeichen  —, 
daM  N/{hq)  =  — p  ist,  und  zwar  je  für  beide /(*},). 
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1.  p  =  19wi  -4-  1 


P 

191 
229 
419 
457 
671 
647 
761 


—  84 
-4-  17 
H-135 
4-174 
4-271 
+287 
—351 


—  11 
4-  60 
H-208 
+114 
—218 
+200 

—  81 

P 

191 
229 
419 
457 
571 
647 
761 


—  31 
+104 
+  7 
+185 
—265 
—183 
+274 

+  36 
+  61 
—113 
+215 
64 
86 

—  82 


19 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


—  70 

—  64 
+107 
+200 
+131 
—114 
—288 

+  32 
—108 
—171 

—  64 
+214 
+  96 
—136 


—  41 
+  67 
+199 
+  68 
+  99 
+279 
—125 

—  14 

—  4 

—  40 
—168 
—248 
—269 
—207 


+  6 
+  53 
+  49 

—  60 

—  8 
—155 
—263 

+  30 

—  68 
+  47 
+  16 
+170 
—210 
+362 


+  69 

—  15 

—  89 

—  17 
+116 
+158 
+232 

—  37 

—  11 
+  60 
+  42 
—181 

—  99 
+  25 


—  66 

—  26 
+136 
—216 
+  31 
+  56 

—  5 

52 
42 
+139 

—  4 
+  65 
+  55 
+367 


5 
+  16 

—  76 
—110 
—164 
—103 
+233 

+  25 
+  27 

—  90 
+218 
+  59 
+257 
+258 


«10 

—  38 
+  43 
—204 
+  54 
+  94 
+201 
—356 


—  55 
+  44 
+114 
—201 
—221 
+104 
+152 


y(ne),  Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  primär  machende  Einheiten  E(a).*) 


p 

/W 

Ei 

w 

191 

«'H.a"4.«i« 

^0 

<' 

< 

1» 

^4 

*?« 

< 

^l' 

229 

«»-.«lO^^l» 

*?J 

^v 

< 

•»;* 

vi 

^6 

*»7 

^l 

419 

a'^a'^a^' 

^0 

v\ 

•>! 

"" 

^v 

«" 

^i 

^l 

^1 

^\ 

457 

«*+a^*+«" 

*»0 

^1 

^1 

ij 

< 

^5 

^l 

^V 

^l 

571 

«>-|-a»4.a»-.«i04-«" 

''o 

»?J 

ij 

«" 

\ 

< 

^l 

^v 

^8 

647 

«»-»:«'•-«" 

<' 

^1 

vV 

1* 

<* 

<' 

^v 

ij 

761 

a»4.«»_a" 

^0 

^1 

ril 

"j* 

''4 

»V 

^V 

^v 

^l 

*)     Das  Product  y(a) .  ^(a)  ut  primär;  die  Kreittheiloiigseinheiteii  e(a^  ),  aus  deren  Potenten 
E(jol)  zosanunengesetzt  ist,  reduciren  sich  hier  auf  die  zweigliedrigen  Perioden,   welche  in  11.  specificirt 

sind,  und  zwar  ist,  für  die  primitive  Wurzel  y  ^^  2  von  19,  e(a^  ;  «=  vik-j. 
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X=  19 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
9  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  19): 

%  =  a4-a"S         tjj  =  a' 4- a~*  ,         *?,  =  «*-+-«"*,         >y,  =  «• -f- «"' ,         >?^  =  «' 
Tjj  =  a*  -H  «"*  ,         >jg  ==  a'  -j-  «-^  ,         ry^  =  «*  4-  «"*  ,         ^^  =  «'  4-  «-'  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

*»'  -4-  *?'  —  8*1^  —  7v^  4-  21»j*  4-  15*?*  —  20tj'  —  IChj*  +  5ty  4-  1  =  0  , 


«-\ 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


%*»!  ==  %  +  '»4  >  %^j 


%*?t  =  *?6  +  *?g» 


^«»» 


0  '4 


*?•» 


Vs  = 

=  *»«-+-*' 

T  '             %^*  ~  ^i 

.•+-"5' 

»Jo^T 

—  *?,•+-  *?5  » 

%%  = 

^j4-*? 

Congruenzwurzeln 

med. 

P 

;> 

I0 

»Jl 

*ii 

^1 

I4 

1s 

»Je 

lT 

18 

37 

—     3 

4-     7 

4-  10 

—  13 

—  18 

—  11 

4-     8 

—  12 

—     6 

113 

—     3 

4-     7 

4-  47 

—  53 

—  18 

—  17 

—  62 

—  10 

—  16 

151 

4-     8 

4-  62 

4-  67 

—  43 

4-  36 

4-  15 

4-  72 

4-  48 

4-  37 

227 

—     8 

4-  62 

—  17 

4-  60 

—  34 

4-  19 

—  96 

—  67 

4-  69 

379 

4-  17 

—  92 

4-124 

—166 

—  66 

4-  64 

—118 

—101 

—  34 

669 

—  37 

4-229 

4-  91 

—256 

+  99 

4-126 

—  58 

—  62 

—143 

607 

4-  36 

4-  80 

279 

4-143 

—191 

4-  69 

—163 

—141 

—162 

683 

4-  81 

—271 

—326 

—242 

—176 

4-239 

—263 

—195 

—225 

797 

—  18 

4-322 

4-  72 

--397 

—199 

—251 

4-  36 

—300 

—  63 

911 

—  16 

+254 

—167 

—364 

—404 

4-145 

4-  70 

4-343 

4-128 

/(^o))  Primfaotoren  der  Primzahlen  p  und  prim&rmachende  Einheiten  J?(a).*) 

P  /ho)  ^(«) 


P 
37 

113 
151 
227 

379 
569 
607 
683 
797 
911 


/ho) 
4-1-2*?^ 

-l-*),4->?5 
4-24-t?,-*|, 
+2*1,-»?^ 

+2*j^4-*), 
4-*)i4-»7,— >?^4-»?5 
— 24->7,4-»?y 
-2-»7^-»j,4-»7, 
4-3-2*,, 

+1— %— ^5-*-*»8 


IS 


n 


16 


^0 
.18 


^ 

^y  V 

V 


n 
yi 

yf 
n 


yfVn 
yiVn 

J     IJ 

s 


vy  V 


•    «10 

1    ^14 


^6 


8  0 

»7$  »Jfl   yi 

*."  ••• 


9 


^8 

^8 

*'8 
*    «'* 


*)     Es  iit /l[yio) .  £(a)  primär;  Ton  diesen  Einheiten  gilt  dasselbe  wie  in  Nr.  1. 
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X  =  19 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
6  dreigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  19): 

T,^  =  «  -4-  «^  +  «"  ,         r,    =  a'  4-  «"  4-  «**  ,         >J.,  =  a*  4-  «*  4-  «'  , 


«"*  4-«"^  4-«"'*  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


.-» 


-s 


tj^  =  «      -f-  «-    4-  a 


.-14 


-4 


-fi 


-9 


*?j=«4-«4-a      ; 


t»*  4-  *?*  4-  2*)*  —  8»j*  —  ty*  4-  6»j  4-  7  =  0 , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

»ij  =^  »J,  +  2r, .        %>7,  =  >»,  4- »?,  4-  »75 , 


Vi  ~  %  +  %  -^-  »»s  »  *»o*»s  =  3  4-  *?,  4-  tj, 


*Jo»?4  =  *>,  4-  *?j  4-  *?^  ,         %*»j  =  lo  -*-  *5i  "^-  ^  • 


Gongraenzwurzeln  mod.  p. 


p 

I0 

*3i 

^> 

1» 

»I4 

Is 

7 

0 

4-  3 

4-  1 

4-  2 

—  3 

4-  3 

11 

—  1 

—  3 

—  3 

4-  2 

—  6 

—  2 

83 

~  4 

4-  5 

—  10 

—  36 

—  24 

—  16 

163 

—  39 

—  48 

4-  43 

4-  51 

4-  71 

—  79 

197 

4-  30 

—  38 

—  33 

4-  76 

4-  49 

—  84 

^39 

4-  18 

—  81 

4-  25 

4-  83 

—  78 

4-  32 

277 

4-  24 

—135 

4-  41 

—  60 

—  49 

—  99 

311 

4-  13 

4-  34 

4-  26 

—  88 

—  67 

4-  71 

349 

4-  35 

—  48 

—  60 

-f-113 

4-135 

4-173 

353 

4-  8 

4-  23 

—103 

—156 

—  37 

—  89 

463 

—  42 

—  65 

—143 

4-220 

—131 

4-160 

467 

4-  16 

4-  28 

4-  74 

4-114 

—112 

—121 

677 

4-  59 

142 

4-227 

—208 

—129 

-M92 

619 

—  52 

—207 

—285 

—  92 

—  98 

4-114 

653 

4-  36 

4-206 

4-315 

—108 

—162 

—288 

691 

—102 

4-336 

4-320 

4-197 

4-317 

4-313 

733 

4-  4 

4-299 

—105 

-f-225 

4-  40 

4-269 

809 

—  82 

—145 

—264 

—206 

—277 

4-164 

881 

—  33 

—246 

—386 

4-227 

—384 

—  60 

919 

—  47 

—405 

—320 

4-388 

—  78 

—468 
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X  «  19 
/CO'  Prioifacioren  der  Primzahlen  p  und  primär  machende  Einheiten  E(a).  *) 


p 

/l») 

«-) 

7 

\ 

< 

«1*'J 

11 

1+1, 

< 

«}'*j» 

83 

1  -  %  -  "i 

< 

«j»«j 

163 

1  +  1«  +  »),  +  21,, 

< 

•j  •; 

197 

2  —  >I,  +  1^  +  1, 

<* 

*j  *j« 

239 

2  -  l,  -  l. 

«J' 

'1'  «j° 

277 

1  +  21,,  +  1,^ 

<' 

*r «; 

311 

2r,  -  1, 

< 

<  < 

349 

n,  —  1,  H- 1, 

^.* 

<  < 

S63 

l+%  +  2»t, 

+  1, 

C 

«}»«j* 

463 

1  —  2»,,  +  1,4 

< 

t 

467 

2-1»,-^ 

< 

<   < 

677 

1,  —  1,  + 1, 

< 

<  *i' 

619 

1+1, —  1,+»»»' 

•i* 

<  ^. 

653 

1  + 1,  —  1,  - 

-1. 

<* 

«"  «i* 

691 

3-1,  +  1« 

< 

•:  *; 

733 

1,  +  1,  +  I4 

-1s 

< 

eY  ^/ 

809 

2i),  +  Hj 

4 

^•^ 

881 

2  +  >(,  —  »i« 

C 

<*< 

919 

3-2,j 

*J 

*»  *; 

^     Das  Prodact /(yiq)  .  j?(a)  ist  primär.    Der  KArze  wegen  ist  hier  gesetzt: 

3  s       3  • 

wo  die  1)  die  zweigliedrigen  Perioden  sind;  anch  ist  iIjkf)i4.s«)jH-s  ^^  ^"^^H-i*    ^^  ^^  Zahlen  Aber 

den  t|  die  GMi^rzahlen  d^  Perioden  vorstellen,  -r-  Die  AnsfiUining  der  Ifnltiplication  giht  z.  B.  für 

den  primären  PrimiMtor  von  7 : 

/i\)E(ei)  «.  »3897  — J178»ffj,  — 4Ä061tj,  — 96»iij,-f9532tj^. 

4 
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X=19 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
3  sechsgliedrige  Perioden  (fQr  die  primitive  Wurzel  2  von  19): 


=  a'  -f-  «^  4-  «•  H-  «"'  H-  «""'  H-  « 


.1 


a' H- a"  4- a* -f- 


a"*  -f-  «*■' 


«      » 


«*  -f-  «•  -f-  «'  4-  «'•  4-  «-•  4-  a 


-4 


Wurzeln  der  Gleichung: 


*?'  -h  »»'^  —  6ij  —  7 


0, 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

^\  =  4  —  1?^ ,        >?^*»j  =  —  1  4-  1,^  -I-  2ij,  ,        f,^,,^  ==  —  1  4-  ^^  4-  2iyj 

Congraenx wurzeln  med.  p. 


p 

*Io 

»]i 

»i. 

P 

»lo 

li 

n. 

P 

»lo 

1i 

*J> 

31 

—  4 

—  12 

4-  15 

373 

4-50 

4-115 

—166 

673 

4-121 

+169 

—291 

103 

—13 

4-  41 

—  29 

449 

—86 

—208 

—156 

677 

4-  29 

—160 

-f-130 

107 

4-  9 

-f-  30 

—  40 

487 

—78 

—236 

—174 

787 

-f-  39 

4-  57 

—  97 

179 

—25 

—  84 

—  71 

521 

-+-  8 

—  60 

4-  51 

829 

—148 

—346 

—336 

293 

4-28 

4-  99 

—128 

563 

—  72 

—118 

4-184 

863 

-+-  18 

—320 

4-301 

331 

4-56 

—153 

4-  96 

601 

—  9 

—  77 

4-  85 

977 

-+-  43 

4-109 

—153 

f(yi\  Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  primär  machende  Einheiten  E(a).*) 


P  /(lo) 

31  4-44-% 

103  -24-3ij^4-»»^ 

107  — 4i,^-3ij, 

179  _4-3ij^4-i?, 

293  — 44-3i7j 

331  -24-5i?^4-4ij^ 

373  4-7— 3ij^— 2i,j 

449  4-3*jj-4ij, 

487  — 24-3*?^-f7, 


£ia) 


e 
e 
e 
e 

ei 
e 
e 
e 


P  /(»Jo) 

521  4-8—»?^ 

563*  — 2— 5t7j 

601  -f-94-% 

673  — 34-4*Ji 

677  — 24-»?o+ö'?, 

787  —34-3»?^— 2ijj 

829  4-10H-ijj— ij, 

863  -4-2*1^4-31,, 

977  -|-34-3ij^-2i,j 


Eid) 


*^o    ^1     *a 
^0     *i     ^j 

^0      ^1      ^2 


e 
e 
e 
e 
e 
e 


14 
3 

18 

9 
6 

S 

n 
s 

IT 
3 

18 

3 


*)    IMeM  Binheken  nnd  nmmmengewtxt  wie  in  III.    I>is  Prodvct /(q^)  •  £(«}  ist  primär; 
die  Aasfabrung  der  Multiplication  gibt  «.  B.  für  />  =  31: 

X*»o)  ^^)  =  ""  *^*^^^  ^  4*5361,,  —  1563131,^  . 
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V.    p  zum  Exponenten  9  gehörig. 
2  neungliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  2  von  19): 

„^  «  a  -4-  «*  +  «*  +  «•  +  «^  +  «*+  «"  4-  «"  +  «" , 
«   =  «-*  4-  «"•  4-  «"*  +  «"•  4-  «"'  4-  «"•  4-  «"**  H-  «""  4-  «""  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


*?'  4-  »j  +  5  =  0 , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


tf'  =  — 

44- ij, 

t             Vf/Ii  '- 

-4-5 

• 

CoDgruenzwurzeln  med.  p. 

p 

»lo 

1,      ' 

P 

*Jo 

»ii 

P 

*j«     ni 

P 

1o 

^,        ' 

P 

^«       li 

5 

0 

—  1 

157 

41 

—  42 

389 

168  —169 

593 

224 

—225 

769 

302  —803 

17 

8 

—  4 

199 

70 

—  71 

397 

44  —  45 

613 

265 

—266 

821 

169  —170 

33 

10 

—11 

233 

66 

—  67 

443 

124  —125 

617 

55 

—  56 

823 

379  —380 

43 

14 

—15 

251 

52 

—  53 

461 

88  —  89 

631 

287 

—288 

853 

356  —357 

47 

6 

—  7 

263 

113 

—114 

479 

143  —144 

643 

222 

—223 

859 

65  —  66 

61 

7 

—  8 

271 

43 

—  44 

491 

49  —  50 

701 

181 

—182 

883 

122  —123 

73 

22 

—28 

283 

99 

—100 

499 

i08  —204 

t09 

59 

—  60 

929 

351  —352 

101 

26 

—27 

313 

39 

—  40 

503 

940  _241 

719 

292 

—293 

937 

101  —102 

131 

25 

—26 

847 

18 

—  19 

541 

61  —  62 

727 

159 

—  160 

947 

338  —339 

137 

11 

—12 

359 

140 

—141 

557 

23  —  24 

739 

313 

—314 

967 

69  —  70 

139 

56 

—57 

367 

63 

—  64 

587 

266  —267 

757 

276 

—277 

997 

31  —  32 

149 

58 

—59 

/(i;^  Primfrctoren  der  PrimzahleB  p^  an  sieh  in  der  primAren  Form. 


p 

/(lo) 

P 

/(no) 

P         /M 

P 

/ho) 

P 

/ho) 

5 

% 

157 

.7-  ^\ 

389       9—  7fi^ 

593 

13-  81,^ 

769 

23-  5% 

17 

3-     % 

199 

11-  31,^ 

397       14-  9tj^ 

613 

16-  7t,^ 

821 

24—  5ij^ 

23 

1-  2»,j 

283 

34-  7t,^ 

448     11—  7ifj 

617 

1-11»,^ 

828 

2+18% 

48 

1+  ^% 

251 

9-  ^% 

461     16—  bfi^ 

631 

2-^1% 

858 

7—12% 

47 

«-     \ 

263 

«-  7„^ 

479'     84-lOfjj 

643 

23-  31,^ 

859 

1—13% 

61 

^-     % 

271 

7-  6,,^ 

491       14-lOir^ 

TOI 

^3-  41,^ 

888 

22—  Tij^ 

7S 

*- an» 

288 

14-  Zfi^ 

49^     17—  hfi^ 

70t 

14-121,^ 

929 

21—  8% 

101 

3-4% 

818 

1+  81,^ 

508    21—  «ifj 

T19 

22-  5*,^ 

937 

19—  9tjj 

131 

1-  K 

347 

t»-     % 

541       8—  9ij^ 

T2T 

14-  91,^ 

94T 

34-14% 

IST 

H-    ty. 

859 

13-  51,^ 

55t    18-     fi^ 

789 

19-  7*,^ 

96t 

1+14% 

139 

2-  ^0 

367 

11-  6*,^ 

587       24-llijj 

757 

8-11% 

997 

31—     fj^ 

149 

3-  bri^ 

4» 
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VI.    p  zum  Exponenten  18  gehörig,  in  Beziehung  auf  19te  Einheitswurzeln  selbst 

oomplexe  Primzahlen: 

2,  3,  13,  29,  41,  63,  69,  67,  71,  79,  89,  97,  109,  127,  167,  173, 

181,  193,  211,  223,  241,  267,  269,  281,  307,  317,  337,  383,  401,  409,  421,  431, 

433,  439,  609,  623,  647,  699,  669,  661,  691,  743,  761,  773,  811,  827,  839,  867, 

877,  887,  907,  941,  963,  971,  983,  991. 


1.     p  fsm  23m  4-  1. 


23 


p 

47 


4-     6 


—  11 


139  —  39  —     8 

277  4-30  4-69 

461  4-196  4-163 

699  —276  4-161 

691  4-  20  —291 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


—  19  —  20  4-21  —  16 

4-  34  4-  64  4-  6  4-  44 

4-131  4-  62  —102  —  13 

4-  23  —102  —169  4-  68 

—194  —139  4-  67  —101 

—292  —312  —  21  4-271 


829  —322  4-69  4-69  4-166  —  74  —213 

967     4-187     4-167    4-349    4-474     -326     —  41     4-69     4-832     4-106 


a'  a*     Ä* 

4.  4  —  23  4-  3 

—  48  -4-66  —  33 
—113  —  66  —  41 

—  41  —199  4-181 
4-221  —276  —173 
—108  —  87  4-333 
—221  —132  4-226 


10 


11 


4-18  +14 

4-36  —  14 

—122  —  69 

—  21  4-33 
4-264  4-233 
—260  —163 
—327  4-  11 

—  94  —172 


19 


At 


14 


IS 


p         «•'  a 

47  —  10  —  13  4-  16  4-  2 

139  —  10  —  27  —  69  —  62 

277  -108  4-84  4-27  —  21 

461  4-14  —  22  —163  —139 

599  4.  lg  _158  —277  4-102 

691  4-196  —246  —  83  —278 

829  —226  —180  —  70  4-167 

967  —263  4-72  —  74  —800 


IC 


17 


18 


4-  12  —  22  4-  9 
4-66  —  60  —  23 


19 

7 
63 


t90 


p91 


—  6  4-  17 
4-46  4-62 


4-  8 
4-  67 


—  76  —  64  4-  19  4-  16  —  74  —  4  —120 

—  46  —  61  4-30  —113  —  20  4-229  4-167 
4-103  —172  —  21  —.216  —176  —119  —220 

—  32  4-61  4-329  —330  -4-310  —  19  4-311 
4-  16  4-144  -i-  66  4-S06  —  12  —281  4-121 

—  14  4-S88  —264  —  61  4-133  —271  —398 
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X  =  23 
Congruenzwurzeln  mod.  jp' 
der  Form  a-^bp-^-cp^j  wovon  der  Bestandtheil  a  in  der  vorigen  Tafel  steht. 

p  a  a*  a*  a*  ,  a* 


47  -f.      |>—     2p* 

139  —  53p4-  27p* 

277  -f.  34/H-  70p' 

461  +126p+  63p' 

967  —     6p-^200p* 


-4-  13p—  23|>' 
—  26p-+-  38p* 
4-104p-+-100p* 
4- 148p—  6p* 
-f-100p+364p' 


4-  19p- 

H-  llp-t-  64p* 

—  67p+  29p* 

—  64p—  91p* 
— 428p+36a^* 


—  p4-  llp* 

—  17p+  20p* 

—  36p-4-  16p* 
4-161pH-188p* 
+481p— 416p* 


4-  18p4-  10p* 
•+■  33p-f-  22p* 
— 107p4-188p* 
4-221p+  87p* 
— 328p4-376p* 


P 

47 
139 
277 
461 
967 


10 


—  9p—  8p* 
4-  eip4-  46p* 

—  f41p4-113p* 
— 178p4-108p* 
4-186p—  79p* 


23p4-  18p* 
3p4-  68p* 
llp—  28p* 
14p— 139p* 
20p4-313p* 


•  2p—  16p* 
62pH-  64p* 

•  29p4-  2p* 
.  90p—  65p* 
.204p—  98p* 


—  14p4-     6p' 
4-  67p4-     8p* 


4-  13p4-     8p* 
—  21p—  34p* 


—  74p—  17p*     —  17p—  92p* 
4-  74p— 102p*     4-  46p—  89p* 

—  97p— 264p*     H-269p—  33p* 


P 
47 

139 
277 
461 
967 


11 


IS 


11 


14 


15 


4-  4p—  20p* 
4-  13p4-  67p* 
4-  38p4-  16p* 
—  93p4-  66p* 
—432p— 106p* 


—  7p—     2p* 

—  89p—  64p* 

—  41p4-132p* 
— 226p4-220p* 
4-304p4-  73p* 


-  6p 

—  31p—  p* 
4-  72p—  26p* 
— Il4p4-161p* 

44p4-271p* 


—  4p4-  19p* 
4-  7p —  p* 
4-  89pH-  87p* 
4-230p4-  71p* 
4-146p4-  76p* 


—  6p—  16p* 

—  48p4-  42p* 
— 126p4-  17p* 
4-  40p— 168p* 
—386p— 822p* 


P 
47 

139 
277 
461 
967 


JC 


IT 


II 


lI» 


.90 


4-  13p—  13p* 
4-  32p—  36p* 

—  3^4-  37p* 

—  6fp4-108p* 
4.  38p— 388p* 


—  2p4-     7p* 

—  8p4-  61p* 

—  llp— 116p* 
—207p—  72p* 
4-40^— 113p* 


4-  10p—  llp* 
4-  34p4-  87p* 
—  20p —  33p* 
4- 121p—  42p* 
—271p— 319p' 


23p4-  21p* 
38p4-  26p* 
48p—  68p' 
161p+  66p' 
91p4-  66p* 


•  6p—  3p* 
.  26p4-  67p' 
.  47p4-  38p' 
.  87p— 148p' 
883p— 267p' 


P 

47 

139 
277 
461 
967 


rSl 


ii 


—  23p—     2p' 
4-  63p—  21p' 

—  6p4-  47p' 
—21^—  86p' 

—  66p4-448p' 


4-  22p4-  22p' 
4-  64p4-  42p' 
—  39p4-  94p' 
—143p— 116p' 
—279p— 186p' 
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^a),  Prioifactoren  der  Primzahlen  p. 

Nur  3  der  obigen  Primzahlen  p  haben  wirkliche  Primikctoren /(a): 

P  A^)  P  A»)  P  /«) 

599     «4-«**— «"  691     «'+«"4-«'*  829     «'+a*+a" 

Die  fibrigen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  3te  Potencen /* (a)  wirklich  sind: 
P  /*(«)   • 

139  1— «•— a^-4-a*-f-a"4-«"+«"+«"4-«**+«**H-«** 
277  «*—«*—«•+«'  —«"—«"— a"+a**+«** 

461  a  -.a'-f-«*— «•  +«"— 2«" 

967  a'— a*— «*4-a**-»-«"— 2«"4-«*'-H»" 


II.    />  zum  Exponenten  2  gehörig. 

/ 

11  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  — 2  von  23): 

%=«=«  +  «"\  i»i««*-h«"',        ij,  =  a*  4- «"*  ,        »?,■=«* -4-«"'»        ij^  ««'-♦-«"' 

i?5  =  «' -4- «"*  ,        «?.  =  a* -4- «"' f        tj,  =  «"  4- «"*•  ,        ly,  ae  «•  H- «"•  , 

%  =  «•  +  «"•  ,        U^^  =»  «"  4- «-"  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

^"  4.  ^"  —  10,,»  —  9,»  4.  361,'  4-  281,*  —  Ö61,»  —  35fy*  4-  861,*  +  I61)'  —  6fr  —  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

%  **  ^  *+  ^1  >  ^ifll  *^  %  "^  f  j  >  fo^j  ^^  %  "1^  *?|  >  'Jp^j  "■  ^4  "H  *||  »  «l^tj^  ^*  ff  "^  %  » 

Vffl^  =  »»4  4-  *?p  ,  ''o^'io  =*  'Jt  "^  ''iP  • 

Congmenzwunseln  med.  p, 

P        I0     ^i  ^9  ^i     *l«     ^i     *)•     'Jf     Is     I9     I10 

137  —11  —  18  4-48  —  27  4-42  —  19  —  62  —  38  —  66  —  24  4-26 

229—6+34  +     9+79+66—72—86  —106  +31  +43  +16 

367     —  6     +  23  +160     —  92     +21     +72     +44  +99  —110  —  13  +167 

643     +21     —204  —181     —  34     —132     +  61     —139  +  29  +196  —166  —  96 

827     —17     +287  -333     +  69     —203     —143     —228  —119  +100  +  74  —316 

919     _  9     4.  79  -194     —  46     +186     +220     —309  —  97  +217  +218  —266 
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X»23 

f(ri^^  Primfiictoren  der  Primsahlen  p. 


P            /(lo) 

P 

/(lo) 

p     /(i,) 

137  ^14-^^-.,,^ 

367 

-2-hijj-i,^ 

827  +1-,^+,^ 

229  +1,^4-1,^-,,^ 

643 

+^«   *?!   *>T   % 

919  +1+,,-,, 

i^n 


10 


Diesen  kann  noch  beigefbgt  werden  N(i'-2vi^  =  1747   für  i}^  ^  —  82; 

^(24-3fy,)  =  4093  fllr  i?^  =  +  888;    jV(3— 2tyJ  «  5197  ftr  »?^,  =  +  57,    WO   1747,  4093, 

5197  Primzahlen  der  Form  23i?»  —  i  sind. 


m.    p  zum  Exponenten  11  gehörig, 
2  elfgliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  — 2  von  23): 

fl^  =  «  4-  «'  +  «'  +  «•  4-  Ä*  4-  «•  +  Ä*  -*-  «"  -*-  «"  4-  «*•  4-  «*• , 

n^  ==  «"*  4-  «"'  4-a"*  4-  «"*  4-  «~*  4- «"'  4-  «"*  4-  «""  4-  «*""  4- «""  4- «"" 

Wurzln  der  Gleichung: 

ij*  4-  ij  4-  6  «  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^j  J  =  —  ^  +  ^1  > 


%*»! 


4-6. 


Congmenzwunelo  mod,  p. 


p 

»Jo 

*Ji 

P 

'Jo 

1i 

P 

»Jo 

1i 

P 

»Jo 

li 

P 

1o 

»Ji 

2 

0 

—  1 

173 

45 

—  46 

347 

164 

—  165 

547 

238 

—239 

811 

251 

—252 

3 

0 

—  1 

179 

65 

—  66 

349 

158 

—159 

577 

176 

—177 

821 

198 

—199 

13 

4 

—  5 

193 

19 

—  20 

353 

37 

—  38 

587 

184 

—  185 

823 

40 

—  41 

29 

10 

—11 

197 

59 

—  60 

397 

84 

—  85 

593 

220 

—221 

853 

71 

—  72 

31 

7 

—  8 

211 

35 

—  36 

409 

28 

—  29 

601 

216 

—217 

857 

58 

—  59 

41 

15 

—16 

323 

36 

—  87 

439 

118 

—119 

607 

104 

^105 

859 

101 

—  102 

59 

26 

27 

233 

103 

—  104 

443 

51 

—  52 

647 

172 

—  173 

863 

387 

—388 

71 

20 

—21 

239 

53 

—  54 

449 

169 

—  170 

653 

304 

—305 

877 

72 

—  73 

73 

29 

—30 

257 

78 

—  79 

463 

74 

—  75 

673 

63 

64 

883 

151 

—  152 

101 

24 

—25 

269 

120 

—  121 

487 

112 

—113 

683 

90 

—  91 

887 

309 

—310 

127 

27 

—28 

271 

46 

—  47 

491 

153 

—  154 

719 

214 

—215 

929 

295 

—296 

131 

48 

-49 

307 

49 

—  50 

499 

31 

—  32 

739 

282 

—283 

947 

61 

—  62 

151 

42 

—43 

311 

70 

—  71 

509 

iio 

—111 

761 

165 

—  166 

991 

160 

—161 

163 

62 

—63 

317 

75 

—  76 

541 

250 

—251 

809 

98 

—  99 

997 

416 

—417 

167 

77 

-78 

331 

44 

—  45 

Die   dem   t)^   entsprechenden   Congruenzwurzeln  mod.  p^  sind  OXr  die 
6  ersten  der  vorstehenden  pi 

p=:2^       p  =  Z,  ^=13,  p^29,  jP  =  31,  ^»=41 

%  =  -2,    t),  =  4-12,    ij^  =  -919,     ,j^  =  4-13060,     ,j^  =  4-4936,    nj,  =;- 31^7  U.  8.  w. 


{ 
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/(%)'>  Primfactoren  der  Primzablen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  /(>)o)  haben  folgende  jener  Primzahlen  p. 


p 

ytio) 

P 

Äno) 

i>    Ar,o) 

P 

A^o) 

P          A^o) 

59 

5-2„j 

223 

1-  61,^ 

449   6—  8*», 

719 

7-lOt,, 

877   1— 12i,j 

101 

i-^n. 

271 

5-  6% 

463  13—  6t,^ 

809 

17-  8f,^ 

883  23—  6i,, 

167 

11-21,^ 

307 

7-  6i,j 

593  11—  8*»j 

821 

25-  41,^ 

991  25—  6i,^ 

173 

7-41,, 

317 

13-  4fi^ 

607  17—  et,. 

853 

l+12f,. 

997   7— 12ij^ 

211 

1+6% 

347 

17-  2*,^ 

Die  übrigen  haben  ideale  Primfactoren  deren 

8te  Potenzen  /'(i,,) 

P 

/•(lo) 

P 

/»(»Jo) 

P 

/•(lo) 

P 

2 

^-   % 

193 

1807—  672t,j 

443 

8317—11621,, 

673 

3 

1—  2i,^ 

197 

2693—  116i,j 

487 

8933—18061,, 

683 

13 

31—  12t,j 

233 

2441—  8721,, 

491 

9631—14141,, 

739 

29 

127—  28i,j 

239 

3625—  1181,, 

499 

6253—32821,, 

761 

31 

169—  6i,j 

257 

853— 1576i:, 

509 

1735— 44921,, 

811 

41 

181—  64i,, 

269 

413+18281,, 

541 

2155+52441,, 

823 

71 

565—  46i,, 

311 

1961—19341,, 

547 

9193—29461,, 

857 

73 

589—  48f,, 

331 

6019—   6i,j 

577 

9101—35761,, 

859 

127 

1181—2461,, 

349 

3955—18121,, 

587 

1883+59141,, 

863 

131 

1285—226»,, 

353 

377—26721,, 

601 

2909+61441,, 

887 

151 

1721—1741,, 

397 

7043—  9961,, 

647 

12607—33941,, 

929 

163 

419—7981,, 

409 

857—32881,, 

653 

8399—52281,, 

947 

179 

965— 818i,j 

439 

1883—35221,, 

wirklich  sind:  ^ 

15797—  19921,, 

17173—  10181,, 

12553—  54421,^ 

17975—  31761,, 

3121+  96061,, 

4223—  91381,, 

9271-  87761,^ 

25105—  1381,, 

17431—  62021,, 

4339+110061,, 

21853—  57521,, 

3869—114741,, 


IV.  p  zum  Exponenten  22  gehörig,  in  Beziehung  auf  23te  Einheitsworzeln  aelbtt 

complexe  Primzahlen: 

5,         7,       11,       17,       19,       37,       43,       53,       61,       67,       79,       83,  89,  97,  103,  107, 

109,  113,     149,     157,     181,     191,     199,     227,     241,     251,     263,     281,  283,  293,  313,  887, 

869,  378,     379,    383,     389,    401,     419,    421,    431,    483,    457,    467,  479,  503,  521,  623, 

557,  668,     669,    571,     613,     617,     619,     631,     641,     669,     661,     677,  701,  709,  727,  788, 

748,  751,     757,     769,     773,     787,     797,     839,     881,     907,     911,   ^37,  941,  953,  971,  977, 
983. 


*)  Wie  in  I.  beruht  die  Idealität  auf  der  quadratischen  Form.  Von  den  zwei  eonjogirten 
idealen  Primfactoren  einer  jeden  Primfahl  p  gehört  der  eine  der'  einen,  der  andere  der  anderen  der 
beiden  idealen  Ctasfen.  in. 
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p 

59 
233 
349 
523 
929 


I.     p:»  29m  4- 1. 

Congruenzwurzeln  mod.  p^  in  der  Form  a-hb  p. 


—  18—  27p 
—105—  18p 
—121— 109p 
-1-226-+- 129p 
—361— 247p 


29—  26p 
-f-  74-^  99p 
—  17— 104p 
—178— 170p 
-f261-4-106p 


4-  9—  29p  -f-  15—  19p  -+-  25—  9p 

—  81-f-123p  —116—  3p  -h   64— 108p 

—  374-134p  —  604-  47p  —  69— 173p 
-h  43-f-255p  —219—  87p  +191-f-108p 
— 392-4-285p  +304— 335p  — 122-^208p 


-4-  22-4-  lOp 
-4-  37—  93p 
—  27— 140p 
—243—  32p 
+379— 315p 


P 
59 

233 
349 
523 
929 


10 


11 


19 


+  17—  14p 
+  76—  5p 
+126—  p 
—  3+  18p 
— 256+446p 


—  11+  24p 

—  58+  55p 
+110—  46p 
—155+  19p 
+445— 130p 


+  21—  14p 
+  32—  45p 
—  48+169p 
+  11—  78p 
+  72+  Up 


24—  26p  +  19+  2p  +  12—  24p 

98—  59p  +  38+  81^  —  29+114p 

125+156p  +118+  27p  +  31— 116p 

129+  9p  +134—  19p  —  50—  25p 

20+359p  +212+158p  — 354+138p 


59  +  20—  14p 

233  +  16-  18p 

349  +  88— 173p 

523  +206—  93p 

929  —408— 331p 


14 


15 


16 


17 


—  6+   p  —  10+  28p  +  3+  5p 

—  49—  36p  +  19+  24p  +102—  75p 
+171+142p  —100+  67p  —115+  36p 
+  9— 108p  —  58— 23lp  —  33—  91p 
— 423+253p  +347+306p  +148— 291|> 


+  5+  5p 
+  8—  ßbp 
—  45— 157p 
—136— 256p 
+454— 309p 


a 


I  8 


+  28+  9p 
+  92—  dOp 
—139— 163p 
+121— 147p 
—390+ 164p 


19 


P 

59  4-  27+  17p 

233  —107—  54p 

349  +  67+  22p 

523  +150+221|? 

929  — 418+118p 
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9  I 


r99 


,2Z 


2* 


—  14+  19p 
+  51—  4öp 

—  80+133p 

—  95— 198p 
+400+425p 


+  16—  19p 
+     4+  56p 

—  92—  16p 

—  27—  37p 
— 405+308p 


+  7+  23/> 
+  46+104p 
—  36+ 130p 
+174+172p 
+352+152p 


—  8—  Ibp 
+  63+114p 
+168+  72p 
+  99+202p 
+201+184p 


+  26+  16p 

—  91—  84p 

—  86+140p 
—115— 110p 

—  99—  24p 


*9» 


,96 


p9T 


,38 


59  -I-  44-  5p  —  13—  22p 

233  +  2+  14p  +  23— 109p 

349  —  e4+142p  +  66—  63p 

523  +160+  3p  +  73—  56p 

929  +437— 289p  +173-  64p 


—  2—  16p 

—  85+  70p 
+  41+  57p 
—238—  69p 
—210— 185p 


—  23—  11p 
+  71+  43p 

—  75+137p 
+  81+148p 
— 368— 17öp 
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Primfactoren  der  Primzahlen  jp,  d.  h. 
Zweite  Potenzen  /*(«)  dieser  idealen  Factoren. 


59     «9-«"-«" 
233     «^4-«V«"4-««<^ 
349     «4-«V«Vrt*-*-a'^+a'+a"-f-«"-ha**^ 


P  PW 

623     a-f-aV«'*— a"-Ha"-f-rt"4-«" 
929     1— «8— «V«"— rt«8 


Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 
Aus  denselben  geht  hervor,  dafs,  wenn  eines  jener  f&nf  p  ideale  Prim&ctoren  hat, 
auch  die  aller  übrigen  ideal  sind: 

iVltl4-«*— «")  =  59.     233,  J^(l— «"-+-«")  =  59.     349, 

i^(H-rt'— «*-♦-«*)  =  59.     523,     i\^(l+a4-a"+a")  =rr  59.     929, 
iV(l4-a'4-«®— «"—«")  =  233.     349. 

iV(i+rt*— «'*)  =  59.    19489  (wo  19489  ein  p  der  Form  29jro+i). 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
14  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  29): 

%  =  «-4-«"*,       *7j=a*4-a~',       *?,  =  «*-+-«"*,         17^  =  «*-}-«-*,         »j^  =  «"  +  «-** , 
7,.  =«'  +  «-'       t,^  =  ««  +  «-•,       *,^  =  a"H-«-",      t,^  =«*-+.«-*,         ,,g  =  «^«  +  «-»V 

*7io  ==  «'  +  «"'  »        >?„  =  «"  +  «^"  »         ^2  =  «'  +  «"' ,        r,3  =»  «'*  4-  «-'* ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

>ji*  4-  tj"  —  13,,"  —  I2tj"  4-  66>j*®  +  55»i'  —  165i7*  —  120*7^  +  210*7^  -f-  126ij*  —  126>?*  —  56^' 

+  28>y^  -4-  7ij  —  1  «=  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

%  =  2  4-  i7j  ,  ri^ri^  =  tj^  -f.  >j^  ,  >j^i7^  =s  >y^  -f.  »j^  ,     *j^>y^  =  ij^^  +  y^^^  ,  tj^»j^  =  *7t  "*"  *^is  » 

^o^Js  =  ^1  +  ♦?2  »      ^'o^'e  ="  ^'s  ■*■  ^u  »       ^^'t  =  *?4  "*"  ^'ii »       ^'0*^8  =  *?«  +  ''s  '       %%  ~  ^'lO  +*?ii  ' 

Congruenzwurzeki  mod.  ^. 

P         lo  'Jl  I2  *I8  ^^  Is  'Jt  ^r  18  *l9  I10         In  'J12  *Jl3 

173  —18  —  24  -I-  55  +  82  —  26  —  69  —  85  —  43  —  56  -f  20  -f.  52  —  66  -h  29  —  26 

347  _  7  4-  47  4-125  4-  8  4-  62  4-  25  —  71  —166  4-141  4-100  —  65  4-  59  4-  9  4-  79 

463  4-13  4-167  4-107  —128  4-177  —157  4-108  4-  87  4-159  —186  —131  4-  28  —144  —101 

521  —  4  4-  14  4-194  4-122  —227  —  52  4-  97  4-  29  —203  4-  48  4-218  4-111  —185  —163 

811  4-  5  4-  23  —284  4-365  4-219  4-110  —  67  —379  4-  92  4-352  —181  4-319  4-384  —148 
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X==29 


firi^t  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  *) 


p 

fiyio) 

P           /(lo) 

P            /(lo) 

—  173 

1  +  *?2  +  *?8 

+  463  1+  »?,  —  f}^ 

-  «11   %-*?T 

-H  347 

^-^-^ 

-f-  521  fi^-^n^-^  f)^ 

-"*?12 


III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
7  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  29): 


Wurzeln  der  Gleichung: 


=  «*-+-  a'^  -4-  «-'  -f.  «-*  , 


ijg  =  «*  4-  «**  4-  "**  4-  « 


-6  . 
9 


V  +  »7*  —  12*?'  —  7*?*  +  28t?'  4-  14*?'  —  9t?  4-  1  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

^J  =  *  -*-  *7i  +  2t?^  ,  ti^t?^  =  ,,^  4.  t,^  4.  ,,^  4-  ,,^  ,         t,^,,^ 

^0*^8  =  ^'s  +  2''»  "+"  *»6  '  "^o"^*  =  2*?o  -H  »Jj  4-  t?^  ,  *?o*?4  = 

^^o'Je  =  *?i  -+-  *?4  -+-  ''s  "+-  ^6  • 

Congrueuzwurzeln  med.  p. 


'  *?!-*-'?,  -H  »?4  +  »?j  , 
*?!  +  »?,  +  »?,-*->?«, 


/^ 

Ia) 

I1 

1« 

»Js 

I4 

»35 

^6 

17 

+  1 

-h  8 

—  3 

—  3 

4-  3 

4-  6 

■4-  4 

41 

-*-  2 

-*-  11 

-H  6 

—  8 

4-  15 

—  6 

4-  20 

157 

4-  26 

—  56 

—  43 

4-  48 

4-  50 

61 

4-  35 

191 

4-  32 

4-  94 

—  86 

4-  63 

4-  81 

4-  66 

—  60 

807 

+  9 

4-140 

—  87 

4-  12 

4-122 

—136 

—  61 

331 

-*-  6 

4-158 

4-119 

—  61 

—  63 

4-  8 

4-153 

389 

+  19 

—  94 

—  71 

—  97 

4-  31 

—  22 

—156 

563 

—  12 

—  34 

—  39 

4-101 

4-  87 

—249 

4-145 

829 

+  57 

—343 

—295 

—139 

4-136 

4-111 

—357 

853 

—107 

4-235 

—199 

—315 

—366 

4-414 

4-337 

887 

—143 

—235 

—154 

—248 

—304 

—253 

—438 

911 

—  141 

—262 

—419 

-f-166 

—407 

4-367 

—216 

•)     Das  Zeichen   4-   vor  den  p  xeigt  an,   dab  iWio)   »=  4-/>j    das  Zeichen  — ,  dafs  i^^Jo) 
p  ist. 

5* 
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p 

/M 

17 

4-1-% 

41 

+^-\ 

157 

+2+*?, 

X=29 

/(Vo)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


— ♦?. 


P  /(lo) 

191  +2+3>j^ 

307  +*?^-*-2t?g 

331  -2-*,^+t7, 


P  /(lo) 

389  4-1—4*73 

563  — 24-»j^H->7,— 1?^ 

829  — 3-i7,->,^ 


P 

853 
887 
911 


— 217^,— *7,-*-i7j 


IV.     p  zum  Exponenten  7  gehörig. 
4  siebengliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  29): 

>;^  =  «  +  «^ +  «"  +  «»« +  «"4- «"+«",       ,7^  =  «>  +  «' 4- «"  +  «"4- «"  +  «"  + 

ijj  =  «-*  4-  «"^  4-  a~"  4-  «■"  4-  «""  4-  «""  4-  «"" , 
ijj  =  «-'  4-  «"'  4- «""  4-  «""  4-  «""  4-  «""  4-  «""  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

*7*  4- 1?'  4-  W  4-  201?  4-  23  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


a 


31 


-  2  4-  t?i  -  2>,,  , 


*?o^i  =  —  1  -*-  *^a  4-  2»7,  , 
t7o*?s  =  —  1  4- 1?!  4-  2*y,  . 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


*?o^8  =  ö  4-  *7o  4-  *?,  , 


i> 

»3o 

*Ji 

n» 

1» 

P 

lo 

»Ji 

»Ja 

*3a 

7 

4-  1 

4-  1 

—  1 

2 

397 

—  78 

4-168 

—180 

4-  89 

23 

0 

—  10 

—  6 

— 

8 

401 

—  10 

—116 

—109 

—167 

53 

—  3 

—  17 

—  14 

— 

20 

431 

—  43 

—126 

4-  89 

4-  79 

83 

4-  14 

—  16 

—  24 

4- 

25 

487 

4-  4 

—159 

4-187 

—  33 

103 

4-  2 

4-  22 

4-  8 

— 

33 

509 

4-  14 

—  73 

4-119 

—  61 

107 

4-  7 

—  16 

4-  20 

— 

12 

547 

—  13 

4-172 

—273 

4-113 

139 

4-  5 

—  37 

—  32 

4- 

63 

571 

4-  18 

—175 

4-  35 

4-121 

181 

—  12 

—  48 

4-  84 

— 

26 

587 

—  48 

—208 

—  83 

—249 

197 

4-  10 

-h  18 

—  42 

4- 

18 

661 

—  81 

4-  97 

4-228 

—295 

199 

—  4 

4-  67 

—  80 

4- 

26 

683 

—  14 

4-108 

—  45 

—  50 

223 

4-  64 

4-111 

—  98 

— 

78 

691 

—  76 

4-189 

4-315 

4-262 

227 

4-  3 

4-  20 

—109 

4- 

85 

719 

4-133 

—271 

—353 

—229 

239 

—  23 

—  85 

—  69 

63 

761 

4-  39 

—277 

—139 

4-376 

257 

4-  6 

—  60 

—  49 

4-102 

857 

—  9 

4-255 

4-  86 

—333 

277 

4-  40 

4-  56 

4-  68 

4-122 

877 

—  53 

—273 

4-212 

4-113 

281 

4-  69 

—129 

—120 

— 

92 

919 

4-139 

—187 

4-354 

—307 

313 

+  45 

—119 

—134 

— ] 

L06 

953 

4-111 

4-300 

4-183 

-f-358 

373 

—  49 

—  72 

4-  68 

4- 

52 

977 

—  15 

-f.106 

4-428 

4-457 
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p 

7 
23 


53  3+17^ 

83  1— t?,-*?, 

103  2->,^ 

107  2-f.2t,^4-*?i 

139  ,,^-f.,,j— t,^ 

181  2— tyj-H2*7j 

197  34-%— >?, 


X^29 

^*?^),  Primfactoren  der 

p         Ana) 

199  4+1,^ 

223  H-2t?^ 

227  3-1,^ 

239  2i7j-f.ijj 

267  3fj^+2fj^-f.fj, 

277  2-+.i,^-.i,, 

281  2-+.2i7^-+.i7, 

313  6+3ij, 

373  3-»?^-t73 


Primzahlen  p. 


p 

>t»lo) 

P 

yr»io) 

397 

2+t?,+2»,, 

683 

5— %+% 

401 

2-2i,j-T,j 

691 

2—2%—% 

431 

^''^\-^^ 

719 

54-2%4-t7i 

487 

^-^ 

761 

l-%4-2% 

609 

84->?,4-2fj3 

867 

6-*-%-%+3i7, 

647 

1-2% 

877 

6-f-%-%-2,7, 

671 

1-2%+»?, 

919 

24-3% 

687 

^—^-^^^ 

963 

6— 2%— 1J3 

661 

44-3tj^4-% 

977 

%""*?l—^*'2 

V.    p  zum  Exponenten  14  gehörig. 
2  vierzehngliedrige  Perioden  (ftlr  die  primiitive  Wurzel  2  von  29): 

vi^  =  a4-a*4-a*4-a*4-a'^4-a'4-a"4-a""4-a""'4-a"'4-a'*4-a"*-h«"*4-a"* 

%  ==  a'4-a*4-a'4-a*®4-a"4-a"4-a**4-a""4-«~"4-a""4-«""4-a"*4-«"'4-rt"*; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

>?'  4- »?  —  7  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


>?J  =  64-%, 

%\  =  —  7  • 

Congruenzworzeln  med.  p. 

P     no 

ni 

P 

»Jo    "Ii     1     '^    ''0    *^i 

P 

»Jo 

»51 

6   1 

—  2 

241 

74  —  76 

667   62  —  63 

709 

70 

—  71 

13   4 

—  5 

283 

122  —123 

693   24  —  26 

787 

216 

—216 

67  18 

—19 

363 

151  —152 

613  146  —147 

821 

372 

—373 

71  30 

—31 

383 

142  —143 

631  120  —121 

863 

29 

—  30 

109  23 

—24 

419 

172  —173 

643   25  —  26 

883 

66 

—  67 

149  12 

—13 

439 

66  —  66 

647  310  —311 

937 

68 

—  69 

161  61 

—62 

467 

126  —127 

673  163  —164 

941 

181 

—182 

167  76 

—77 

499 

22  —  23 

701   96  —  96 

991 

319 

—320 

179  36 

—36 

38 


X  =  29 


/(^J)  Prim&otoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(»lo) 

;> 

A»lo) 

P 

Xlo) 

—     5 

1-% 

+241 

16-  3*,, 

—557 

1-9% 

-4-  13 

4-% 

—283 

ö~  '^\ 

+593 

24-     i?o 

-f-  67 

Ö-4»,, 

—353 

2+7*,^ 

+613 

25—  4ijj 

+  71 

9-21,^ 

—383 

5-  8>,^ 

+631 

26—  5ijj 

—109 

6-5t,, 

+419 

22-  bn^ 

+643 

25—     ty^ 

+149 

12-  \ 

—439 

1-  ö\ 

+647 

26—  2fjj 

—151 

3-5>,, 

—457 

15-lltj, 

—673 

17— 131?^ 

-f-167 

13-2t,j 

+499 

22-     >,, 

+701 

29—  7iyj 

—179 

l+öi?, 

—709 
—787 
—821 
+863 
—883 
—937 
+941 
+991 


4-ll*?o 
2-lli?i 
29-  >,, 
12— 13»jj 
15-14r^ 
31-  hn^ 
31-  3i?j 


VI.    p  zum  Exponenten  28  gehörig,  in  Beziehung  auf  29te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,         3,  11,  19,       31,       37,       43,       47,       61,       73,       79,  89,  97,  101,  113,  127, 

131,     137,  163,  193,     211,     229,     251,     263,     269,     271,     293,  311,  317,  337,  359,  367, 

379,     409,  421,  433,     443,     449,  .  461,     467,     479,     491,     503,  541,  569,  577,  599,  601, 

607,     617,  619,  641,     663,     659,     677,     727,     733,     739,     743,  761,  767,  769,  773,  797, 

809,     823,  827,  839,     859,     881,     907,     947,     967,     971,     983,  997. 
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A=  31 

I.  p  =  31m  -H  1 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

p  a  a*  a«*  a*  a^  a^  «^  o*  a^  a*<*  o** 

311  —  51  +113  +146  +18  +16  —143  +140  +  13  —  41  —  86  +  32 
373  —  13  +169  +  41  —160  —168  —184  +164  —137  —  84  —  27  —  22 
683     +  76     +312     —193     —326     —112     —316     —111     —240     +201     +260     —124 

p  a>2  «13  „14  g^li  «16  «IT  «18  «19  „80  «J I  „aa 

311  —  77  —116  +  7—46  —142  +  89  +126  +106  —  68  +47  +91 
373  —  87  +12  —166  +163  +119  —  66  —  31  +30  —  17  —162  +111 
683     +138     +243     +27     +     3     +228     +263     +104     —292     —336     —266     —333 

p  «SJ  «84  „85  «86  ««T  «88  «89  «80 

311  +24  +20  —  87  +83  +121  +49  —  11  —  61 
373  +  49  +109  +  76  +144  —  7+91—64+86 
683     —  37     —  80     +67     +311     —269     +46+81     +     9 


Neunte  Potenzen  der  idealen  Primfactoren  der  /?,  welche  wirklich  sind : 

311         2+a-2a*-a»+a*-3a'-a"+a"-2rt"-2a"-a"-a"+a"+a"+a"+«"-3a"' 

-2a"-3a"-2a"-2«"+2a'** 
373         l+2a+a'— 2a'— «*— 2a*— 2a'— a'^— a'+2a"— 2«"— 3«"— 2a"+a"+2rt"— «" 

+2(«"+a"-2a"-3a"+a"+2a'*-a"+4a"-2a"-a"-3a'" 
683         4— a— 4a*+a*+a'— «•+2a'— 3a'+3a'+a"— a"— a"+a"— a"— 2a"— 3a"+3a" 

4.3«"_a»0^^88^3^a8_g^»4^^85_^86^2^8I_^89_2^80 

Nonnen  zusammengesetzter  cobiplexer  Zahlen.*) 

iV(l+a*— a")  =  32  .  311 ,         JV(l+a+a")  =  32  .  373 ,         iV^(l— «^— «")  =  32  .  683  , 

J^(l4.««^.«io^^i8j  =  311» . 


0  Ans  denselben  geht  henror,  dafo  die  Primfactoren  dieser  Primzahlen  p  in  gleichem  Grad 
ideal  eaidy  wie  der  von  3  (vgL  IV.} >  was  tbeile  von  der  quadratischen  Form,  theils  von  der  Form 
6ten  Grades  herrfihrt;  auch  sind  mittelst  derselben  die/^(a)  berechnet 
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X  =  31 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
15  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  3l): 


=s  a-|-a-\  yj^ 

=: 

«'-f-«"',    >),  = 

«« 

4-  «-*  ,   *7,  =  a*  4- 

a 

-4 

> 

yj^   =  a"  +  rt~"  , 

>5j  =  a  4-a   , 

»?,  =  «"-+-«-", 

»»8 

„11  _,  ^-11 

>7^  =  «*  4-  «"'  , 

^1»  _j_  ^-13 

^14  =  «  4-a   ; 

^a 

=  «•  +  «-•  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

,,"  4-  ^"  —  14^"  _  13,,"  ^  78,,"  +  66»?***  —  220f}'  —  166t,*  -+-  330ij'^  +  21(hf*  —  252,,*  —  126ij* 

-+-84>j'  -f-  28ij*  —  8ij  —  1  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?0 


=  2  +  »j^  ,         vj^f}^  =»  1?,  4-  »?9  ,         »Jo'^s  —  ^'ii  +  '»i*  ' 


9 


^'o'^T  ~  •'e  ***  ^'ii ' 
*?o*?ii  ==  >?4  4-  »},  , 


Vn  =  ^,  +  ^ 


13 


^n'^t*    ^    'JiA  4-  *? 


'0  «13 


10 


'It 


Vl4    "~    ^»■*"%- 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

^.0 

*:i 

61 

—  5 

4-  12 

433 

—  5 

—110 

557 

—  3 

—  18 

619 

—29 

—161 

743 

—22 

—180 

929 

4-59 

—107 

991 

—17 

4-  93 

»il 


'J3 


nA 


16 


1« 


_  16  —  22  —  29  —  24  —  27 

—  61  4-94  —192  -H  73  —  36 

-.208  4-47  4-80  —123  —118 

—119  4-116  4-  49  —108  4-277 

4-347  —237  4-246  4-193  —  47 

_300  4-427  4-216  -f-217  —409 

4-377  4-114  —343  —  49  4-427 


—  21 
4-216 

—  85 
—263 
4-338 
4-432 
4-242 


Is  I9          lio 

4-13  4-23  4-20 

—161  4-23  —  26 

—  56  4-     7  —235 

—105  4-220  —  79 

—252  —261  —294 

—206  —237  4-299 

4-462  +287  —272 


4-  10 
—178 
—184 
—  78 
4-  41 
—115 
4-414 


P  In  113  114 

61  —     6  —  15  4-  25 

433  +174  4-  57  +131 

557  —  21  +271  +  88 

619  —164  —  77  —  99 

743  —301  +331  +  97 

929  +243  —227  —292 

991  4-111  —282  +417 


p  /(lo) 

61  4-l-t7o-+-*?„ 

433  4-14-%— *?j— »?„ 

557  +1o"+"*'/i~"*^ia 


/(10)»  Primfectoren  der  Primzahlen  p. 

P  /(10) 

619      -1-,,^^+,,^^ 
743      +l+»,j+i7g+t,j^ 


P 

929 
991 


/(I0) 

— 1-+-%— ii4-r„ 
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X  =  31 


in.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
10  cjrßigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3 


von  31): 


t?j  =  «•  +  «"  +  «"  ,  t?,  =  «  '  4-  «  *  4-  a"  , 


.1« 


10 


Tg  =  «"+«" 


a 


18 


v]j  =  a     -+■  et     -f-a     , 
-     — B  «     -f-       -t- «     , 


Yl^  ==  rt"  4-  rt»<>  4-  a«   , 
*?    =  a     4- «     4-«     » 


'9 


Wurzeln  der  Gleichung: 

,j"  4-  tj«  4-  2tj*  —  16»j'^  —  9*7*  —11*7*  4-  43>j*  4-  617'  4-  63»?'  4-  2O17  4-  25  =  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

^0    =    »Ji  +  ^\  '  ^0*^1    =    ^S  +  ^6  ■*■  ^8  '  V2    =    ^,  +  »J,  +  'J*  >  %*7,    =    %  +  *?6  ■*■  ^^9  ' 

'Jo^i  ==  *»i  -*-  ^8  +  *?8  »         %'^6  =  3  4-  *7,  4-  »78  ,         %%  =  >?4  •+•  tjy  4-  >75  , 

%^7    =    *?8  +  »^S  "»-  *?T  '  Vs    =    %'^^i'^^9^  \%    =    *?1  "^  »^J  +  *»7  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»30 

»3i 

1a 

»38 

»»4 

I5 

16 

17 

18 

19 

5 

0 

—  2 

—  1 

0 

—  2 

4-  1 

—   1 

4-  1 

4-  2 

4-  1 

67 

4-  3 

—  27 

4-  7 

—  26 

—  26 

—  16 

4-  4 

—  11 

—  25 

—  18 

149 

—  2 

—  47 

—  40 

—  58 

4-  18 

—  7 

4-  65 

—  52 

4-  69 

4-  53 

191 

—23 

—  48 

4-  30 

—  46 

4-  92 

^  68 

4-  40 

4-  48 

4-  79 

4-  86 

211 

—12 

—  53 

4-  29 

4-  85 

4-  98 

4-  23 

—  84 

—  65 

4-  58 

—  80 

397 

4-14 

—194 

4-  65 

4-125 

—152 

4-174 

4-  72 

—107 

—  74 

4-  76 

439 

—42 

—  45 

—  88 

—219 

—122 

4-  65 

4-102 

—130 

4-120 

—  81 

521 

—16 

—204 

4-138 

4-240 

—  58 

4-157 

4-150 

4-  69 

—150 

4-194 

563 

—74 

—109 

—  77 

—238 

4-254 

—204 

4-181 

4-  84 

4-130 

4-102 

769 

—16 

4-319 

4-  75 

4-  37 

—  56 

4-156 

—336 

4-289 

—229 

—240 

811 

4-14 

4-187 

4-130 

—114 

—119 

—248 

•4-172 

4-254 

—117 

—160 

997 

—18 

4-472 

4-190 

4-  68 

—  94 

4-209 

4-122 

4-  43 

4-165 

—  151 

5     —55     —     7     4- 


Congruenzwurzeln  mod.  p\ 

49     4-  40    4-  13     4-     6     —  41     —  29     4-     2     4- 
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/(io)>  Prinafectoren  der  Primzahlen  p. 
Wirkliche  Primfactoren  J(vi^)  haben  folgende  Primzahlen  p : 


^7    1,  -f-  Iß  -♦- 1, 

149     1?,  — 1,  — I4 


P  /(I0) 

521  *7e  +  lg 

811     l4-,7j  — fj^  — i7j  — i7y 


G 
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X  =  31 


Die  übrigen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  dritte  Potenzen  wirklich  sind: 


P 

5 
191 
211 
397 
439 


769 
997 


2-*-%— *?i  -*-2t?,-H3iyy-H3»7g+2t?g 

6-f-4t)^— 4*yj— 6»7^— *7j— 7»j^-f-5»?y-f-2>y, 
3H-3fj^-*-6>jj+19ij,— >yj^+llt78+10i7y4-23ty,+*?3 
6+lOt,^— ijj— 2t?,-|-8tjj-4»j^— 4*?^ 


663     9+4>j^+3tj,+2t7,-H4t,j— ij^-+.3tj^ 


ll+10>y^-25ijj-26ij,-ll>y^+7*,j— 13i7,-*->y,-8*y, 
134-9*7^+4*?,— 4*y,4-8ijj—7>y,—4>j^+lli7,—% 


»?«+»?7— r. 


IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig. 
6  ftknfgliedrige  Perioden  (ftkr  die  primitive  Wurzel  3  von  17): 

>,^  =  «  +  a"  4-  «•  -4-  «*  +  a«  , 


^        ^*     l_  J*^  _1_  /«lö  _L_  ^*  _L_  y,.^' 


*?,  ==  «'  4-  «"  +  «'*  +  «"  -f-  «•  , 
ijj  =  a     -t-a     -f-a     4-«     4-a     , 
i7=a     4"Cf     4"^     4-Ä     -t-«,         i)=rt     4-cc     4-^     4*'*     4-ä     ^ 

Wurzeln  der  Gleichung: 

ij*  4-  >?•  4-  3»i*  4-  11*?'  4-  44t?'  4-  36»?  4-  32  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

^jJ  *"  *?o  "+•  ^^'i  "+•  ^^j  '         ^0*^1  =  ^'o  "^  ^'i  ***  ^^^4  '^"  ^'i '        W  =  >?i  -H  *?,  -H  *?4  -*-2»jj , 
^0*^3  =  *  -"  ''a  ""  *?» '         ^4  =  %  +  ^j  +  2*?,  4-  »?4  ,         %t75  =  *?i  +  2ijj  4-  *?^  +  »,j . 


Congmenzworzeln  mod.  p. 


1o  1l 


M 


2 

0 

47 

—  3 

97 

—  9 

101 

4-16 

109 

—  5 

157 

—  9 

163 

—16 

233 

—  4 

281 

—46 

283 

4-42 

1»         14        15 
110  0  1 

—  13  4-  19  —  22  4-     6  4-  13 

—  29  —  23  —  27  4-  12  —  22 

—  27  4-  31  4-  44  4-  17  4-  20 

—  25  4-  40  —  42  —  50  —  28 

—  48  —  64  —  16  4-  55  —  76 
4-  52  4-  68  —  46  4-  42  4-  61 
4-  18  —  8  —  72  4-108  —  43 
—137  4-  94  4-  86  4-  70  —  68 

—  95  4-107  —  75  4-  86  —  66 


p 

lo     ''1    1»    1»     I4    *!» 

349 

4-  21  4-  23  —162  4-  66  —125  —173 

419 

—  36  4-  96  4-151  —200  —207  4-195 

467 

4-4  —  99  4-105  4-175  4-148  +133 

593 

—  31  —162  +  65  +  92  +209  —174 

653 

—  6  —  85  +106  +284  +  67  +296 

659 

+  62  +192  —278  +162  —262  +123 

839 

+181  —249  —241  +323  +312  —327 

853 

+  77  —145  —341  —163  —383  +101 

907 

—  88  —169  —450  +303  —412  —  92 

977 

'+  6  —158  +173  —313  —441  —246 

*)    Ss  ist  iV!^iio)  =  5p;  mittelst  (fieser  ^iJq)  und  des  Factors  Ton  5  sind  die  /'(i}«)  be- 
rechnet and  die  Idealität  rührt  hier  lediglich  tod  der  quadratischen  Form  her. 
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Congmenzwurzeln  mod.  |>*. 

p  »Jo  *Ji  1j  »Js  I4 

47         ^3— 2p— 16p'         —13— 8p*         -4.i9-f.Tp+19p'         —22— 6p— 5p'         4-ö+21p— löp' 

-4-13— 21p— 21p' 

f(\)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Nur  eine  der  obigen  Primzahlen  hat  wirkliche  Primfactoren  in  >?: 


Die  folgenden  5  Primzahlen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  3te  Potenzen 

wirklich  sind: 

47     l-2»7,+4iy,+2ij^-2t,g 

283     9+6>?^j+4fjj— 4iy,— 4i7j  1— 2ij,— 2»,^ 

849     63-+.28ij^— 14ij,-+.10iy,— 8ty^— 28»jg  3— 2ijj 

663     10— 33*7^j— 17i7^— 25ij,+36ij,-H9t;^-|.21*7g  5— 2ijj-2>j^-H2t?j 

839     26— 2»yj+6t,,-H2iy^4-12i?5  5— 2fj^4-2»?, 


Die  übrigen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  9te  Potenzen  wirklich  sind,  z.  B. 

P                                     /'ho)  4>(»io)t) 

101  2611— 742ij^+386fjj-».202»jj— 57617, -1-20617^ -t-4ij^  »j^-f.,,^— ^^ 

109  1538— 193ijjj-H86>jj— 125i7j— 523>j,4-409*7^4-87»jj  i— t,^4-,,^4-,y^ 

163  1664-+-1095»j^— 77»yj-H565>j,— 697i7j— 485ij^— 733tyj  ^o"*"*^s+*'5 

281       217— 718fj^+1618tyj— 1174tyj— 922>j,-h650ty^-+-502f}^  l_,y^— t,^^.,;^ 

693  9751— 2632f7^j+2708f7j— 1260t7,+944»},-H2D16i7^— 3728i7j  4+*;^— tj^+t?. 


^    Die  niobste  PrimsAhl  dieter  Kategorie  ist  p  =  1031»  gemäsa  der  Norm: 

^(3  -+-  2»|,  —  4ty  J  =  853 .  1031. 
Ffir  grOwero  Primzahlen  bat  man  ferner: 
N(l  -+-  2ij)  =  1523  ,    MN^  —  217)  =  4007  ,     JV(3  +  217)  =  3767 ,     N(S  —  4*7)  =  367637  . 

^    Es  ist  iVi^iJo)  B=  47^;   mittelst  dieser  ^tig)  nnd  des  Factors  von  47  sind  die  /'(tJo)  berech- 
net und  die  Ideaütit  rührt  hier  von  der  Form  6ten  Grades  her. 

t)    Es  i«t  N^fi^)  »  2p,  resp.  ^  2!p,  was  bei  p  =  101  der  Fall  ist.    Mittelst  dieser  f(iio)  und 
des  Factors  von  2  sind  die/'C«]^)  berechnet;  der  Factor  von  2  aber  ist  mittelst  der  Norm 
mi — 1}| — «]9+*i«)  =■  2^47  und  des  Factors  von  47  gefunden;  eine  ähnliche  Norm  ist: 
Ml— »Jo+^»-H»)  —  2?M3. 

6» 
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X  =  3l 

Nonnen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 

iV(H-2>j,+2*j J  =    97.109,  N(Z-h2y}^-h2yij)            =157.    97,  N(b--4yi^)           =163.97.47 

i^(3— 2ty,— 2i7j)  =  233  .  109  ,  iV(6— 2iy  J                     =  419  .167  ,  N(Z''2yi^-{-2fi^)  =  467  .  163 

iV(5-H2t?j+4t? J  =  659  .  109  ,  N(7—2vi^)                     =  907  .  281 ,  iV(34-4*7  J            =  977  .  109 

N(l-6v)^—2fj^)  =  101 .  373  ,  iSr(H-2>j^— 2iy,4-2*75)  =  693  .  311 ,  N(l-h%'-y}j^-ri^)  =  2f  683  . 

Aus  diesen  und  den  obigen  Normen  geht  hervor,  dass  die  Primfactoren  der  14 
zum  Exponenten  5  gehörigen  p 

2,     97,     101,     109,     167,     163,     233,     281,     419,     467,     693,     669,     907,     977, 

sowie  diejenigen  der  Primzahlen  p  =  3im  + 1  in  gleichem  Grrad  ideal  sind.  Dass 
aber  der  Primfactor  von  2  in  keiner  niedrigeren  als  der  9ten  Potenz  wirklich  ist, 
hat  Hr.  Kummer  speciell  bewiesen  (Monatsbericht  der  Akademie  Oct.  1870). 


V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
5  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  3l): 


36 


1?n   =  «  4-  «        + 


38 


IT 


r     =«'  +  «*•  + 


ri^  =  a"  -f-  a"  4-  «*®  H-  «"  +  «'  +  «'*  ; 


u 


IS 


et 


11 


a  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 

>j*  -H  17*  —  12t?'  —  21t?'  +  t?  +  6  =  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

tjj  =  6  4-  2t?^  +  2t?j  4-  t?^  ,         f)^f)^  =  ^1  4-  2*?,  4-  *?3  4-  2yj^  ,         ty^tj^  =  21?^  -|-  2ijj  4-  ty^  4-  »j^ , 

^Jo^s  —  ^^'o  4-  »7i  4-  »?,  4-  2ti^  ,         tj^iy^  =  %  "+"  ^'»1  4-  »?,  4-  2tyj  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

lo 

»Ii 

13                Ij 

14 

P 

I0           I1 

1s           1» 

I4 

37 

4-  4 

—  18 

4-17     +     6—10 

491 

+  42     +91 

+  86     —  71 

—148 

181 

4-  3 

4-  81 

_  52     4-30    —  63 

677 

+  44     +306 

+195     —320 

—226 

223 

4-19 

4-  91 

—  68     —  76     +23 

719 

—  23     +162 

—187     —207 

+264 

347 

+  6 

+164 

—134     +46     —  81 

739 

+  44     +367 

+  76     +103 

+168 

367 

4-28 

+  98 

—  79     +36     —  84 

863 

—137     +409 

+340     —199 

—414 

409 

+39 

—  82 

+169     —  72     —  66 

i          967 

—226     —260 

—477     +286 

—301 

/(»?  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  jp. 

P 

A^q) 

p 

Ana) 

P 

/lo) 

37 

+  l+t,^+t,. 

367 

4-3fj,+tj, 

719    -3-f,^-t?,+t,, 

161 

-3+ij, 

409 

+l-2tj,+f,, 

739     — ] 

l— t7j+2t7,+2ty. 

223 

4-1-%- 

4-t?,-»?3 

491 

-l-.2t,^+»,. 

863     +6+t7j+t?^ 

347 

+2t,^+3tj,+t?. 

677 

+1- 

4-3t7^ 

967     +i-t7^-»j^+,,^ 
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31 


VI.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
3  zehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  31): 


=  a  4-  a"  -H  «"  +  «*'  -H  «'  -H  «"  4-  «*  +  «"  -h  «*  -H  «"  , 


a»  +  «"  +  a" 


«»  -,.  «>*  ^  «»  -,.  «"  4-  «1* 


=  «»-!-"  +  ««0  +  «"  4-  «10  4-  «"  +  «»  +  «"  +  a"  +  « 


et 

18 


a 


.31 


Wurzeln  der  Gleichung: 


13'  4-  »y*  —  lOij  —  8  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

Congruenzwurzeln  med.  p 


p 

no 

ni 

»l2 

P 

»Jo 

»li 

1j 

P 

*Io 

»Ji 

»33 

23 

4-  5 

4-  6 

4-  11 

337 

—  40 

4-142 

—103 

643 

4-  39 

4-  94 

—134 

29 

—  5 

4-  11 

—  7 

401 

—  37 

—103 

4-139 

647 

—  44 

—308 

—296 

89 

4-  9 

4-  32 

—  42 

449 

—  36 

4-177 

—143 

709 

—  80 

—309 

—321 

139 

—21 

—  51 

—  68 

457 

—  45 

4-117 

—  73 

773 

4-  68 

4-103 

—162 

151 

—14 

—  50 

4-  63 

461 

—  16 

4-132 

—117 

821 

4-102 

4-221 

—324 

263 

—67 

—  93 

—104 

463 

—  20 

4-206 

—187 

829 

—  38 

—  92 

4-129 

271 

4-29 

4-131 

4-110 

523 

+  16 

4-116 

—133 

883 

4-117 

—282 

+  164 

277 

—11 

4-  62 

—  62 

587 

4-143 

4-170 

4-273 

963 

—  13 

4-  87 

—  75 

J{%)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

Äno) 

P 

Ano) 

P 

Ano) 

23 

+1+2'?, 

337 

-  5-2>,^4-4ij, 

643 

4-  l-4t,^4-2i,. 

29 

-l-74-2ijj 

401 

-11-4»,^ 

647 

-  74-4»,j-2*,, 

89 

-54-2*7, 

449 

4-  l-6>jj4-2i7, 

709 

4-2ö-4*,^4-8»,, 

139 

-3-3f,, 

457 

-114-4t;, 

773 

-  9-2i,^4-4t,, 

151 

-+-34-2t;^- 

-21,, 

461 

-  7-4t,, 

821 

+  54-81,^ 

263 

-5-H% 

463 

4-11-21,^4-21,, 

829 

-194-61,,— 2t,, 

271 

4-94-2»?^ 

523 

-  9-41,, 

883 

-  74-21,^4-41,, 

277 

-h7-2t7^4-4t;j 

587 

■4-154-4»7^ 

953 

_194-6i,,-6i,. 
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X.»3i 

Vn.    p  zum  Exponenten  15  gehörig. 
2  fiQnfzehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  31): 

Wurzeln  der  Gleichung: 

*?'  +  »?  +  8  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


>»'o  =  -ö-%» 


*»o^i  =  ■*-  8 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


V 

lo 

li 

V 

1o 

*Ii 

P 

1o 

»Ii 

P 

»lo 

1i 

7 

2 

—  3 

227 

106 

—107 

603 

195 

—196 

727 

162 

—163 

19 

6 

—  6 

267 

22 

—  23 

541 

73 

—  74 

733 

226 

—227 

41 

12 

—13 

293 

76 

—  77 

547 

247 

—248 

761 

102 

—103 

69 

10 

—11 

307 

65 

—  66 

677 

217 

—218 

857 

109 

—110 

71 

26 

—27 

317 

36 

—  36 

599 

34 

—  35 

877 

167 

—168 

103 

40 

—41 

369 

158 

—169 

607 

291 

—292 

887 

59 

—  60 

107 

20 

—21 

379 

61 

—  62 

617 

78 

—  79 

919 

274 

—275 

113 

33 

—34 

421 

183 

—184 

661 

264 

—265 

987 

114 

—116 

131 

60 

—61 

431 

206 

—206 

691 

62 

—  63 

971 

98 

—  99 

173 

41 

—42 

443 

66 

—  67 

701 

221 

—222 

193 

55 

-56 

479 

87 

—  88 

/(^o)'  PrimfisM^toren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliehe  PrimfiKtoren /(tjq)  haben  folgende  Primzahlen  />: 


p 

Xlo) 

p        Ano) 

P         A^o) 

P 

Ano) 

P 

Xlo) 

131 

9-21,^ 

293  11—  4vi^ 

677   5—  8iy^ 

857 

16-  8t,^ 

937 

17-  8*7^ 

173 

5-4»,^ 

379   7—  6tjj 

607  23—  2tjj 

919 

7— lOijj 

971 

9-10»?, 

227 

13-2»,^ 

431  19—  2*?j 

617   7—  8i?^ 

*)     Es  ist  v]o  =  58  (mod.  7*),  «Iq  £^3349  mod.  (19')  u.  s.  w. 
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X  =  31 

Die  übrigen  haben  ideale  Primfactoren,  deren 


p 

/'(lo) 

♦(lo)*) 

7 

6-       6„^ 

2-     \ 

19 

73—     lOtj^ 

5-     t,^ 

41 

99—     80ij^ 

2-  31,^ 

59 

323—     94>jj 

10-    n. 

71 

441-  1181,^ 

7-  31,^ 

103 

487—  298ij^ 

17-  3„^ 

107 

665—  274ij^ 

2-  517, 

113 

1197—       8ijj 

11-  3.,, 

193 

2015—  512iy^ 

l+7„^ 

257 

1511— 1264»?j 

22-     tJo 

307 

4689—  764»?^ 

18-  51,, 

317 

5481—  244t7^ 

2+  91,, 

359 

883— 2830ty^ 

5-  91,, 

421 

4789—22601?^ 

18-  71,, 

3te  Potenzen  /'(^Jo) 

P  /Hfio) 

7973—12821,, 

7473—21741,, 

11225—  1221,, 

12089—  692i,j 

685—44741,, 

8563—48101,, 
13801—27481,, 
14211—32101,, 

5921—58601,, 
13801—41341,, 
10983—52121,, 
19531—13781,, 
16199—62361,, 
24795—20261,, 


443 
479 
503 
541 
547 
599 
661 
691 
701 
727 
733 
751 
877 
887 


wirklich  sind: 

*(lo) 
19-  ^\ 

1+11^0 
26-  51,, 

23-  71,^ 
7-llt,, 

3+131,, 

2-181,^ 
35-  31,, 
33-  51,, 

6-131,, 
30-  71,, 
37-  51,, 

2-f-15i,, 


Vlll.    p  eum  Exponenten  30  geh&rig,  in  Besiehimg  aof  Site  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

3,  11,  13,  17,  43,  53,  73,  79,  83,  127,  137,  167,  179,  197,  199,  229, 
239,  241,  251,  269,  313,  331,  353,  383,  389,  487,  499,  509,  569,  571,  601,  613, 
631,     641,     673,     757,     761,     787,     797,     823,     827,     829,     859,     881,     911,     941,     947,     983. 


*)    Es  ist  iV^iio)  =  2/),  mittelst  dieser  Normen  und  N{i\i)  =  2'  sind  die  /*(no)  berechnet. 
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p 

149 
223 
593 


a 


A  =  S7 


1.     p  =  37m  -4- 1. 


4-17     —     9 

-I-  68     —  59 
+258     4-148 


—     4 

4-     « 
4-232 


Congraenz wurzeln  mod.  p. 


r8 


t*  a*  a"     a*  a' 

68  -I-  36  -f.  16  —  26  4-  ö 

87  4-105  4-  4  4-  49  —  13 

37  —  68  —139  -.282  4-183 


10 


—  64  —  45 
4-  8  4-  98 
—226  —194 


«11 

—  20 

—  26 
—240 


149 
223 

593 


—  42 
4-  16 
—248 


4-  31 
—  27 
60 


14 


—  69 

—  52 
4-  62 


als 

4-  19 
4-  32 
—  15 


«16 

4-  25 
—  54 
4-281 


17 


18 


—  22  4-73 
—104  4-  64 
4-152  4-  78 


«19 

4-  49 
—108 
—  38 


«2  0 

—  61 
4-  15 

4-277 


a>i 

4-  6 
—  95 
—287 


—  47 

4-  7 
4-  79 


149 
223 
593 


a»3 
—  54 
4-  30 
4-220 


,34 


r35 


r3ß 


37 


,38 


—  24  4-  39  -f-  67  —  53  —  7 
4-33  -*-  14  4-60  4-66  -♦-28 
—168  —  55  4-42  4-162  4-286 


«3  9 

30 
—103 
4-256 


«30 

4-  63 
—  91 
-♦-225 


«si 

4-  28 
4-  56 
—  64 


fJS 


,33 


«•a  OL' 

-1-29  4-46 

4-17  -♦-  41 

4-92  4-16 


P 

149 
223 
593 


«3  4 

4-  37 
—111 
—  23 


r3» 


33 
4-  34 
—  4 


«3  6 

—  35 
-♦-  82 
4-154 


Nonnen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 

A^(l  -  «"  4-  a")  =  223  .  149  ,  N(l  —  a*  4-  «")  =  593  .  223  . 

Aus  diesen  geht  hervor,  dass  die  Primfactoren  der  3  Primzahlen  in    gleichem 
Grade  ideal  und  daher  bei  allen  in  37ter  Potenz  wirklich  sind. 
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37 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
18  zweigliedrige  Perioden  (fOr  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 


»?«  =  «  + 


*?i  =  «*  -4-  «"*  I 


*?,  =  «*  +  «"*  ,         »?,  =  «'  +«"'  ,       ty^  =  «**  -h  « 


-16 


*?.  =  a   -f-  « 


-5 


«"  H-  «-" 


»Jio^ 


t?,,  =  «*•  +  «-"  , 


'14 


=  «^  -h  «-^  , 


'li 


,      IJj  =  «'  +  «-•  ,        ijj  =s  «*  -H  «-«  , 
9     I        —9 


«"+« 


-18. 

J 


Wurzeln  der  Gleichung: 


.18 


-IT 


.16 


.11 


.14 


.11 


.11 


t?-   —  17ij"  —  16i)"  +  120ij"  -h  105ij*'  —  455V 

—  792ty^  +  924t?'  +  462i)* 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


364i)"  -h  lOOlij"  +  716i)'  —  1287n' 
•  330fj*  —  120ij'  +  45i)'  4-  9ij  —  1  «  0 ; 


—  2  -H  tjj ,      >j^*7j  =  ij^  4-  ij^  , 

'Jo*'»  =  *?i  +  *J9  >  %*?6  ' 

V9  =  *?4  "*-  *?14  »  ^''lO 

''o^ll  =  *?<  +  *?IJ  »  Vl4 


*?«»?•  =  *?*  -H  n 


'0  ^1 


=  *?,  +  *?,, 


8» 

Vll 
Ml  5 


=^  *74  +  ^IjT  »  ^q'^»  ^=*  •?!  "H  *?,  > 

~  •'lO  "*"  *?!»  »  Vl9  =*  ''«■*"^10  » 

=  *7ji  4-  *?i,  j         Wb  ~  •'i  ■*"  •'fi  » 


»Jo^^lT  =*  *?T  +  ^IT  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»lo 

»Ji 

»Ji 

73 

—  3 

+     7 

—  26 

448 

+20 

—  45 

—192 

789 

+12 

+142 

+209 

887 

—64 

—341 

+  82 

P 
73 
443 
739 

887 

11  14          1» 

+  17  —     5+23 

+  93  —213     +181 

+  78  +170     +  77 

—874  —272     +361 


+  16 

—  23 
+  15 

—  70 


1t  18 

+  36  —  18 

-}.  84  —  34 

+223  +214 

—424  —287 


^9  *Jio  In 

+  30  +22  —  29 

—176  +66  +33 

—  24  —166  —120 

—124  +295  +  97 


In         lii         'Im  I18 

+  36—20+33  —     8 

+201     +  86    —137  +161 

+357    +339    —366  +203 

—350     +  92     —408  —294 


1i« 
—  11 
—218 
—177 
+395 


IlT 

—  27 
+121 
+289 

—  89 


P  /ho) 

+73     l+*Ji+t?„ 


y(t}J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


P  /(io) 

+443     l+>,g+i,jj 


p         Ana) 

+739     1— ij,+i), 


P  A^o) 

-887     l-»;,o-^. 


*)    Das  Zdchea  +  vor  den  FrimsahleD  p  seigt  an,  dais  Nß^o)  ==^  *^Pi  <^  Zeichen  — , 
d«M  Wlo)  =»  —  P  ist. 

7 


50 


X=«37 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
12  dreigliedrige  Perioden  (fOr  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 


% 

«4-a     4-«     > 

*?! 

»'s 

«= 

#»*  _i_  #»a®  Li_  *.• 

»la 



a   -t- «     +«   » 

''l 

„16  _|_  „9     i_«H 

»'s 

- 

% 



^37  _,     ^36  _,     ,11 

"If 

„IT  _,    ^as  _,    ^83 

*?8 

= 

a     -h«     4-«   , 

% 



„ai  _,    „J9  _,   ^14 
«     -t- «     -t-  a     , 

''lO 

^35  _,        31  _,     ^38 

^1 

=s 

/»!•  -L  r**  .!_  r^^  • 

Wurzeln  der  Gleichung: 

,,"  4.  »,"  4-  2ij"  —  20ij'  —  13ij'  —  1917'  4-  85t?*  4-  61»j'  4-  94ij*  —  2tj'  —  18ij'  —  77t»  4-  47  «=  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»jj  =  \  +2t,g  , 


*7o  *?i  =  ''a  ■*"  ''i  "^  ''lo  »         ^0^^  ~  ''s  "*"  % 
%  "*■  ''t  "*■  ^11 »         ^fi^h  "^  %  ■*"  *?io  "*"  •'ii » 
*?,  4-  tjj  4-  i?5  ,  >?o'?8  =  »'s  +  '?T  ■*"  ''s  ' 

''o'^io  ~  %  +  ''t  "*■  ''9  »         ''o'^ii  ~  ''l 


''ii »         Vi  =  ''4  "*■  ''s 

Ve  =  3  +  ''i  -*-  »»lo  ' 
%*'»  =  »Ji  +  *?,  4- 1?5  , 

*?,  4-  *?, . 


»?. . 


Congmenzwarzeln  mod.  |7. 


p 

^0 

I1 

1f 

»It 

I4 

»Ii 

1i 

»Jt 

»It 

»If 

I10 

In 

47 

0 

—  10 

4-    3 

—  12 

4-     6 

4-     7 

4-     6 

—  22 

—  13 

4-  22 

—     9 

4-  22 

137 

4-  1 

—  16 

4-  47 

—  36 

4-  11 

—     5 

—  60 

4-  36 

—  42 

4-  26 

4- "63 

—  26 

211 

—  4 

4-  96 

4-  92 

4-  57 

4-  13 

4-  92 

—  40 

—  80 

4-  89 

—  70 

—  67 

4-  32 

269 

—  1 

4-  71 

—103 

—     8 

4-  53 

—108 

—  36 

—118 

4-  63 

—129 

—  21 

4-  66 

359 

4-  8 

4-  77 

—  47 

4-  17 

4-  97 

4-  20 

4-173 

4-116 

4-  19 

4-  96 

—162 

—  66 

433 

4-31 

—139 

—139 

4-  50 

—170 

4-  96 

4-117 

4-204 

—107 

4-  36 

—103 

4-124 

491 

4-21 

4-  96 

4-116 

—108 

—  93 

4-242 

—  73 

—114 

4-  38 

4-262 

4-  30 

4-104 

787 

4-31 

4-279 

—346 

—162 

4-126 

—286 

4-341 

—257 

4-170 

—316 

4-211 

4-197 

877 

4-  7 

4-  64 

4-  66 

—296 

—319 

4-379 

+431 

—177 

—371 

—178 

—  176 

—309 

/(ty^,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p        A^o) 

P 

A^o) 

p              Ano) 

47           % 

269 

^■^\ 

491     l-ty,-t,^ 

137     1-ty^ 

369 

%+''a+''5+''8 

787     l^Yi^^fi^-^ri^ 

211     tyj4-*J^4-t73 

483 

•'j'^4'^% — ''lO'^ll 

877     l^ff^^ri^^fi^ 

I— *J 
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X  =  37 


IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
9  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 


ij,  =  «'  +  «"4- «"-+-«", 


n,  »=  «*4-«"4-«"4-", 
»?j  ^=«  4-.«  4- «  4- «  f 
»jg  =  «**  4-  a"  4-  «'  4-  «"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

*?'  4-  ^^  —  16*?^  -r-  lli)^  4-  66>y*  4-  32r;*  —  73tj'  —  7ij'  4-  7>y  4-  1  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^0*?» 


^♦Jß  = 


'»o'»i 


4  4-  t?i  4-  3tjj  , 

*?!  +  *?5  -H  *?«  4-  >?, ,        %*?4 

^,  +  »»s  +  *»«"*"  ^'t  '         %''t 


»Jo  +  '»l  +  *?j  -*"  ''s ' 
2»?^  4-  *?ß  +  *?y  , 

*?,  H-  »?^  4-  *jß  4-  t?g  , 


%^  =  '?i  +  ^  +  '76  +  '?* 
%\  =  *?i  +  »73  +  »^r  +  *^8 


Congruenzworzeln  mod.  p. 


p 

lo 

1i 

»l2 

^8 

14 

»)5 

^6 

1t 

18 

31 

—   1 

—    4 

—  12 

—     2 

—     7 

—  15 

-f   12 

4-     9 

—   12 

43 

4-  2 

—  21 

—  10 

—  16 

—  13 

—  11 

—  13 

4-  13 

—  18 

179 

—10 

—  86 

—  19 

4-  24 

—  84 

—  88 

4-  36 

4-  77 

—  30 

191 

—12 

4-  90 

—  44 

—  41 

4-  14 

4-  25 

4-  69 

—  64 

—  28 

401 

4-14 

4-  52 

—  67 

—184 

—  158 

4-  70 

—  20 

4-129 

4-163 

487 

—47 

4-180 

-161 

—200 

4-178 

—139 

4-  93 

4-153 

-^  68 

709 

• 

+80 

—313 

—320 

—191 

—  94 

4-164 

—133 

—109 

4-206 

867 

4-19 

—204 

4-424 

4-154 

4-  92 

—  148 

4-  26 

—176 

—188 

919 

—75 

4-447 

4*437 

^403 

—377 

--1T0 

4-432 

4-108 

—400 

A\) 

,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P 

Ano) 

p             Ano) 

P 

Ano) 

31 

+1+% 

191     -hl+,,^-t,^4.>,j 

709 

-fl,— l44-i?y4-%    ' 

43 

+2-1,^ 

401     —  1— r;^— ,j^— t,^ 

857 

4-2— i}^4-*?54-i, 

179 

—  l+1o"^l5" 

'"ii 

487     -24-1i-i7, 

919 

4-2— tj,— t?,4*t7g4-i. 
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X  =  37 

V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
6  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 


f)      sss    CC  -^-  et       -+■  tt       "!•  <*       "T"  *       "T"  <*       I 
t,^    Ä    rt*  4-  «•*  4-  «»<>  -f.  «"  4.  «'  -f.  a\ 


s=Ä4-a     +«     T"<*     +<*     ~nÄ     > 

^8   •-  .^»1  _i_  '•  _i_  ^'»  _l-  A»*  _i_  /^i* 

=  a-f-Ä     -f-      "T"Ä     "^«"i-Ä     9 


Wurzeln  der  Gleichung: 

t?*  +  tj'  —  16ij*  —  28ij*  +  16ij*  -h  38ij  —  1  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

>jj  «  6  -f-  2fi^  +  rt^  +2*7^  ,         ty^tjj  =  —  1  —  ,,^  4.  ^^  ,         ,,^1,^  ==  I),  +  2ij,  +2ij,  +  ij,  , 
'Jo'^j  *=  *?i  ■*"  2^2  +  ^4  +  2ijj  ,         ij^ij^  =  2ij^  4-  2>?i  4-  *?,  +  1),  ,         %*7^  er  —  1  —  1,^  4.  f,^ 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


/» 

lo 

li 

^2 

1» 

4 

»I4 

nt 

11 

4-  1 

—     4 

—     1 

—     6 

4-    4 

4-    4 

101 

—  4 

4-  17 

—  37 

4-  31 

—  60 

4-  42 

233 

4-  2 

—101 

4-107 

4-  41 

—  69 

4-  19 

307 

4-S4 

—  41 

4-141 

—123 

4-101 

—113 

897 

4-13 

—187 

—  61 

—169 

4-162 

4-231 

619 

—  6 

4-173 

—121 

4-  81 

—  72 

—     7 

677 

4-40 

4-  69 

—280 

4-342 

—288 

4-126 

761 

4-  3 

—  84 

—244 

—  68 

—336 

—  24 

/(%)»  Prinrfactoren  der  Primzahlen  p*  •) 


P             /(»Jo) 

P 

/(I0) 

p            Ano) 

H-11     1-^0 

—307 

l4-*?i4-»»,— »»4 

4-677     l-,,j4-2i,,4-i)^ 

4-101     1— ,,^— ,,j— 1,^ 

—397 

3-ij,-i), 

-761     3-.;^ 

-233     2-t,„ 

+619 

2-'?o+>?5 

*)    Das  Zeichen  4-  vor  den  Primzahlen  p  seigt  an,   dass  i^vjo)  ==+/'>  <^  Zeichen  — , 
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X  =  37 

VI.    p  zum  Exponenten  9  gehörig. 
4  neungliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  2  von  37) 

ri^  =  a'  +  a"H-«"H-a»  +  «"  +  a"  +  a'«  +  a»*  +  a^*, 
t,^  =  «*  +  a"  +  «"  +  «"  +  «"  +  a"  +  «•-*-  «"  4-  «"  , 
*?,  =  «•  +  a"  +  «"  +  a"  4- «"  +  a*  +  a*  -h  «"  -J-  a"  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

1,*  + ,,»  4-  öl,»  4-  7ty  +  49  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


—  ijj  -H  2ij, 


P 

7 

53 

71 

83 

107 

127 

157 

181 

197 

239 

271' 

293 

349 

367 

379 


1o 
0 

-h  4 

—  5 

—  14 
-h  2 

—  3 

—  22 

—  6 

—  36 

—  15 

—  40 

—  4 

—  20 
—102 
-f  30 


Congruenzwurzehi 


4- 


—  29  4-40  — 


2 
16 
23 
26 
42 
29 
33 
—  89 
4-  76 
4-107 
—133 
+  46 
—156 
+108 
4-167 


4-  1 


4- 
4- 
4- 


4-  33  — 

4- 
4- 


15 
27 
41 
50 
40 
36 
29 
60 

—  31 
4-115 

—  75 
4-  52 
—126 
—164 


4- 
4- 
4- 


4- 
4- 
4- 


4- 
4- 


0 
17 
25 
29 
18 

9 
24 
65 
96 
62 
57 
32 


4-123 
+119 
—  34 


med 
P 

419 
571 
599 
601 
641 
673 
773 
811 
821 
823 
863 
937 
941 
971 


=  4-7,       y}jri 


—  12 
+  93 
—143 
+  21 
+  25 
+  35 
—124 
+118 

—  30 


26 
14 
65 
—  18 
—172 


+ 
+ 
+ 


0  '» 


1i 
+122 

+189 
+218 

—  29 
+235 
+195 
—327 
—254 

—  44 
4-410 
—364 

—  74 
+356 
4-440 


—  2  +  2*7,  -  tj, 


+174 
—135 
—240 
—200 
—  51 
—269 
+268 
—213 
—356 
—158 
—431 
+274 
+261 
+254 


+134 
—148 
—261 
+207 
—210 
+  38 
+182 
+348 
—392 
—279 
—  83 
—266 
+341 
4-448 


P  /(lo) 

7  l+t?,+i), 

53  2+1J,— ij, 

71  4+i,j-ij, 

83  3+tj^+2i7j-i,, 
107  2-*?^ 
127  3+ij^ 
157  2-1,^-t,, 
181  3+t7^+2ij^ 


/(*?J,  Primfactoren 
P         Ano) 

197    tj^—  i),+»J, 
229  2+3»j^+2i,, 
271  3»y^+2i,j+,,, 

293  A-hVo 
349  3+2>,^+2ij, 
367  4+2>,,— ij, 
879  3-*7j-*j, 


der  Primzahlen  p*y 
p         Ano) 

571  3+2*,^-*,^ 
599  l+,,^+2ijj— ij^ 
601  6+2>yj— ijj 
641  l+2t,^+ij, 
673  3+*y^-ty, 
773  5+t?^+2>y^ 


P     '       Ano) 
811  3-»,,-2t,, 
821  7+tjj+2i,, 
823  3+2*7^ 
863  1— 2>7, 
937  9+2tyj+3i7, 
941  3+ij^+>7j->y, 
971  8+3*7^+2*7, 


^    Manche  dieser  Primfactoren /[*Io)  ^^  ^'^  Nonnen  bs  7p  berechnet,  z.  B.  i^(6— tio — li) 
7 .  367  ,  iV(l— 3ii,)  =  7  .  601  u.  8.  w. 
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Vn.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
3  zwölfgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 

ri^  =  «  +  «•  +  «"  +  rt**  H-  «'•  4-  a"  +  «••  4-  «"  4-  «"  +  «*  +  a*^  4-  a"  , 
n    =  «*4-«"4-a»*4-«"+a"4-«"4-a"4-«*4-«'4-«'*4-«'4-«"; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


ij*  4-  >?*  —  12t?  4-  11  ==  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


<   =  8-2*,^  +  *?, 


P 

23 

29 

97 

103 

193 

199 

251 


—  1  —  9 

—  3  —  5 

—  6  4-  16 
—14  —  46 
—37  —  64 


—  7 


27 


—38  4-105 


1i 
4-  9 
4-  7 
—11 
-44 
—93 
—21 
—68 


''o'^i  =  —  3  4-  2t?^  4-  »?i , 

Congruenzwurzehi  med.  p. 

P        io        ni        lo 

347  4-  43  —155  +111 

421  4-  42  4-156  —199 

467  4-  62  4-224  +180 

541  +  18  -189  +170 

547  +110  —269  +158 

563  —  24  —  43  +66 


^'^j   =  —  8  +  17^  +  2i?,  . 


P 

569 
643 
769 
859 
911 
991 


1o 


1* 


19  —254  +272 

55  —308  —281 

10  +72  —  63 

57  —309  +365 

142  —170  +311 

10  +112  —123 


/(%)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P 

Ano) 

P 

Ano) 

P 

Ano) 

23 

+1+% 

347 

-14-31,, 

569 

-4+3»,^+2t,^ 

29 

-H3-H% 

421 

+4+»,„-4i,, 

643 

-3.,^+*,, 

97 

-6-% 

467 

-31,^+5,,^ 

769 

-io-„^ 

103 

-2-t,^+„, 

541 

-5+21,^+3»,, 

859 

-8+4,,^+3>,, 

193 

+7-2*,, 

547 

+9-2»,j 

911 

-5+2»,^-2»,, 

199 
251 

-3i7^+*?, 
-3+t,^-2»?^ 

563 

-5-2i,^+>,j 

991 

+10-»?^ 
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X  =  37 

Vin.    p  zum  Exponenten  18  gehörig. 
2  achtzehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 

Wurzein  der  Gleichung: 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»»«*? 


o''i 


—  9. 


Congruenzwurzeln  mod.  p* 


P       1o 

^i 

P 

^0 

1i 

P 

1o 

1i 

P 

»Jo 

1i 

3   0 

—  1 

263 

16 

—  17 

613 

113 

—114 

761 

158 

—159 

41  U 

—12 

317 

53 

—  54 

617 

275 

—276 

839 

247 

—248 

67  14 

—15 

337 

105 

—106 

659 

147 

—148 

881 

51 

—  52 

139  35 

—36 

373 

169 

—170 

691 

120 

—  121 

929 

343 

—344 

151  21 

—22 

509 

224 

—225 

733 

321 

—322 

953 

141 

—142 

173  13 

—14 

521 

240 

—241 

748 

330 

—331 

983 

31 

—  32 

/(>?jj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  *) 


p 

Alo) 

—  3 

^-\ 

+  41 

14-6r, 

+  67 

17-6% 

—139 

1-4% 

+161 

19-6»,, 

+173 

13-  % 

p  Ano) 

-h263  16—     vi^ 

—317  1—  6i)^ 

+337  19—  3>yj 

-h373  29—  df}^ 

—509  11—  dri^ 

-h521  35—11*7^ 


P  A^o) 

—613  17—11*7^ 

—617  7—  9ri^ 

—659  5—  9i)^ 

-f-691  29—  6*7^ 

+733  34—  9i)j 

-743  2+  drio 


P  Ano) 

+761  29—  5*7^ 

+839  37— 10»7j 

+881  49— 16»?j 

+929  35—  8i)j 

+953  34—  Iri^ 

+983  31-     »7, 


IX.    p  zum  Exponenten  36  gehörig,  in  Beziehung  auf  37te  Einheitswurzeln  selbst 

complexe  Primzahlen: 

2,  5,  13,  17,  19,  59,  61,  79,  89,  109,  113,  131,  137,  163,  167,  227, 

239,  241,  257,  877,  881,  288,  811,  313,  331,  353,  383,  389,  409,  431,  439,  449, 

457,  461,  463,  479,  499,  503,  523,  557,  577,  587,  607,  631,  647,  653,  661,  683, 

701,  757,  797,  809,  827,  829,  853,  883,  907,  947,  967,  977,  997. 


^    Das  Zeichen  +  ror  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  daaa  Nßyi^^)  =  +jd,  das  Zeichen  —  , 
dass  Nßjno)  =  —  p  ist. 
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I. 


4im  +  1. 


41 


Congraenzworzeln  mod.  p. 


V 

a 

a» 

a» 

a« 

a» 

a« 

a' 

a» 

a» 

«10 

ai» 

83 

-h  10 

4-  17 

-h  4 

+  40 

—  16 

+  16 

—  6 

+  23 

—  19 

—  24 

+  9 

739 

-hl33 

—  47 

—339 

—  8 

—326 

—363 

—244 

+  64 

—366 

—  62 

—266 

821 

—  37 

—273 

+249 

—182 

+166 

—396 

—163 

+284 

+166 

—358 

+110 

P 

a>» 

a>» 

«»* 

a" 

«I« 

«IT 

«18 

a>» 

«so 

«21 

«fi 

83 

-h  7 

—  13 

+  36 

+  28 

+  31 

—  22 

+  29 

+  41 

—  6 

+  33 

—  2 

739 

-h227 

—108 

—323 

—  97 

—338 

+126 

+367 

+  37 

—262 

—261 

+  20 

821 

4-  35 

+347 

+297 

—316 

+198 

+  63 

+132 

+  42 

+  88 

+  28 

—216 

V 

a" 

a»* 

a>» 

a>« 

a«T 

a>8 

a'» 

«so 

a»> 

a" 

a»» 

83 

—  20 

—  34 

—  8 

+  3 

+  30 

—  32 

+  12 

+  37 

+  38 

—  36 

—  18 

739 

—296 

—201 

—129 

—160 

+161 

+130 

+293 

—198 

+270 

—301 

—127 

821 

—266 

+404 

—  170 

—278 

—387 

+362 

—268 

—306 

—172 

—204 

+169 

V 

a»« 

«»» 

a»6 

«IT 

a»8 

a»» 

«4  0 

83 

—  14 

+  26 

+  11 

+  27 

+  21 

—  39 

+  26 

739 

+106 

+  67 

+191 

+277 

—109 

+283 

—  60 

821 

—136 

+106 

+183 

—203 

+122 

—409 

+366 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  liier  Potenz  wirklich. 
Normen  znsammengiesetzter  complexer  Zahlen. 

N(l  +  «'  +  «")  =  83  .  1231 ,       N{1  +  «'  +  a")  =  83 .  3627  , 
7V(1  +  a'  —  a")  =  739 .  1723 ,       N(l  —  «*  +  «')  =  821 .  1669  , 

N(\  —  a»  —  rt"  —  «»»)  =s  739  •  22648237 . 
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X  =  41 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
20  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  6 


von  41): 


a"  +  «-" , 

-4 


S     I        -6 


14 


»?.   =  «     4-a 


.-14 


*?9 
^1 


"iT    =    « 


It 


tt 


-1> 


♦1. 


s=  a 


a 


-5 


-S 


8     •        —8 


1. 


a 


.IS 


=  «*•  4- « 


-IS 


^19    = 


«•  4-  «"• , 


Wurzeln  der  Gleichung: 

*)"+*7"— 191?"— 18*7"+153»j"+136ij"— 680r;^*— 560>y"-fl820*7"4-1365*7"— 3003>y" 
—2002»j'h.3003i7'4-1716»7'— 1716t?*— 792*7*4-495i}*4-165>y'— 55*7*— l(h?4-l  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?J  =  2  4-  >?^  , 

%\ 

=^v,-h 

»?19, 

%*?>  = 

*?1   +  »?i,  ! 

\Vi 

=  *?TH-»?g» 

%'^4    =    *?] 

IS  "^  ''iT  » 

%'^i 

=  >?ii  + 

''iT' 

W  = 

%  "*'*'i» ' 

^''t 

=  >?,+ 

*?iii 

Va         ^j 

j  +  *»10> 

'?0^9 

-    ^4  + 

'»16» 

''o^'io 

^8  "*■  ''is  ' 

Vii 

=    »?5  +  »Jy  , 

Via  —  ^1 

1  "^  ''is » 

Mis 

=    ^4  + 

*?16» 

'?0*'l4    == 

%  +  '^u  ' 

*?0''l5 

=    ''«  + 

*?„, 

Vl6    =    ^3 

+  i)„, 

^''iT 

=    »J4-f-1 

►7,, 

Ml8    = 

''lO  ■*"  \9 

'          Ml9 

=    ^  + 

''is- 

Congruenzwurzeln  med. 

.  p. 

P          »io 

1i 

»ij 

^S 

»J4 

^» 

»I« 

»Jt 

18 

»l9 

163       +  4 

—  69 

4-  72 

+  81 

+  33 

—     7 

+  14 

+  32 

—  34 

+  39 

409       —11 

4-131 

4-151 

+160 

—102 

—111 

+119 

—  19 

—105 

—169 

491       +12 

—159 

+  153 

+177 

+  36 

+  78 

+142 

+238 

—161 

—162 

983       —22 

4-277 

+285 

+327 

—467 

+354 

+482 

+  53 

—366 

—220 

P          lio 

^n 

^u 

lis 

^14 

»Ii$ 

1l6 

1l7 

»Il8 

*Il9 

163       —  54 

4-  47 

+  31 

+  44 

+  13 

+  52 

—  80 

—  75 

—  19 

—  22 

409       4-177 

4-  49 

—156 

—  50 

—  20 

—  71 

—166 

—  55 

+203 

+  44 

491       —179 

4-190 

+  31 

+177 

-104 

+219 

+124 

—236 

—  23 

—  97 

983       —139 

4-473 

+334 

—142 

+266 

+231 

—341 

—397 

+475 

—481 

/(»?J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  *) 


p        Ano) 
+163    i-*?T+>?„ 


P  A^o) 

409     l-i?T-h»?j4 


-491     1-1?,+*?, 


P  A^o) 

4-983     l-*7,-i?„ 


*)    Das  Zeichen  +  vor  den  Primxahlen  p  zeigt  an,    dase  N/^iq)  as  +p,   das  Zeichen  — , 
dass  NA^fio)  =  —  p  ist. 
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X-41 

III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
10  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  6  von  4l): 


>,^  =  «  4-  «"  +  a*®  +  «'  , 


rf^  =  a"  4-  «" 


a 


30 


et 


IT 


>?6  =  a"  4-  «"  4-  «'  4-  «"  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


''1 


=  ««  ^  «"  -H  «"  4.  a"  , 
=»  «*•  4-  «'*  4-  «'*  4-  a' ; 


>?,  =  a"  4- «*  4- «' 4- «"  , 
„^  =  «"4- «»4- «"  +  «", 
»?g  =  a"  4-  «"  4-  «"  - 


ty"  4-  *?'  —  18»?'  —  13ij^  4-  91ty®  4-  47ij*  —  143»j*  —  7*?'  4-  72*?'  —  28>y  4-  1  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


=  44-*7,4-2»7^ 
=  »?4  4-  rß  4-  >?T 

=  ''o  +  »»a  +  ^5 


J^o*?!  =  *Jj  4-  >?j  4-  »?,  4-  >?j  ,  \ri^ 

^B  »  *'o''4  =  *?!  4-  *74  +  ''t  "*■  ^J»  '  %^i 

+  %  ,  »Jo'^T  =  -»Ii  +  *?,  4-  »?4  +  t?5  ,  %»?8 

^0''9  =  ^1  +  *?*  +  *?6  +  ''s  • 

Congruenzwurzehi  med.  p. 


—  >?i  4-  2»7,  4-  *?j  , 
=  »?i  4-  *?,  4-  *?g  4-  »?y , 

=  2%  4- 1?,  4-  >?,  , 


/> 

1o 

ni 

1a 

*Ji 

14 

*l5 

»Je 

*Jt 

»l8 

»J9 

73 

—  3 

—  15 

—  14 

—  32 

—  22 

4-  12 

—  26 

4-  19 

—  21 

4-  28 

173 

4-  6 

4-  79 

—  16 

—  24 

4-  18 

4-  30 

4-  71 

4-  46 

4-  67 

4-  68 

337 

4-  9 

4-  50 

4-  14 

4-114 

4-147 

4-  48 

4-  66 

—  35 

—163 

4-  86 

401 

4-  23 

—  59 

—  37 

4-147 

4-  34 

4-  84 

—  108 

4-131 

4-116 

4-  69 

419 

—  22 

—  136 

—  38 

—  91 

—  64 

—209 

4-  26 

4-137 

—192 

4-169 

647 

4-  ö 

4-106 

4-197 

4-127 

—168 

—162 

4-  71 

4-110 

—  25 

—262 

811 

—  5 

4-301 

4-809 

4-328 

-163 

—  31 

—368 

—  87 

—211 

—  74 

829 

4-163 

—185 

—386 

4-191 

4-379 

4-214 

4-316 

4-319 

4-276 

4-371 

911 

4-  94 

4-178 

4-221 

—196 

4-233 

4-112 

—  99 

4-207 

4-366 

—206 

/(ijj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


p 

/i;»Jo) 

P 

Ano) 

P 

A^o) 

4-  73 

l-%->?r 

-^r 

—401 

1- 

"^o""*»!-*"*?» 

—811 

l-2»7g->7g 

4-173 

%+''8+'?4 

4-419 

1- 

-''1-^7 

—829 

14->?j-+-»73-i-»?,4-*?^ 

4-337 

l-i-*?i— »77- 

'% 

—647 

1- 

-%— *?i4-»?, 

—911 

1-^,-^ 

*)    Das  Zeichen  4-  Tor  den  Primxahlen  p  zeigt  an,   dass  Nßyio)  ss  -^p,  das  Zeichen  —  , 
dass  Nßyio)  =  — p  ist. 
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IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig. 
8  fOnfgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  6  von  4l): 


*)ft  =  «-T-«     -r«     -T-«     -T-«     > 


»jj  =  «•  4-  a"  4-  «'*  4-  a"  4-  «"  , 


.11 


.98 


t4 


If 


»?,  =  «**  4-  «     4-  a     4-  a     4-  « 


y^^  =  «"  4- «"  4-  «"  4-  «"  4-  «" 
ij^  ==  a"  4-  «'  4-  «'•  H-  a"  4-  «^ ; 


>?j  =  a  4-«  4-a  4-«4-«  i 
»j=a  4"ft4"<*  4"<*  4*«  » 
>?j  =  «"  4-  a"  4-  «'  4-  «•  +  «•  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

»j*  4- 1?^  4-  3r;®  4-  11»»*  +  44ty*  —  53»j'  4-  153»?'  —  16(hj  4-  59  n=  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


.S8 


%'^Z 


=  2*7j  4-  *?,  4-  2*7,  , 

=  ^j  +  »»s  +  »»6  +  ^''t  ' 


^'o'^i  =  %  +  ^a  +  2*»»  +  ^T »  ''o^'j  =  —  1  —  >?o  "~  *?!  ""  ''4  ' 

V4  =  ^  +  *?i  +  ^,  +  »»s  +  »Je  '        V5  =  ^0  "*■  ^^2  +  ''3  +  2*j^  , 


W 

—  —  1  — 

>?,-*?,- 

\^ 

^'o^^T          ^l 

+  ^\  +  *?6 

+  *?T. 

Congruenzwurzeln  med. 

!>• 

> 

p 

*Jo 

»Ji 

n» 

I1 

*l4 

»I5 

^6 

1r 

37 

4-     7 

—  17 

4-  12 

4-  17 

4-  13 

—     7 

—  13 

—  13 

59 

0 

+     3 

-f-     9 

4-  22 

4-  14 

—  18 

4-     1 

4-  27 

139 

—  13 

^  62 

—  56 

—  34 

-f-  49 

—  21 

4-  53 

—  56 

223 

—     6 

4-  97 

—  53 

4-  59 

4-  45 

—  15 

—  81 

—  47 

283 

4-     3 

—  23 

—  16 

4-  35 

—  21 

4-  88 

—118 

4-  50 

379 

4-     9 

—  44 

—  38 

—  86 

—  88 

4-  94 

—  51 

—176 

461 

—     1 

—  25 

—157 

4-104 

H-187 

4-141 

—151 

-   99 

467 

4-  38 

—241 

—200 

H-129 

4-222 

4-146 

—147 

4-  52 

631 

4-  41 

4-296 

-f255 

—214 

4-121 

—146 

H-134 

4-143 

797 

—  72 

4-301 

4-206 

—203 

—233 

—380 

—  93 

—324 

857 

—115 

—269 

4-298 

4-305 

—264 

—335 

—191 

—287 

877 

4-  28 

—112 

4-427 

—148 

—220 

—224 

—117 

4-365 

953 

4-  46 

-4-  97 

—418 

4-317 

4-249 

—179 

—440 

4-427 

/(»?),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^o) 

37 

l+'Io+^+O 

59 

v^  (oder  i-*?^) 

139 

24-i?,4-«?,+»?e 

223 

^-^^-^^M 

283 

l+*?,-H*?,+*74 

P 

A^o) 

P 

Ano) 

379 

^-V.'hv, 

797 

V^-^^-hVj 

461 

1-H% 

857 

*»0'*"*»4"+"^«+*?T 

467 

H-*?5+'?e 

877 

2— 2tj^4-t7,— *?5 

631 

*7i— 2*jj— »7, 

953 

l—*?44-*?54-t?y 

•)     Aus  den  Nonnen  ^^^(1,^-11,)  =«  37.41 ,  iN^(14-2»i,4-*ij-h2*j,4-2n44-il6)  =  iV(l— «)=»  41. 

8* 
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V.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
5  achtgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  6  von  4l): 

Wurzeln  der  Gleichung: 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

»?J  =  8  +  3»7j  -f  2»7,  4-  2>?,  ,         %*7j  =  ^Vo  +  2>y,  +  >?j  +  2»?^  ,         ty^ty,  =  —  2  —  tj,  —  »j^  , 

>Jo*?s  —  —  2  —  ij^  —  i7j  ,         fi^ri^  =  2tjj  +  >?,  -h  2tjj  -f-  3»y^  . 


Congruenzwurzehi  mod.  p. 


04-1 


1j 


79  4-8  4-38  4-29 

109  —  7  —  34  —  22 

137  4-  4  —  66  —  21 

167  —11  4-52  —  59 

191  4-30  4-93  —  88 

331  —  6  —102  —  79 

383  4-26  —102  —  95 

547  4-20  —  34  4-28 


—  1  —  1 
4-21  —  18 
4-39  4-23 

—  13  —  42 

—  46  4-63 

—  83  4-47 

—  85  —  60 
—184  —  29 
4-219  —234 


^> 


1» 


571  —  86  —154  —181  4-109 

577  4-  79  4-105  —153  4-227 

601  4-187  —277  4-216  4-251 

653  —  27  —  99  —252  4-108 

659  —122  —260  4-271  4-308 

-213  —227  4-101 


683 


43 


823  —  12  —367  —224  —392 
929  4-  44  +262  —425  4-  67 


14 
—260 
—259 
4-223 
4-269 
—198 
—302 
4-171 
4-  51 


—14-2*7^— 2>?j4-*?4 

+  1— »?,— >?4 

167  4-8-6»7^4->?j-2*7^ 
191  4-6-.2>?^— 3*7,4-*?, 


P 
3 

79 
109 
137 


/(ijj,  Prim&ctoren  der  Primzahlen  p.*) 
P  A^o) 

331  — 64-»?,-h4*?^ 

383  —3-*?^—*?^ 

547  4-64-i?i4-»?, 

571  -.6-*?^4-3*?,->?, 

677  —54.»,^—,,^—,,^ 

601  — 5— *?^4-2»?,4-4t?^ 


P 

653 
659 
683 
823 
929 


Ano) 
4-2— »?j— 2»?,-2i?^ 
—54-2*?^— 2*?,— *?, 
+2-3*?, 

-H^— %--2*?j— 4*?, 
— 7— 5*?^— 2»?,+6*?/ 


*)    Die  meiaten  dieser  Frimfactoren /[iio)  sind  ans  Normen  =  3f>,   resp.  ==  9p  berechnet, 
z.  B   A^(5  —  2ijo  — 11,)  =  9 .  577. 
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X  =  41 

VI.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
4  zehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  6  von  4l): 

i,^  =  a  +  rt     +«     "^  a   "i-  a     +«     +a     +«     +öf     +ä     , 


.27 


.19 


.84 


86 


.85 


.14 


.88 


.17 


1?,    =   «'  +  «"  +  «*•  +  a"  +  «"  +  «"  +  rt"  +  «"  +  «*'+« 


.IS 


»»8 


««  +  „"  +  «"  +  «"+«"+«*+«»  +  «'»  +  «»«  +  «», 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ij*  +  ij*  —  16ij'  +  18t,  —  4  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

r)\  =  10  +  4i,j  +  3>,,  +  21,,  ,  1,^1,^  =  -2  +  21,^, 

»?o*?j  =  —2  +  21,,. 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


%*?,  =  —  2  +  1,^  +  1,,  , 


p 

1o 

»Ji 

»j 

8 

1» 

P 

*I« 

ni 

18 

1» 

23 

—  2 

+  3 

+  9 

—  11 

873 

+106 

—181 

—134 

—165 

31 

—  4 

—  13 

—  5 

—  10 

433 

+  77 

—  88 

+189 

—179 

107 

—  6 

+  38 

+  47 

+  27 

623 

—  42 

—247 

+  74 

+214 

113 

+  11 

—  29 

—  33 

+  60 

699 

—144 

+210 

+253 

+279 

127 

+  11 

+  48 

+  39 

+  28 

619 

—  8 

+157 

—282 

+124 

269 

+  6 

—  88 

—  63 

+134 

701 

+  44 

+225 

+164 

+267 

271 

+  9 

+  62 

—  33 

—  89 

761 

—  13 

—232 

—162 

—365 

277 

+  21 

—130 

—  86 

—  73' 

769 

+  13 

+  61 

+  65 

—140 

353 

—  14 

+103 

—  46 

—  44 

947 

+  16 

—235 

—405 

—316 

359 

+  55 

—109 

+114 

—  61 

/(%)?  Primfactoren  der  Primzahlen 

P'') 

P 

/(lo) 

P            Ano) 

P 

A^o) 

+  23 
+  31 
+107 
—113 
—127 
—269 

3-H-~*»8 

l-2i,^-2i,,-i,, 
1+21,, 

+277  l-i,,-2i,, 
—363  2+1,,— 1,, 
+859  6+1,^+1,, 
+373  l+2i,^+3i,j- 
+433  3—21,^+1,, 
+523  8— 3i,,+i,, 

-2t,, 

—699 
—619 
+701 
—761 
—769 
—947 

2+1,1— 1,,— 21,, 

1-51,, 

3+>7,+2i,, 

7+2i,j+3i,, 

1+31,, 

+271 

6— *,,+>,, 

*)    Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an ,   dass  i^tj^)  as  +  p ,   das  Zeichen  —  , 
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X  =  41 

VIL    p  zum  Exponenten  20  gehörig. 
2  zwanziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  6  von  4l): 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»?'  4- 1?  —  10  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

tj!  =  10- ij^, 


Vnn 


0  '1 


—  10. 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

1o 

1i 

P 

*»o 

ni 

P 

*Io 

*Ii 

P 

1o 

1i 

2 

0 

1 

251 

107 

—108 

487 

62 

—  63 

743 

357 

—358 

5 

0 

—     1 

307 

55 

—  56 

541 

164 

—165 

787 

125 

—126 

43 

13 

—  14 

349 

37 

—  38 

569 

75 

—  76 

853 

58 

—  59 

61 

11 

—  12 

367 

135 

—136 

607 

228 

—229 

859 

414 

—415 

103 

45 

—  46 

389 

139 

—140 

613 

237 

—238 

881 

265 

—266 

131 

16 

—  17 

431 

163 

—164 

617 

168 

—169 

907 

190 

—191 

197 

44 

—  45 

443 

210 

—211 

677 

176 

—177 

941 

43 

—  44 

241 

69 

—  70 

449 

42 

—  43 

733 

301 

—302 

/(*?o)»  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  *) 

P 

Ano) 

P 

Ano) 

P 

Ano) 

P 

Ano) 

4-     2 

3-     ri^ 

—251 

29-12*7^ 

—487 

9-8% 

+743 

27—  2vi^ 

—     5 

5-  2,,^ 

+307 

23—  6iy^ 

—541 

17-10,,, 

+787 

31—  6»,, 

—  43 

9-  H 

—349 

21— lOij^ 

+569 

31-  81,, 

—853 

27— 14i,j 

-4-  61 

13-  4t,^ 

—367 

13—  8*7j 

—607 

3-  8,,, 

+859 

29—  2»,j 

+103 

11-  2*?j 

+389 

57— 20t?^ 

+613 

79— 28i,j 

—881 

7— lOt,^ 

-f.131 

29-lOt,^ 

—431 

11—  8*7^ 

—617 

43— 18>,j 

+907 

47— 14i,^ 

+197 

17-  4>,, 

+443 

21—  2ijj 

+677 

27-  4>,, 

+941 

61— 20,,^ 

—241 

23— 10t?j 

—449 

19— lOijj 

+733 

41-121,, 

*)    Das  Zeichen  +  Tor  den  Primzahlen  p  seigt  an,  dass  i^tio)  >»  +f>>  das  Speichen  — , 
dass  Nßyi^)  =  — p  ist. 
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VUL    p  zum  Exponenten  40  gehörig,  in  Beziehung  auf  41te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

7,  11,  13,  17,  19,  29,  47,  53,  67,  71,  89,  97,  101,  149,  161,  157, 

179,  181,  193,  199,  211,  227,  229,  238,  239,  257,  263,  881,  293,  311,  313,  317, 

347,  397,  421,  439,  457,  463,  479,  499,  503,  509,  521,  557,  563,  587,  593,  641, 

643,  673,  691,  709,  719,  727,  751,  757,  773,  809,  827,  839,  883,  887,  919,  937, 

967,  971,  977,  991,  997. 


P 

173 
431 
947 


I.  /)  =  43i»-h  1 


a 
-h  10 
-h  64 
—  7 


OL* 

—  73 
—214 
-h  49 


—  38 
-h  96 
—343 


43 


Congruenzwurzehi  med.  p. 


—  34 
+110 
—440 


6 

+144 
+239 


6 


60 
+165 
+221 


+  81 
—215 
+347 


—  55 
+  32 
+412 


—  31 
—107 

—  43 


«10 

+  36 
+  48 
+301 


+  14 
+  55 
—213 


P 

173 
431 
947 


—  33 

+  72 
—403 


+  16 
—133 
—  20 


.14 


—  13 
+108 
+140 


«IS 

+  43 
+  16 
—  33 


16 


a' 

+  84 
+162 
+231 


—  25 
+  24 

+277 


«18 

—  77 
—188 

—  45 


19 


—  78 
+  36 
+315 


a»o 

+  85 
+149 
—311 


—  15 
+  54 
+283 


a3-' 

23 

8 
—  87 


P 

173 
431 
947 


iSS 


+  57 
+  81 
—338 


+  51 
+  12 
+472 


—  9 

—  94 
—463 


a»6 

+  83 
+  18 
+400 


—  35 
—141 
+  41 


«3  8 

—  4 

+  27 
—287 


a>9 

—  40 
+  4 
+115 


a»o 

—  64 

—175 
+142 


—  21 

+  6 

—  47 


—  37 

—  47 
+329 


«3  3 

—  24 

+  9 
—409 


P 

173 
431 
947 


—  67 
+145 
+  22 


,*i 


+  22 
—202 
—154 


+  47 
+  2 
+131 


fti 


—  49 
+128 
+  30 


+  29 
+  3 
—210 


—  56 
+192 
^424 


«4  0 

—  41 
—211 
+127 


«4  1 

—  64 
—143 

58 


«4  8 

+  52 
—101 
106 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  211  ter  Potenz  wirklich. 
Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 

N(i  —  «"  —  «^*)  =  178  .  2237  . 
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X  =  43 

n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
21  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 


*?A  = 


^.  = 


a-4-«-^ 


*?i  =  a'4-a"',       »j,  =  «•  4- «"*  ,      tj,  =  «"  4- «""  ,     *?^  =  a* -♦-«-*, 
a"  4.  «-"  ,       ,,^  =  a«  -4.  «-»  ,       t,^  =  ««  -4.  «-«,       ri^  =  «"  4-  «-",      t,^  =  a"  4-  «-", 


«        » 


'18 


8     I         -8 


19 


*?i9  =  «     4-a 


.-19 


'30 


=  a"  -4-  « 


-1*. 


Wurzeln  der  Gleichung: 


>j"+^3o__2Q^i9_i3^i8^j7j^iT^j53^i6__gjg^i»_ggQ^i4^2380»j"4-1820tj"— 4368»?"— 3003*j" 

+5005*?'+3003»?'— 3432»j'— 1716»j*-4-1287tj*4-495i?*— 22(hj'— 65tj'+ll»?-4-l  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


< 


•0  '4 


%*'8   = 


V18 


2  +  *?,, 

W  =  ^6  "*"  ^11  » 

Vi  ==  7io  "+"  ^'is  ' 

%^j  —  '''5  "*"  *JiT  » 

r,  4-*?,,, 

•'o^a       *?a  "+"  ^'lo ' 

^0*^6  =  •'o  "^  *'l  » 

Vt  "^  *?4  4"  •'li  » 

^'iT  "+"  ^'w ' 

V9  ^  ^'lo  4-*?!,  1 

VlO  ^^  ^l'*"*'9  » 

%*Jii  =  ^it  +  »Jao ' 

»?i  4- 1?4 , 

Via  =  %  "+-  *7i^ , 

Vl4          ^^T  "*-  »?i8  > 

Vi»  =  ^15  "*"  ''1«  ' 

^JiJ  4-  *7i9  , 

Vit  =  *?j  "+-  »Ig  , 

V18  ==  ^8  4-  »?j^  , 

Vl9  =  ^8  "*"  ''U  » 

Vso 

=  *^5  •*■  •'ll  • 

Congraenzwurzeln  mod.  p. 


p 

y 

io            ni             ^i             ^ 

U                 ^i                  ^i               1«                  1t                 18               ll 

}             »Jio 

257 

— 

17      4-21      —  54      — 

18      —124      —  83      4-30     —  75      4-87      4- 

66      —  46 

601 

4- 

24      —  71      —103      4-200      4-  90      —283      —  27      4-231      —211      —269      4-285 

773 

— ] 

lOö      —129      4-319      4-213      —316      —221      4-201      —367      —277      —240      4-279 

859 

4- 

4      4-  62      —424      — 

387      -135      4-206      +  14      4-125      +243      +301      +184 

P 

*Iii          'Ju          *lii 

*ll4               I1S               »I16                I1T               I18               1l9 

»Jao 

257 

—  52      4-127      —  31 

+114      +111      +  58      —125      —  64      —  69 

—113 

601 

+154      4-126      —130 

+  45      +239      +  88      +275      +248      +  70 

+220 

773 

4-140      4-203      4-185 

+200      —377      —234      +273      +238      +211 

—198 

859 

+343      4-194      4-161 

—224      +404      +353      —  36      —162      +149 

+352 

y(tj^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p  Ano) 

257     +1+,,^+,,^^ 


P  Xlo) 

601     +l+»,^+i,^^ 


P  A^o) 

773     -l+t,^-„^^ 


P  Ano) 

859     +1+1,^^+1,^^ 
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X  =  43 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
14  dreigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 


I        86     •        6 

a  -4-  a     -4-  «   > 


8T 


*7.    =    «"   + 


^6 


^9 


^S6     ,      -,88 


rt        -+•  C*        "T"  ^       j 


t?!  =  «'-4- «"  +  «", 


»?,  =  «'  +  «"  4-  «"  , 


S8 


-19 


a 


89 


=    «»  +  «*0  ^  ^81  ^ 


'10 


^10     ,     -,16  _,     „17 

=    «       "T"  W       "T"  ft       j 


>7,,  =  a*  4- «"  +  «", 


*7j  =  «•'  4-  « 

^8 

»7,3  =  «"  4- «'  4- «"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

^1*  -f.  r"  -4-  2>7"  —  24*7"  —  ITtj"  —  27*i'  +  143*7*  4-  81*7^  +  83»7*  —  209>7*  4-  163»j*  -+-  88ij* 

4-  235*7*  —  I6817  4-  79  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^  -  2*7,  +  ^1,  , 

^''l    ~    *?»  "*"  *J5  +  *?U  » 

%*'»  "*  *^io  "+"  ''u  "*"  »»la  » 

^o^z   ~  *7s  +  *?5  "*"  %  » 

♦^O*'*    ~    *Jo  "*■  *^4  "+"  *?6  » 

Vs    =    *?8  "*"  *'9  +  ^18  » 

''o*?6  ~  *?;  "*"  ^'s  "^^  ^'la  » 

Vt  =  3  +  17^  4-  tJii , 

*?0^8    =    *?1  +  ^8  +  ^6  ' 

'7o''9   =  »'s  +  ^4  +  ^»8  ' 

^'o^'io  ~  *?!  4-  »72  4-  »7io  > 

%*?ii  =  %  "*"  *?8  "*"  ^Je  » 

^0*?18    —    ^8  "+"  '^lO  "+"  ^11  '  V18    ^    *?i  +  »74  4-  »J^i 

Congmenzwiirzelii  mod.  p. 


p 

I0 

»Ji 

^2 

»38 

*J4 

I5 

»Je 

iT 

»Js 

79 

0 

+     3 

+  29 

+  26 

+     9 

+  29 

—  29 

+  34 

—  36 

25.1 

-h     6 

—  81 

+  64 

—  42 

—117 

+  86 

—  41 

—  67 

—111 

307 

—     6 

—  78 

—  61 

+133 

—  88 

—  88 

—  81 

—  38 

+128 

337 

—     4 

—  36 

—  43 

+122 

—161 

—  36 

+  10 

—  26 

—  24 

479 

—  51 

—  62 

—151 

—135 

+  40 

+139 

—212 

—201 

—208 

509 

+     6 

+  10 

+102 

—220 

—203 

—189 

—  17 

+163 

+  47 

823 

+     3 

—267 

4-357 

—  54 

—385 

+228 

+260 

+  33 

+254 

853 

+102 

—112 

+372 

—373 

—274 

—296 

+395 

—398 

+250 

P 

»Jo 

I10 

»Jii 

*Il2 

'  1 0 

79 

+  24 

—  32 

—   12 

+  21 

+  11 

251 

—  45 

4-  97 

—  37 

+117 

—  81 

307 

—  96 

—  28 

—  32 

—  75 

+101 

337 

+100 

—119 

—  75 

—114 

+  68 

479 

+175 

+  87 

+149 

—179 

+129 

509 

+107 

+226 

+100 

+147 

+239 

823 

—336 

+  45 

—342 

+260 

—  57 

853 

+155 

—141 

—234 

—411 

+111 

/(^o)»  Primfactoren  der  Primzahlen  p,*) 

P 

AI0) 

P 

A^o) 

P 

/(I0) 

P 

A^o) 

79 

% 

307     l+,,^4->,^4.,,^ 

10     ''la 

479     r;^. 

-H*74-Ht7„ 

823     VI 

i+>7,-H'7j4-*7„4->7„ 

251 

»7,4->7„ 

337     14.,,^4.,,^-|.„^ 

to 

509     V}' 

-''4-*'6 

853     r 

e+*78+t7ii 

4->7i2 

*)    Zum  Theil  durch  Normeo  =  79p  berechnet. 
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X  =  43  • 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
7  sechsgliedrige  Perioden  (£Ör  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 


>j^  =  a  -4-  «"  -f  «"  -H  «*'  -4-  a«  -4-  «\ 
*yj==«-t-a     -+-«     -t-a     -+-«     -t-a, 

>J       s=    Ä        -+-  Ä       •!"  rt        "T"  ^     "H  Ä       "T"  Ä     > 


1,^  =  «»  -H  a"  -4-  «"  4-  «'•  H-  «" 
,,,  =  a"  4- «"  4- «'«  4- «"  4- «"  4 
»,^  SS  «*'  4-  «*  4-  a"  4-  «**  4-  «'•  4- 


a 


21 


a 


17 


a 


a*. 


*jg  =  a     4-«     4-«     4-«4-«     4-<*     i 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»7^  4-  >?^  —  18ij*  —  35tj*  4-  38ij'  4-  104*?'  4-  7*j  —  49  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


%^» 


6  ■+•  2t7^  4-  2yi^  4-  ff^  ,        %>?,  "=  —  1  —  *»o  ""  *'4  -♦•  »Jj  ' 
^1  "*■  ^^'a  "*■  ^*?8  "*"  ^s '       ^'o^  ■*  ^^'o  + 1?,  4- 1?5  4-  2ij^  ,        »j^ij^ 

%*?g  =  "^  1  -"  *?8  4- 1?^  —  1?^  . 

Congruenzwurzeln  med.  j?. 


—  1  —  %  —  ^,  +  r, 

—  1  -  %  +  »Jl  —  *?5 


/> 

»3o 

I1 

*l2 

I1 

'J4 

I5 

»l6 

7 

0 

4-  1 

4-  1 

4-  2 

—  1 

0 

4-  8 

37 

4-  2 

—  15 

—  8 

4-  16 

—  16 

—  6 

—  11 

179 

—  21 

4-  83 

—  56 

4-  26 

—  59 

—  32 

4-  58 

467 

—  77 

—161 

4-210 

—158 

—  98 

4-  81 

4-202 

5S3 

—  4 

—173 

—259 

4-251 

4-  65 

4-231 

—112 

811 

+  61 

—316 

4-251 

4-215 

4-  84 

4-334 

-M81 

953 

—  68 

—281 

4-346 

4-291 

4-198 

4-238 

4-219 

983 

4-  99 

4-208 

—265 

4-141 

4-188 

4-237 

4-374 

7 

37 

179 


y(*io) 

+14-»?, 
4-l4-t?,4-»?6 


f(%),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 
P  Ano)  P 

467     4-34-t7i— t?,  963 

523     — l4-t,^4-2t7j  983 

811     -84-i?o-^'?i-3t7,-8ij^ 


Ano) 
— ö4-%— 2ty,4-»?4— 2rg 


*)    Manche  der/(i]o)i  namentlich  die  letzten  complicirteren,  sind  aus  Nonnen  =  7p  berechnet. 
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X  =  43 

V.    p  zum  Exponenten  7  gehörig. 
6  siebengliedrige  Perioden  (fttr  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 


»j. 


*7.  = 


«-f-«  -+■«-+-«  -pÄ         •+■'*  "PÄ  > 

«+«     -r<*     "T"Ä     ~r«     +<*     •+■<*     } 
«"  4-  «"  +  «"  4-  a"  4-  «'  +  «*'*  4-  a®  , 

«     -f-«     -t"rt     •+■<*     -t"<*"r^     +<*     > 


Wurzeln  der  Gleichung: 

»j*  4-  *?*  +  4»j*  —  23»?'  4-  67tj*  —  50*j  -4-  44  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


<  «  2t,^ 

i  +  2r,  +  3t,,, 

Vi* 

~l-l-% 

—  *?,  +  *? 

Vs  ^  - 

14-t?,- 

^a  +  ^i ' 

Vi  = 

7  4-  2ty^  4-  »?,  4-  ^tf, 

%*J4   ==  - 

^+%- 

*?i  4-  »7,  , 

V5  = 

-i-n. 

4-*?,  4-»7 

Congruenzwurzeln  med. 

P' 

P 

»:o 

ii 

»Ji 

*l3 

14 

*l5 

11 

0 

4-     4 

4-     5 

4-     5 

—     5 

4-     1 

41 

—     5 

4-  11 

4-  18 

—  11 

—  19 

4-     5 

47 

—     1 

—     9 

4-  23 

—     9 

4-     2 

—     7 

59 

—     7 

4-  24 

—     9 

4-  26 

—  16 

—  19 

97 

4-  13 

—  41 

—  15 

4-  29 

—  31 

4-  44 

107 

—     6 

4-  13 

4-  47 

—  28 

4-     8 

—  35 

127 

+     4 

4-  13 

—  29 

4-  16 

—  62 

4-  57 

193 

—  21 

—  23 

—  51 

—  61 

4-  58 

—  96 

269 

4-  33 

4-  82 

4-  45 

4-  99 

4-  83 

—  74 

293 

+     3 

4-  16 

—  44 

—  76 

—  30 

4-130 

317 

—  65 

—  80 

—  71 

—  76 

4-118 

—144 

379 

—     8 

4-135 

—  39 

—169 

—103 

4-183 

557 

—     3 

4-100 

—189 

4-248 

—  48 

—109 

563 

—  38 

4-230 

—174 

—119 

4-188 

—  88 

613 

—  26 

—207 

—214 

—107 

—215 

4-155 

643 

4-  49 

—111 

—143 

—  102 

4-198 

4-108 

661 

—  52 

—216 

4-103 

—125 

—  77 

—295 

709 

4-     8 

4-350 

—  65 

4-304 

4-261 

—  150 

809 

4-     7 

4-253 

—314 

4-  57 

4-204 

—208 

821 

—  28 

—201 

4-330 

—372 

4-359 

—  89 

881 

4-  87 

4-373 

—311 

4-426 

4-194 

4-111 

907 

4-  41 

—133 

4-163 

4-238 

4-187 

4-410 

919 

—159 

—445 

4-331 

4-232 

4-384 

—344 

967 

4-  49 

4-418 

—190 

4-326 

4-453 

—  90 

5* 
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p 

/lo) 

11 

^'j-*-  ^s"+-2»?^ 

41 

%+2'?l—  ^4+  *?5 

47 

ö+  %—  »7s—  ^4""H 

69 

1+  >?i4-2t7,—  r,—  »?5 

97 

2-  t,^-3»7^4-  ^3 

107 

2-  >?o^  ^ 

127 

1+  %-*-  ^4-*-  *75 

193 

2-  %+  ^1 

269 

1-6%-  »72-3t7,-3>j^ 

293 

4—  *?i— 2»jj4-  »?3 

317 

1+  %+  ^1—  *75 

379 

2—2*7,—  r^—  »?5 

567 

44-4t7o-3»73-4-3»?^-4-2i7^ 

563 

1-  %-3*7,-  >?5 

613 

4—  \—^\'\'  '% 

643 

4— 3t7,+2»734-  »74+2175 

661 

2—  t?,-  *»44-  »74 

709 

5—  *7o+  *7i— 2*7,4-  r^ 

809 

^i-+-3*7,+2i7^4-4*7j 

821 

1— 2*7o—  »7i— 3»7,4-  »75 

881 

8—  17^-5*7^4-  *7,— 2*74 

907 

1+  *7i—  »75—  *7j— 2»j^ 

919 

^+317,4-  r). 

967 

5—217^— 5t7j—  >7,— 3*7^ 

X  =  43 

y(>7  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Zu  Grunde  liegende  Nonnen. 

-^(%)  =  11.4  oder  N(ri-v^)  =  11 .  43 

^(%+0  =  41 .  11 

iV(n-t7^,)  =  47.4  oder  iN^(*7,— »7,)  =  47  .  43 

-^(2+\+t7i4-*75)  =  59.11 

iV(24-t7o4-»?5)  =  97.11 


j^(2-»7j— 2>ij— »7j)  =  269  .  11    oder  ^^(l4-*7i— »74)  =*  269  .  4 
JV(3— »7o)  =  293  .  4 

JV(3H-2i7^— 2»7j)  =  379.  11 
-^(2»7i-*7,-r4)  =  557  .  43 
iN^(34-2»7i4-t74+*75)  =  563  .  16 
i^^(l-^+0  =  613.4 

i\r(2-2*7o-2>7,-»7i)  =  643  .  4 
i\^(44-t7i4-2>j^+t7j)  =  661 .  11 
-^0+%+2»7j  =  709  .  4 
iV(44-t744-*75)  =  809.11 

i\r(24-2*7,4-r,4-*74)  =  881 .  11 

-^(2-»7o4-*7i->7,+0  =  ^^^  '  ^6 
iV(3-2i7o4-t7i-*7,-2t7,)  =  919  •  16 
iN^(2-*7,4-t73-*7i)  =  967.11 


*)  Wegen  der  Complication  mit  den  kleinen  Primzahlen  p,  namentlich  mit  11  und  den  ge- 
raden Potenzen  von  2  liegen  die  Primfiictoren  /(10)  sehr  versteckt,  so  dass  meistens  die  durch  die 
Congruenzwurzeln  an  die  Hand  gegebenen  einfachsten  complezen  Zahlen  als  zusammengesetzt  sich 
herausstellen;  deshalb  sind  die  der  Berechnung  zu  Grunde  liegenden  Normen  beigefSgt  und  es  ist: 

i^^(3+t7,+t7j)  =  4  ,  iy^(l-2t7^4-2t7j+2i7,4-4*73)  =  iV(l-.«)  »  43  . 
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43 


VI.    p  zum  Exponenten  14  gehörig. 
3  vierzehngliedrige  Perioden  (£Ör  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 

Vj      —:  U  'i'  €€        "t"  et        -+-«        -t-rt-f-Ot        -r'tt       "T"rt        "T^C       -f»«-t-«        -P^        "T"'«        "T-^-» 


.3    .    -.3«    I    ..3T    ,      10    ,    _ia    ,    _13    ,    „19    ,    „40    ,    „5    ,    _b    ,    _Ji    ,    „81    ,    _ao    ,    „a4 


*;-^«-4-ot     -f-«     +«     "t"^     •+■«     "t"Cf     +«     -t-a-t-cc-t»«     -r«     -t"ä     "t^ 

„      «9  ^i_  88  _,        25  _.     «30  _J_  «36  _,     ^:J6  _,     ^14  _,     ^34  _,     _,lft  _,     ..18  j_  „13     i_  ^T  _,     ^IT     ,     „39  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»7*  H-  r'*  —  14»j  +  8  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


,» 


<  =  11  4-  3rj  -4-  Y}^  ,  »,^tj,  =  -  4  -+•  2»7^ 


»?A%  =  — '*  +  2r,  . 


'0  '2 


Gongruenzwurzeln  med.  p 


p 

lo 

»Ji 

1a 

P 

1o 

»ii 

1a 

2 

0 

0 

1 

641 

+149 

+273 

+218 

113 

+  17 

+  35 

—  53 

647 

+105 

—263 

+167 

131 

—  11 

-4-  50 

—  40 

653 

+  11 

+  61 

—  73 

137 

+  13 

—  61 

-f-  37 

677 

+  22 

+248 

—271 

151 

+  7 

+  23 

—  31 

727 

—  71 

+299 

—229 

199 

—  17 

—  68 

-4-  84 

733 

—  15 

+100 

—  86 

211 

—  27 

—  76 

+102 

739 

+  18 

+166 

—185 

223 

+  33 

+110 

+  79 

839 

—  67 

—311 

+377 

383 

+  97 

+152 

+133 

887 

+  66 

+432 

+388 

389 

—  19 

-4-166 

—148 

911 

+  27 

+373 

—401 

409 

—  54 

-4-199 

—146 

991 

+144 

—466 

+321 

419 

—  55 

—196 

—169 

997 

+137 

+475 

+384 

457 

—  20 

-4-185 

—166 
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Xa43 

/(%)9  Primfiactoren  der  Primzahlen  p.*) 

ZvL  Grande  liegende  Normen 
^(  l+'^i-^tj,)  =  131  .    2 


p 

/llo) 

2 

-4-  3-  r, 

113 

+  7-2r, 

131 

-  94-2»,^— 2»», 

137 

-ll-Mty, 

151 
199 

~13-2),^-f-  4»,, 
+  3-f-2r^-  2>,^ 

211 

-  7-2r, 

223 

-  3-2t?j 

383 

-  5+4*,, 

389 
409 

4-19-8»,,+  6*jj 
+ll+2rj 

419 

+15+2*?,-  815, 

457 

-^  7-4*7,+  2*7j 

641 
647 

+15-4*7^+  2»7j 
-4-19+4*j, 

653 
677 
727 

+23— 8*7j+  4*j, 
-  3-5*7,+  2*?, 
+13+2*7,-  2*7^ 

733 

-11+4*7^--  4*,; 

739 

-  1-4*7, 

839 

887 

-13-4*7,+  6*7, 
-19+8*7^-  2*7, 

911 

+  1+4*7,-  2*7, 

991 

+  5+2*7,-  4*7, 

997 

— 27-6*7,+10*7, 

N{  2+  3*7,-3*7,)  =  389  .  4 
JV(23—  4i?,— 61J,)  CS  419 .  11 
i^(l3—  3*7,)  =  641 .    2 

jV(ll—     *7,)  =653.    2 

i^(l7— 10*7,)  =727.11 

iV(29—  8*7,)  =839.11 


m 

i\r(-9+4*7,-4i},)  =  997  .  11 


*)     Aus  ähnlichen  Gründen  wie  in  V.,   betreffend  die  Complication  mit  2  und  11,  sind  bei 
einigen  Primzahlen  p  die  den  Primfactoren  f^yi^)  zn  Grande  liegenden  Nonnen  beigefügt  worden. 
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VII.    p  zum  Exponenten  21  gehörig. 
2  einundzwanziggliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 

,^  —  o +  «»  +  «" +  «"  +  «"  +  «"  +  «*+«»•  +  «"  +  «'» +  «»«  +  «" +  «**  +  «"  +  «' 
11.  =  «-t-Ä     •+•«     "t"W     "^Ä     "T"rt     "T"<*     -r>«     -r  cc     'T  ce     -t-«     •t"^     -t-rt-t-cc-^-a 


Wurzeln  der  Gleichung: 


V^ +  174-11  =0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?;  =  —  11  — »?n» 


%Vj  =  4-11 . 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


V 

»Jo 

*Ii 

P 

»lo 

»Ji 

P 

1o 

*li 

P 

»lo 

*)i 

13 

1 

—  2 

197 

50 

—  51 

439 

152 

—153 

701 

169 

—170 

17 

2 

—  3 

229 

72 

—  73 

443 

211 

—212 

719 

346 

—347 

23 

3 

—  4 

239 

112 

—113 

461 

119 

—120 

769 

289 

—290 

31 

4 

—  5 

271 

54 

—  55 

487 

79 

—  80 

787 

134 

—135 

53 

6 

—  7 

281 

55 

—  66 

541 

111 

—112 

797 

205 

—206 

67 

7 

—  8 

283 

16 

—  17 

547 

77 

—  78 

827 

399 

—400 

83 

8 

—  9 

311 

63 

—  64 

569 

163 

—164 

857 

105 

—106 

101 

9 

—10 

353 

18 

—  19 

599 

255 

—256 

877 

389 

—390 

103 

33 

—34 

359 

145 

—146 

617 

89 

—  90 

883 

98 

—  99 

109 

37 

—38 

367 

174 

—175 

619 

297 

—298 

941 

30 

—  31 

139 

48 

—49 

397 

95 

—  96 

659 

92 

—  93 

971 

199 

—200 

167 

12 

—13 

401 

82 

—  83 

683 

294 

—295 

977 

368 

—369 

181 

44 

—45 

y(tjjj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^o) 

P 

/(lo) 

P 

A^.o) 

P 

A^o) 

P 

/tlo) 

13 

1-% 

139 

5-3.,, 

353 

18-  %    ' 

547 

1-7.,, 

787 

17-6% 

17 

2-»?o 

167 

12-  >?o 

359 

7-5% 

569 

3-7„^ 

797 

23-4*7, 

23 

3-% 

181 

l-4t,, 

367 

17-2,,^ 

599 

5-7>,, 

827 

27-2*7, 

31 

*-% 

197 

3-H 

397 

13-4t,^ 

617 

6-7>J, 

857 

9-8*7, 

53 

6-^0 

229 

10-3»,^ 

401 

9-5% 

619 

23— 2*?j 

877 

2+9*7, 

67 

7->?o 

239 

13-2rj 

439 

17-3>,, 

659 

8-7»,^ 

883 

1+9% 

83 

8-^0 

271 

1+5% 

443 

19-2tj^ 

683 

9-^% 

941 

30-  % 

Ol 

9-% 

281 

l-5t?, 

461 

l*-4% 

701 

81-4*7, 

971 

24-5*7, 

03 

l-3t,j 

283 

16-% 

487 

7-6>,j 

719 

25-2>7j 

977 

13-8*7, 

09 

2-3>,, 

311 

4-5»,, 

541 

14-5U, 

769 

5-8*7, 

w 
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X  =  43 

Vni.    p  zum  Exponenten  42  gehörig,  in  Beziehung  auf  43te  Einheitswurzeki 

selbst  complexe  Primzahlen: 

0,  5,  19,  29,  61,  71,  73,  89,  149,  157,  163,  191,  227,  233,  241,  263, 
277,  313,  331,  347,  349,  373,  421,  433,  449,  463,  491,  499,  503,  521,  571,  577, 
587,     593,     607,     631,     673,     691,     743,     751,     757,     761,     803,     829,     929,     937. 


A  =  47 


P 

283 
659 
941 


I.     J[>  =  47m  -f-  1. 


—122 

+185 

+248 


—115 
—  43 
+339 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


—120 
—  47 
+323 


—  76 
—128 
+119 


—  67 
+  44 
+341 


—  33 
+232 
—122 


+  64 
+  85 
—144 


+116 
—  91 
+  46 


—  2 
+299 
+116 


—  39 

—  41 
—403 


P 

283 
659 
941 


«11 

—  53 
+323 

—198 


—  43 
—214 
—172 


-131 
-  50 
-311 


+134 
—  24 
+  34 


+  66 
+173 
—  37 


«»6 

—128 
—286 
+231 


+  51 
—190 
—310 


«18 

+  4 
—223 
+282 


«19 

+  78 
+262 
+302 


«»0 

+106 
—296 
—384 


P 

283 
659 
941 


«ai 

+  86 
—  63 
—191 


«aa 

—  21 
+207 
—318 


«3  8 

+  15 
+  73 
+180 


««4 

—132 
+325 
+413 


«8  5 

—  27 
+156 
—145 


«8  6 

—102 
—136 
—202 


«3T 

—  8 
—118 
—223 


«88 

+127 
—  83 
+215 


«8  9 

+  71 
—198 
—317 


,30 


+  111 

+274 

+428 


P 

283 
659 
941 


31 


+  42 
—  53 
—189 


«8  2 

—  30 

+  80 
+178 


«38 

—  19 
+302 

—  83 


«8  4 

+  54 
—145 
+118 


«85 

—  79 
+194 
+  93 


«86 

+  16 
+304 
—461 


,87 


+  29 
+225 
—467 


«8  8 

+141 
+108 
—  73 


a»9 

+  61 
+210 
—226 


«4  0 

—  84 

—  31 
—281 


P 

283 
659 
941 


r4l 


+  60 
+196 
—  54 


,48 


+  38 
+  15 
—218 


«4  8 

—108 
+139 
—427 


p44 


—125 
+  14 
+437 


«4  5 

—  32 

—  46 
+161 


«4  6 

—  58 
+  57 
+406 
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IL    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
23  zweigliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  10  von  47): 


% 

=  a  +  «  *, 

1l 

"4 

=  «»»+«-", 

"» 

1»_  _.    „-16 

"« 

=  «'•  +  «-"» , 

"9 

-  «"  +  «-"  , 

»Jl» 

„IJ  _i    „-14 

"» 

=  «'  +  «-», 

"le 

=  «-+■«          1 

"iT 

==«'  +  «-•, 

6     i        —6 

*7,  =  «   4-  a      , 


t),  =  te"  +  «"*  , 


Vit  =»  «*  +  «"*  ,  >)„  =  a'  +  «"'  , 

fw  =  «'  +  «"'  ,  1„ 


=  «"  +  «-", 


.18 


'SO 


=  «*-+« 


-18 


*?«  =  «    +  a 


-8 


^^1* 


'91 


»?„  =  «"  +  «""  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 

,,"  -j.  »,"  —  22»j"  —  21tj'®  -4-  21(hj"  -4-  19(hj"  —  1140»?"  —  969t?"  +  3876*»"  -f-  3060»j" 
—  8568tj"  —  6188»j"  -4-  12376»?"  -4-  8008»?*®  —  11440»?'  —  6435*?'  +  6435*?'  -}-  3003*?®  —  2002*?* 

—  715*?*  4-  286*?'  -f-  66*?'  —  12*?  —  1  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


2  +  r^  , 

Vi  = 

=  ^4-»?„, 

Vj' 

"  ^^ij  "*■  ^^IT  » 

*»0*?3 

^E 

*?9  4-  *?„ , 

%^  = 

>?,+%, 

^5  = 

=  *?„  4-  *?ij 

» 

%\'' 

==  ^'s  "*■  ^'ao  ' 

*?0*^7 



%  "*"  •'is  » 

''•*?8   = 

^6  "+"  ^10  ' 

*»0%  = 

=  *?j  4-  *?^  , 

%*?I0  = 

-  ^'s  +  ^'u  ' 

^''ii 

=- 

•'lo  "+•  ^'is  » 

%^12  ~ 

*»5  "*"  %i  ' 

%^n  = 

=  *?i  4-  *?„ , 

Vl4 

==  ^^IT+^^U» 

»Jo*?« 

:s 

*?,  4-  *?„  , 

Vi  6  ^ 

''ll"*"*'l6 

9 

Vit  = 

=  \  4-  »)i4  , 

^''iB  = 

==  *7r  +  »Ji4  ' 

%\9 

— 

*?5  +  »7jO  » 

''o'^so 

^\ 

^  +  •»19 

»            Vfi  *= 

*?,,  +  » 

'is  '             ''o^f«  ' 

="  *?3  "+•  »»la 

) 

Congnienzwurzeln 

med.  p. 

• 

P       no 

11 

»Ij 

1i 

14 

»J 

5                *J 

6                  1t               Ii 

8                *J9 

*Iio           li 

1 

281     —10     -4-124 

4-110     —108     —  42 

+104     +107     +  98     — 

81     + 

15 

—140     + 

76 

563     —  "3 

'     —156 

4-  90     4-266     —  89 

4- 

80     — ] 

128     +  47     +125     +216 

—184     + 

37 

751     +16     H-243 

+233     — 

62     —253 

+366     — 

93     +254     —282     +215 

+  87     +172 

P 

»Jl3             1 

11 

»J|4 

*Jl5            *Il6 

*ll7 

1l8             *'l9 

120 

1 

2  1           1a  a 

281 

4-136     - 

•  74 

4-48 

4-  96     — 

58 

—  72 

—  127     —  52 

+135 

+  54     —  59 

563 

4-205     4-  55 

—45 

—141     — 

75 

4-  74 

+241     —202 

+208 

— 

•229     +174 

751 

4-276     - 

-365 

—72 

—  84     — 

339 

4-  57 

+293     +323 

+296 

— 

■  75     +295 

/(*?),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

Ano) 

P 

Ar.o) 

P 

Ao) 

281 

4-l+t7,4-*?e 

563 

4-14-*?,e+'7i, 

751 

10 

[ 


•w 
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X  =  47 

IIL    p  zum  Exponenten  23  gehörig. 
2  dreiundzwanziggliedrige  Perioden  (£Ör  die  primitive  Wurzel  10  von  47): 


i7=rt-t-a-t-a     "T  et     -+-«     "T"Ä     "T'tt     -T"rt"T"Ä     -t-Ä-r«     -r<*     "pw     -n^     -♦•<* 

+  a'  4-  a"  +  «"  -H  «*  +  «^  4-  «**  +  «"  +  «'  , 

_      «10  j^      IS  _,        31  _,     «4»  _,     «84  _,     -.22  _,     ^88  _,     ^40     •_  ^»  _|_  ^80  _,     ^39  _,     ..4«  _,     .,41  _,     ^11 

17=«     +^     -r  ^     "+"**     -+-<*     "T"Ä     "i"^     ~r  cc     -T"Cic   ^ «     "p^     "T"^     "T"ä     "t"Cf 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»?'  +  *? +12  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?S  =  - 12  -  *?^ , 


w  =  -f- 12 . 


Congruenzwurzehi  med.  p. 


p 

I0 

*li 

2 

0 

1 

3 

0 

—  1 

7 

1 

—  2 

17 

7 

—  8 

37 

14 

—15 

53 

17 

—18 

59 

18 

—19 

61 

10 

—  11 

71 

16 

—17 

79 

21 

—22 

83 

38 

—39 

89 

32 

—33 

97 

13 

—14 

101 

42 

—43 

103 

28 

—29 

131 

39 

—40 

149 

64 

—65 

167 
173 

30 
52 

—31 
--63 

P 

»Jo 

»Ji 

191 

89 

—  90 

197 

48 

—  49 

239 

65 

—  66 

241 

107 

—108 

251 

31 

—  32 

263 

94 

—  95 

269 

69 

—  70 

271 

61 

—  62 

277 

124 

—125 

307 

113 

—114 

331 

25 

—  26 

337 

63 

—  64 

347 

45 

—  46 

353 

109 

—110 

379 

160 

—161 

383 

103 

—104 

397 

119 

—120 

401 

183 

—184 

431 

134 

—135 

P 

^0 

439 

72 

457 

138 

479 

53 

487 

82 

491 

108 

521 

230 

523 

85 

541 

80 

571 

67 

601 

34 

613 

171 

617 

182 

619 

105 

643 

263 

647 

285 

653 

62 

661 

308 

683 

239 

709   37 


I1 

—  73 
—139 

—  54 

—  83 
—109 
—231 

—  86 

—  81 

—  68 

—  35 
—172 
—183 
—106 
—264 
—286 

—  63 
—809 
—240 

—  38 


p 

lo 

»Ii 

719 

227 

—228 

733 

76 

—  77 

739 

66 

—  67 

761 

95 

—  96 

769 

274 

—275 

773 

55 

—  56 

811 

106 

—  107 

823 

140 

—141 

827 

370 

—371 

853 

303 

—304 

863 

203 

—204 

883 

373 

—37* 

907 

147 

—148 

911 

104 

—105 

929 

197 

—198 

947 

458 

—459 

967 

201 

—202 

977 

364 

—365 

991 

288 

—289 

2, 


Congraenzwurzeln  med.  p^. 


»7o  =  ^; 


i>=*3, 


*7«SÖ6 
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f(yi^^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Folgende  Primzahlen  p  haben  wirkliche  Primfactoren  ßyi^ : 


p 

Am) 

V 

/(»Jo) 

P 

/»Jo) 

p       An^) 

P          /»Jo) 

83 

Ö-2,,, 

269 

7-41,, 

523 

7-6*?i 

828     17—6*7^ 

947     29— 2*jj 

191 

ll-2>?i 

439 

1-6»,^ 

619 

ll-6,,„ 

907     19— 6»jj 

977     11— 8ijj 

197 

1-41,^ 

487 

6-6% 

761 

1+8% 

Die  Qbrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren  f(vi^ ,   deren   5te  Potenzen 

wirklich  sind,  in  zwei  Gruppen: 

=  3p.*) 


der 

quadratischen 

Form  3yV2y2r4-i6^f*,  wofür  N^{y)^ 

P 

^(y\^ 

/'ho) 

3 

13—             2»?j 

17 

1-  2,,^ 

1085—         10417, 

37 

7-  21,^ 

8249—         13217, 

71 

3-  4i,j 

39149—       339817^, 

79 

5-K 

10103—     15330i7j 

101 

15-  2t,^ 

71659—     18388% 

103 

9-  ^\ 

7777—     30678i7j 

149 

19-  2»jj 

62479—     73564i7j 

239 

21-  4»,^ 

882853—         43017, 

241 

25-  2i,j 

508669-  194760i7j 

251 

34-  8»,^ 

129031—  28039017, 

271 

23-  4t,^ 

404299—  312498% 

277 

27-  2»?, 

76961-4-  371196% 

307 

9-  8*7^ 

1577669—     89682% 

347 

13-  8,,, 

127681+  651782% 

383 

29-  4,,, 

257407+  836174i7j 

397 

1+10>,, 

2468795—  466764% 

401 

33—  2t|j 

789294-  932560i7j 

457 

9-10.,^ 

4390759—  113736% 

571 

27-  8r?^ 

3712171—1828710% 

617 

21— 10*?^ 

1968955—2589136% 

653 

23— lOtjj 

6159085—2350852% 

661 

43-  2>jj 

10160359—1022988% 

733 

27-lOij^ 

196763— 4190652>7, 

769 

6-|-14»jj 

8216983—3768720% 

773 

3+14% 

1764167+4842724% 

811 

37-  8>,^ 

13265597— 3304362»)j 

853 

9-14»7^ 

18173255— 2511372*?^ 

863 

47-  4*7^ 

10930523— 5034722i7j 

929 

15-14»?^ 

25635137—  9419841?, 

*)    d.  b.   es  gibt   für    diese  Gruppe  stets  complexe  Zablen  4>(y]o)i    deren  Norm  =3/)  ist; 
fibrigens  auch  ss  4^  g«  B.  iN^(l+i)iXa:>  4.3. 

10» 
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X«47 


2)  Primzahlen  p  mit  der  quadratischen  Form  7y'+6yz+82;',  wof&r  N(t>(vi^  «  2p^) 


p 

<l>ho) 

/»(lo) 

2 

4— 

»»0 

7 

0 

1— 

% 

125— 

K 

53 

1-4-  3*7^ 

5377— 

6476.,^ 

59 

2— 

31J, 

17521— 

6146»,^ 

61 

10— 

% 

14059— 

67801,^ 

89 

7— 

H 

14563— 

20560tjj 

97 

13— 

% 

16639— 

25632tjj 

131 

11— 

^\ 

90689— 

466589}^ 

157 

2— 

^\ 

272579— 

320761?^ 

173 

14— 

3^1 

212075— 

87308ij^j 

263 

19— 

^% 

1076326— 

57027»?j 

331 

25— 

\ 

214863— 

563178i7j 

337 

17— 

bn^ 

645371— 

54602417^ 

353 

23— 

3^ 

1885717— 

329608tj^ 

379 

10— 

^''i 

206263+ 

813690t}^ 

431 

26— 

3% 

1105847— 

102 144217  j 

479 

2+  9.,^ 

4007821— 

722206*?^ 

p  ¥yio) 

491  1—  9ijj 

521  6—  9tjj 

541  19—  7i7^ 

601  34—     vi^ 

613  22—  7i}^ 

643  29—  öt}^ 

647  14—  9ijj 

683  34—  8i}q 

709  37—     ij^ 

719  35—  3ijj 

739  2— llijj 

827  22—  9yi^ 

883  31—  7»jj 

911  25—  9i?^ 

967  88—  bfi^ 

991  34—  7fj, 


465389— 

4023097— 

5958565— 

8547247— 

9278303— 

10482647— 

703339— 

7623067— 

4244777— 

4252567— 

14683673— 

15728519— 

18017197— 

3087797— 

2209145— 

14412539— 


1516970fjj 
1202872»;^ 
1985292ij^ 

400872ij^ 
47724tj^ 
27181,^ 
30378829;, 
9447158*7^ 
3491844*7^ 
3635554t7^ 

267906tj^ 
2816006«}^ 
3520626«7q 
7305778»7^ 
8278326»7^j 
7317858Y7, 


VI.    p  zum  Exponenten  46  gehörig,  in  Beziehung  auf  47  te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

5,       11,       13,  19,       23,       31,  41,       43,       67,       73,     107,  109,  113,  127,  137,  139, 

151,     163,     167,  179,     181,     193,  199,     211,     223,     227,     229,  233,  257,  293,  311,  313, 

317,     349,     359,  367,     373,     389,  409,     419,     421,    433,     443,  449,  461,  463,  467,  499, 

503,     509,     547,  557,     569,     577,  587,     593,     599,     607,     631,  641,  673,  677,  691,  701, 

727,     743,     757,  787,     797,     809,  821,     829,     839,     857,     859,  877,  887,  919,  937,  953, 
971,     983,     997. 


*)    d.  h.  es  gibt  fOr  diese  Gruppe  stets  eine  compMd  Zahl  <K*lo)»  <i^n  Norm  a  2p  ist. 
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p 

107 
743 


A=53 


1.    p  SB  bsm  +  1- 


Congmenzwurzeln  med.  p. 


10      —     7       4-37       4-49      —  45       —  22       —     6 
117       4-315       4-295       —337       4-50      +94       4-147 


,1  A 


4-47   4-42   —  8 
—110   4-239   4-271 


ji 


.19 


IS 


14 


,15 


16 


rir 


18 


19 


,90 


p  iL**  a*'     iL**  CL**  a' '     ii'o     fli« «     a'**     a''     a' 

107   4-27   —  51   4-25   4-36   4-39   —  38   4-48   4-52   —  15   —  43 
743   4-242   —  80   —299   4-  62   4-176   4-212   —285   —  90   4-128   —116 


rSl 


,29 


,91 


p34 


,9i 


rl6 


,91 


,9t 


89 


80 


107—2       --  80       4-  H       4-33       4-9       —  17       4.  44       4-  12       4-13       4-23 
743       4-198       —133       —  42       —287       4-144       4-241       4-  37       4-129      —233       —230 


,91 


pS9 


,99 


,94 


,9i 


107       4-16       4-53       —     6       —  50       4-  35 
743       4-162       4-364       —237      4-238       4-388 


)36 


t»T 


18 


>39 


40 


4-29      —  31       4-11       4-3      4-30 
—  73       4-368       4-38       4-12       4-82 


41 


r41 


r4S 


r4  4 


»4& 


r4  6 


(41 


r48 


,49 


107       —  21       4-4       4-40       —  28       4-41       —  18       4-34       4-19       —  24 
743      4-65       —175       —329       —143       —358       4-278       4-I66       —104       4-28Ö 


ftSO 

—  26 

—  68 


,fti 


tsa 


p  a' 

107       —  46        --32 
743       —217         4-127 
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IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
26  zweigliedrige  Perioden  (fttr  die  primitive  Wurzel  2  von  53): 

%  =  «  +  «"*>  *?!=«*  +  «"',        tjj  =  «*+«"*,         tjj  =  a® -I-«-®  ^       tj^  =  a^*  4- «-"  , 

>Ji,  =  «'  +  «"'  ,  *?„  =  «"  4-  «""  ,         *?,e  =  «"  -f  «-"  ,         i?i,  =  «'-♦-  «"*  , 

*7i8  =  «®  +  «"*  ,  »?jg  =«  a"  +  «""  ,        n,o  =*  «'*-*-  «■"'*  >         >?ji  -=  a*  +  a"*  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

—15504»7"+38760ij^*+27132»7"— 60388»?"— 31824t7"+43758»j*®4-24310>j'—24310ij'—11440ij' 

4-8008*7*4-3003*?*— 1365*?*— 364»j'4-91>7'4-13*7—i  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

>Jo  =  2  4-  *?^  ,       »?^*?j  =  t?^,  4-  t?i,  I       %V^  =  *?i,  +  %i  >       *?o*'8  ~  ''s  "*"  ^'u  »       *?o*7«  ~  *?io  "*"  ^ti  » 
%*?5  '^  •'t  "*■  ^2J  »  Ve  "^  *?19  **"  ^'aa  »  %^r  ^  ^^s  "*"  ''is  '  '^o^'s  ~  '^s  "**  ''jj  » 

^''is  —  ''t  +  ^'ao  »          ''o*'i4  '^^  ''a  "*"  *^i8  »           ^^'is  ~  ''la  "*"  ^a4  '  ^''is  —  ^20  "^  %i  » 

*^o^iT  =  ''i  +  ^8  '            %'^i%  ~  *'i4  "♦"  '^ai »         Vi»  ~  ''e  "*■  ''84  »  \^io  =  ^'is  "*•  *?ie  ' 

%^8i  *"  ^«  "*-  ^18  y           Maa  ==  ^fi  "*"  ''s  '            ^'o^'as  **  ''s  "+"  *^ii '  Va4  "^  ''is  "*"  ''i»  ' 

''o'^a»  ==  ''i«  "*"  ''as  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

P  ^0  *Ji           *Ja           "Ji  I4          1s  16          Ix  ''s           'Js  'Iio  *lii         In 

211  —4  4-14  —  17  4-  76  4-77  +19  —  63  —  42  4-  74  —  12  —'69  —  94  —  28 

317  4.6  4-23  —107  4-  36  —45  4-121  4-  57  4-77  —  96  4-21  4-122  —  17  —  30 

953  —3  -f.  7  +47  +301  +64  4-282  4-423  —237  —  60  —214  +  50  —361  —242 

P       1i3         *Ji4  1i5         I16  I1T  *Ji8        'Ji»  'Jao       ^91  las  *Ias  *J84         *Ja5 

211  —  62  4-  44  4-  35  —  43  —  62  -.-  41  —    .9  4-79  —  91  +50  —  34  4-  99  4-93 

317  —  53  —  46  —105  —  72  4-110  4-  52  —151  —25  —  11  4-119  —106  4-139  —   18 

953  4-429  4-110  —291  —138  —  18  4-322  —195  —97  —123  —121  +344  4-162  —442 

/(*?.),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  *) 


p  /(»lo) 

4-211    *?g— ,,^^— *?^j 


P  /(I0) 

+317     14->?„4-»?„ 


P  /(»Jo) 

+953     fl-V.-hV,, 


*)    Für  sämmtliche  Primxahlen  p  ist  Nßyif^)  =  4-/>. 
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III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
13  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  53): 


,,  =  «  +  «"•  +  «"  +  «". 
,,  =  «•  +  «"  +  «»  +  «", 


,,j  =„»  +  „'  +  «»  +  a«  ,  r,^  =  ct*  +  «"  +  «"  +  «»  , 


.16 


37 


.50 


'6 


tj=a      -h«     -h«     -h«     , 


'10 


y}^  =  «"  +  «**  +  «"  +  «*    , 
t?g  =  «**  +  «"  +  «9  +  rt*  , 


>?j5  =  «"  4-  «'"^  4-  «"  4-  «"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


ii"  + »;"  —  2-4*7"  —  19>7"  +  190*?^  4-  116*?'*  —  601»?^  —  246»}*  +  738»?*  4-  «16»}*  —  291»?^  —  BSV** 

4-  lOij  4-  1  «=  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*Io  =  -*  +*?i  +2»7,  , 

^Jo^^J  =  *?!  +  »»T  -♦-  »'b  +  »^H  « 


^^'l  =  %  +  *?3  +  *74-^-^' 
%*'4  =  *?!  +  'Jj  +  *?io  +  *?19  » 
%^7  =  ^\  +  *?,  +  *75  > 
VlO  =  *'4-*-*'5  +  %  +  *'ll' 

Via  ="  ^'a  *+"  ^'s  *+■  *'4  "•"  ^19  • 
Congruenzwurzeln  mod.  p. 


%'^3  =  *?«  +  *?8  •+■  ^'ii  "*"  ♦'la  ' 
Vs  ~  ''i  "+"  ^'t  "^  ''s  "*"  '^lo  » 
%%  =  ''a  +  ''j  +  *?5  ■*-  »'s  » 

»'o'^ll   ~  »'s  ■*■  *?6  ■*■  ''l»  +  *?10  ' 


*Io 


»ll 


»la 


«Ji 


I4  "Js  *l6  'It  18  ^9         *Jio         I11  lia 

23  4-1+74-84-2—  10—     9—     1—     64-74-6+5—     5—     7 
83  +10    +41    —  37    4-  16    —  21    —  10    —  33    —  14    4-  27    —  31    4-12+16    4-23 

^01 

d3  +35    —153    +202    —224    +  69    +292    4-159    +  74    4-261    +283    +230    +60    —  53 

^59  -1-48    4-186    —  71    +227    —243    +329    —298    —261    —182    —231    +183    —297    —100 

■719 

5577 


P       ytio) 

23     +l-»7. 


J{%)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


p 

Ano) 

p 

Ano) 

p 

Ano) 

83 

-"''o-^ 

613 

-l-*?3->7,+»;„ 

659 

+i-%+%+»?„ 

*)     Für  grössere  Primzahlen  ist: 
N{2  +  *i)  «  1061 ,     ^(3  — »:)  =  52259  ,     ^(3  +  »]) 
N(l  +  3*1)  =  719633 ;  ferner  NU  —  »j) 


68371 ,     N(,l  —  2»i)  =  152683 , 
63 .  200869  u.  s.  w. 
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Xs53 

rV.    p  zum  Exponenten  13  gehörig. 
4  dreizehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  53): 

*?Q   =  a-T"«      -rCf      -T-<*      -r"tt      -T-a      -T-«      -T-«      +«      +«      -f-Cf      +<*      •+"<*      j 

«•       *=    /y'-*  -J-  /**'  _1-  /***  -l_  /»'Ö  _•     ^>  _i_  -.48  _.     -,36  _|_      4»     t^      11  j^      19  ^^      19  _,         41  _,        »0 

»jjS^cf-T-cf     "T  et     +a     -f-a-t-a     +ä     t"<*     +ä     -f-^     +<*     -t-ä     +«     > 

/»8     f.  ^«3  _i    ^»4     i_  -.14  _i    -.1»  _i    ^8»  _|_  ^»1  _i_  ^11  _|_  ^18  _.     ^38  _,    ^»0    j_  ^i    j_  ^S»  . 

rc-t"Ä     "T  ^     "r  et     "T  f^     "r  et     T-Ä     "r  et     +«     +^     ■T'ä     ^-a^-a     y 


*Jo  = 


>?,  = 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»?*  +  »?'  +  7»;'  —  43»j  4-  47  ar  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


-  2  +  »,,  +  4t?, 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


%^i  =  9-2»?^  — 2tj,, 


i' 

no 

1 

1i 

13 

n» 

P 

1o 

1l 

»33 

»Ja 

13 

+   1 

—  2 

—  2 

+  2 

593 

+  13   +136 

+157 

+286 

47 

0 

—  16 

—  19 

—  13 

599 

—  13   - 

-143 

—221 

—223 

89 

+  3 

—  27 

—  35 

—  31 

607 

+  89   - 

-134 

—262 

—301 

97 

—  1 

—  41 

+  11 

+  30 

619 

—  60   +89 

—205 

+175 

227 

+85 

—  87 

—101 

+102 

683 

+118   - 

-159 

+277 

—237 

281 

+21 

+  70 

+  23 

—115 

733 

+  21   - 

-348 

—352 

—  55 

293 

—  3 

+  71 

—  15 

—  54 

757 

+  5   +352 

+108 

+291 

307 

4-  4 

—  85 

—  51 

+131 

811 

+  70   - 

-182 

—351 

—349 

311 

4-57 

—  68 

+130 

—120 

823 

—  23   +32 

—  81. 

+  71 

331 

—23 

—  89 

+155 

—  44 

839 

+  17   - 

-  57 

+  87 

—  48 

367 

—49 

—  71 

+  68 

+  51 

863 

—251   +338 

+348 

+427 

439 

—60 

—219 

+187 

+  91 

911 

+126   - 

-427 

—251 

—360 

487 

—72 

—204 

+130 

+145 

929 

—  46   - 

-322 

—319 

—243 

521 

—99 

—211 

+159 

+150 

937 

—  5   - 

-260 

+306 

—  42 

523 

—  4 

+  52 

+253 

+221 

947 

—  70   - 

-437 

+151 

+355 

577 

+54 

—166 

+194 

—  83 

967 

+105   - 

-452 

—273 

—34« 

y(*7jj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P 

Ana) 

P           Alo) 

P 

ytio) 

P 

Ano) 

13 

1-% 

311  3— *}j 

-2.,, 

593 

2*?j+4i?,+»}, 

823 

2-3»,^. 

-*?3 

47 

''o 

331  2+»,^ 

-2,, 

599 

2— *?,+!?, 

839 

3-3v 

-'»3 

89 

3-*?o 

367  2-»,^ 

-  ''. 

607 

5-2»? 

8 

863 

!+>?,- 

-»},-2i,. 

97 

1+% 

439  1—2» 

'i 

619 

3-2»,^+»,, 

911 

l-2„^. 

""^i 

227 

l-»?,-»?, 

487  1— 2y 

'o-% 

683 

l+2t7^^+»j. 

929 

3+t?j- 

-'»3 

281 

2+%-^ 

521     t,. 

+2»?i 

733 

^-^1 

+^3 

937 

0-+-% 

293 

3+t?, 

523  4+»j, 

757 

^-% 

947 

3-^'?o- 

-217, 

307 

4-% 

577     f}^ 

-2^, 

811 

2+»?, 

-%            • 

967 

1-%- 

-»?,+  *», 
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X  =  58 


V.    p  zum  Exponenten  26  gehörig. 
2  sechsundzwanziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  53): 

ij^  =  Ä-f-«-i-a     -pÄ     -+-«     •+-«     -T-Ä     -t-a-f-a     H-rc-t-a     -t-ä     •+-«     "t~^     +^ 


JT 


.48 


9 


S6 


.S8 


46 


.9S 


47 


.39 


.10 


4-  «••+  «'*  4-  a'  4-  •'  4- «"  4-  «"  4-  «''  4-  «  '  4-  «"  4-  «'"  4-  et 


.40 


»J,     — 


a 


51 


„'+«»+«"  +  «"  +  «"  +  «"  4.  «»0  ^  ^14  ^^a_j.  ^18  ^^48^  ^.3  _j.  ^26 


Wurzeln  der  Gleichung: 

t?'  4-  t?  —  13  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


vi'    — 

13-*?o. 

Vi  =  —  13  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

P       «lo 

»I1 

P        »lo 

ni 

P        lo         I1 

P        I0 

I1 

7       2 

—  3 

197       14 

—  15 

449       21     —  22 

727       89 

—  90 

11        1 

—  2 

199       37 

—  38 

461       77     —  78 

751     240 

—241 

17       6 

—  6 

223       80 

—  81 

467     131     —132 

857       29 

—  30 

29       6 

—  7 

229       62 

—  63 

541     159     —160 

859     350 

—351 

37     16 

—17 

241       94 

—  95 

547       96     —  97 

877     227 

—228 

43       7 

—  8 

269     112 

—113 

587       24     —  25 

907     206 

—207 

59       8 

—  9 

271     126 

—127 

643       91     —  92 

941     419 

—420 

113     38 

—39 

347     163 

—164 

647     277     —278 

971     469 

—470 

131     30 

—31 

409     177 

—178 

653     292     —293 

983     219 

—220 

149    32 

—33 

431     204 

—205 

661     138    —139 

991     430 

—431 

163    42 

—43 

433     136 

—  137 

673     247     —248 

997     216 

—217 

/(%)»  Primfactoren  der  Primzahlen  jp*). 

P 

/(^o) 

P 

/(no) 

P          /(I0) 

P           Ana) 

—     7 

2-*?o 

4-197 

14-  n. 

4-449     21-  >,, 

—727       7- 

-8»,, 

—  11 

1-% 

—199 

9-öt,^ 

-461       l-6>,. 

4-751     28- 

-3*7, 

4-  17 

5-% 

4-223 

17-3»,, 

—467     10— 7»,j 

4-857     29- 

"  ''o 

4-  29 

6-% 

4-229 

19-4t,, 

4-541     31-7T,, 

4-859     32- 

—  37 

3-2.,^ 

—241 

7-5»,^ 

4-547     29— 6t,, 

4-877     31- 

4-  43 

7~% 

4-269 

22-ÖT,, 

4-587     24-  t,. 

-1-907     40- 

-^% 

4-  59 

8-% 

4-271 

17-2t,^ 

—643       14-71,^ 

—941       7- 

-H 

—113 

1-3»,, 

4-347 

19-2t,j 

—647       24-7T,, 

4-971     31- 

-2.,, 

—131 

7-4t7j 

—409 

12-7t,, 

—653     16—9»,, 

—983       5- 

-9". 

4-149 

17-4tj, 

4-431 

21-2„j 

4-661     29—5»,, 

4-991     37- 

-'". 

—163 

5-4.,, 

4-433 

22— 3»,j 

4-673     35— 8»,j 

4-997     41- 

-9^ 

*)    Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  dass  Nßyio)  =  -f-/),  das  Zeichen  —  , 
iWlo)  =  —  P  ist. 

11 
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X=-53 

VI.    p  zum  Exponenten  52  gehörig,  in  Beziehung  auf  53te  Einheitswurzeln  selbst 

complexe  Primzahlen: 

2,         3,         5,       19,       31,       41,       61,       67,       71,       73,       79,  101,  103,  109,  127,     137, 

139,     161,     167,     167,     173,     179,     181,     191,     193,     233,     239,  261,  267,  263,  277,     288, 

313,     337,     353,     369,     373,     379,     383,     389,     397,     419,     421,  443,  457,  463,  479,     487, 

491,     499,     603,     609,     567,     563,     569,     571,     601,     617,     631,  641,  647,  691,  701,     709, 

739,     761,     769,     773,     787,     797,     809,     821,     827,     829,     853,  881,  883,  887,  919. 


l,  p  =  59m -+-  1 


p 

a 

d* 

709 

—324 

H-  44 

827 

—387 

4-  82 

59 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


—  76   —191   +201   4-104   +336 
—308   +108   +381   —241   —184 


11 


13 


la 


14 


1» 


,ie 


IT 


p     ft**     ft**     *••     a*'     tt»»     a' 

709   +343   +181   +203   +166   —285   +170   +222 
827   —  24   +191   —314   —  61   —111   —  47   —  6 


tt» 

a» 

ftlU 

+322 

—105 

—  12 

+  86 

—202 

—391 

«1« 

«1» 

tt»0 

—319 

—158 

+144 

+281 

+417 

—114 

r»l 


r99 


JS 


>14 


,3» 


^3  6 


,37 


r98 


i3  3 


,30 


709   +138   —  45   —309   +147   —126   +  87   +172   +283   —231   —310 
827   +287   —261   +378   +  93   +397   +183   +801   +120   —128   —  84 


p 

*■» 

709 

—238 

827 

+266 

P 

a*i 

709 

+  20 

827 

+362 

P 

709 

827 

33 


p43 


,S1 


rS3 


pS4 


36 


je 


r3r 


,38 


,39 


At 


,44 


,S3 


,S3 


,4» 


—  99   +171   —102   —276 
—331   —  88   +149   +227 


,54 


tt*"     «"*     a"*  a' 

—240   —230   +  76   —194 
—  125   +409   —326   —369 


■4« 


,ss 


p4f 


(4  8 


r49 


,56 


,»r 


,58 


—245   —  28   —145   +186 
—268   +341   +353   —156 


i4  0 


—169   +163   —346   +  82   —336   +  63   +149   —  64   +175 
—272   +235   +  26   +249   +396   —257   +219   —399   —236 


,so 


a"  a*'  «*'  o* 

—234       —  47       +339       +59       +27 
—187       —407       +379       —294       —348 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  und  zwar,  da  827  die  quadratische  Nenn- 
form hat,  709  nicht,  bei  dieser  im  Kubus  von  deijenigen  Potenz  wirklich,  in 
welcher  sie  bei  jener  wirklich  sind. 
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II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
29  zweigliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wui*zel  2  von  59): 


«  +  « 


-1 


a'  4-  et 


-i 


r,  =  «*  H-  «""*  >  1?,  =  a'  +  «"'  , 


14 

SS 

«"  +  «- 

16 

»?J 

=s 

"e  = 

«'  +  «-'. 

yfj 

=r 

«"+«-", 

1. 

— 

«" + «- 

10 

^'s 

= 

"lo  - 

«"+«-", 

*^ii 

: : 

«"  +  «-". 

"l. 

= 

«"  +  a- 

IS 

^8 

= 

«» +  «-• . 

»»14    - 

«"  +  «-», 

\i 

TT- 

«"  +  «"  , 

"l. 

SS 

«"  +  «- 

1( 

*?1T 

= 

«"  +  «-« , 

ll.    - 

«'  +  a"^ , 

»?i9 

= 

«"  +  «-" ; 

"lO 

= 

«"  +  «- 

18 

^1 

r= 

et   +  a      , 

*I„    — 

«•  +  «-• , 

''ai 

^ 

«"  +  «-", 

%* 

^s 

«"  +  «-• 

14 

*?« 

= 

a     +a       , 

+  «-" 

r»"    _L_   «-«» 

• 

%T 

^= 

«"+«-", 

Wurzeln  der  Gleichung: 

^»»-^tj"— 28ij"— 27»?**^4-351*j"+325ij"— 2600»?"— 2300*j"+12650>7"4-10626t7'°— 42504tj" 

— 33649»?"+100947tj"H-74613ij"— 170544T7"— 11628(hj"4-203490ij"4-125970>j"— 167960»7" 
— 92378t7*®+92378ij'+43758>7'— 31824*j'— 12376»7*+6188»y*+1820»7*— öGOt?'— 105t7*+15*}4-1=0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Via  ="  ''iT  *+■  ^»4 ' 


Vie  =  ''i«  •+■  *» 


93  ' 


*?A»? 


Vir  =  ^^s  +  ^13  » 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


"o*». 

\  +  ^31  » 

*?0^3 

''ll   ■+"   ''18    » 

''o''6 

rrs 

>?3  4-*j„ , 

»'o'^T 

— 

^13  +  ^25  ' 

VlO 

r= 

%  +  ''as » 

Mii 

— 

V,  4-  fi^, , 

''o'»14 

= 

%  ■*■  '^ii » 

Vis 

— 

*7„  +  >736  , 

Vi. 

=: 

»?,  4-  »?j„  , 

Vi  9 

— 

^IB  •+■  *?3T  » 

Vm 

s= 

"^s-^^B* 

%*?3» 

: 

''16  *+■  ^iS  » 

%%t 

^ 

^10  "^^  ^'is » 

VsT 



^4  "*"  ''l9  ' 

1* 

353 


I0 
—     3 


1i 
4-     7 


If 


»Ja 


'J4 


»l6 


18 


It 


lg  I9 

4-47       4-89       4-153       4-109       —123       —  52       —122       4-  56 


P  lio  In 

353       —  43       4-82 


In 
15 


*llJ  ^lA  llJ  IlS  IlT  »JlS  *ll9 

—130       —  46       —     4       4-14       —159       —137       4-  58 


P  130       131       133       I33       I34       ^13$       'Ise       I3T       138 

353       —168       —  18       —  31       —100       4-114       —  67       —102       4-165       4-  42 


/(tj^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
p  =  353,  /(t,^  =  -  1  -t,^^- t,^^. 


ir 
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X  =  59 

UI.    p  zum  Exponenten  29  gehörig. 
2  neunundzwanziggliedi-ige  Perioden  (fQr  die  primitive  Wurzel  2  von  59): 

Wurzeln  der  Gleichung: 

>?'  +  »j  4-  15  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


<-' 

-lö-r,, 

•0  '1 

—  +15. 

Congruenzwurzeln  mod.  p,^ 

0 

p 

»3o 

»31 

r 

»lo 

1i 

P 

lo 

»Ii 

P 

»Jo 

ni 

3 

0 

—  1 

223 

77 

—  78 

439 

140 

—141 

647 

116 

—  117 

5 

0 

—  1 

239 

26 

—  27 

449 

36 

—  37 

653 

67 

—  68 

7 

2 

3 

241 

34 

—  35 

461 

111 

—112 

661 

99 

—100 

17 

1 

—  2 

251 

72 

—  73 

479 

189 

—190 

677 

174 

—175 

19 

6 

—  7 

257 

27 

—  28 

487 

130 

—131 

121 

123 

—124 

29 

8 

—  9 

263 

48 

—  49 

491 

58 

—  59 

733 

252 

—253 

41 

16 

—17 

271 

117 

—118 

499 

38 

—  39 

743 

105 

—106 

53 

21 

—22 

277 

106 

—107 

521 

22 

—  23 

757 

47 

—  48 

71 

7 

—  8 

281 

126 

—127 

523 

68 

—  69 

761 

320 

—321 

79 

19 

—20 

293 

85 

—  86 

547 

90 

—  91 

787 

128 

—129 

107 

17 

—18 

307 

127 

—128 

557 

168 

—169 

829 

228 

—229 

127 

51 

—52 

311 

46 

—  47 

577 

171 

—172 

853 

401 

—402 

137 

53 

—54 

317 

81 

—  82 

593 

249 

—250 

877 

266 

—267 

139 

45 

—46 

331 

40 

—  41 

599 

217 

—218 

883 

408 

—409 

163 

52 

—53 

359 

82 

—  83 

607 

42 

—  43 

907 

372 

—373 

167 

64 

—65 

373 

129 

—130 

617 

254 

—255 

911 

281 

—282 

181 

79 

—80 

379 

33 

—  34 

619 

55 

—  56 

947 

427 

—428 

193 

41 

—42 

383 

182 

—183 

631 

103 

—104 

953 

119 

—120 

197 

13 

—14 

389 

156 

—157 

641 

131 

—132 

971 

222 

—223 

199 

54 

—55 

433 

80 

—  81 

643 

136 

—137 

997 

70 

—  71 

/(>7q),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Die  folgenden  (23)  Primzahlen  p  haben  wirkliche  Primfactoren  /(ijo). 


p 

A^o) 

P 

Ant,) 

17 

1    ^0 

317 

^-^\ 

71 

7-% 

373 

14-3>7^ 

139 

l-3r, 

383 

17-2ij^ 

163 

4-3*,^ 

389 

2-51,, 

197 

13-  % 

439 

16-3t7j 

223 

8-3T?, 

461 

13-4*7^ 

P 

A^o) 

479 

8-5»,^ 

521 

22-  r,^ 

547 

l-6„^ 

631 

7-6„j 

641 

14-5*7, 

677 

19-H 

P  Xlo) 

727  11— 6>7, 

733  23— 3>7, 

743  1— 7»jj 

787  13— 6*)j 

953  1+8*7, 


•)  mod.  p'  ist,  für  />  =  3  ,   i^q  ;==  3 ,   »Ji  =  —  4 . 
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\- 

=  59 

Die  übrigen 

(53)  Primzahlen  haben  ideale  Primfactoren  /(%)»  ^ 

wirklich  sind: 

P 

/»(lo) 

+(no)*) 

P 

fM 

3 

3-    \ 

433 

6626-1371*,^ 

5 

10-    V, 

'^o 

449 

7657— 1225»jj 

7 

13-       3„^ 

2-% 

487 

9304— 1113t,, 

19 

52-     15t,^ 

6-% 

491 

9029— 1295»,^ 

29 

62—     Zbv)^ 

8-% 

499 

3443— 2625>j, 

41 

262-         n^ 

7-2>?, 

523 

1579— 3009t7^ 

53 

118—     91»j^ 

9-2„^ 

557 

11999— 1043ijj 

79 

344-  147t,^ 

l4-4t,^ 

577 

3091—3387»,, 

107 

43+  287tj^ 

17->7o 

593 

13598—  881»,, 

127 

232—  357»j^ 

l-5„^ 

599 

6488—3185»,, 

137 

29—  413tjj 

4-5>,^ 

607 

11623— 2073»,, 

167 

1159—  433t?^ 

9-5t,^ 

617 

11962—2107»,^ 

181 

2342—  llliy^ 

.  21-2,7^ 

619 

14956—  573»,, 

193 

643—  651*7^ 

12-5t,^ 

643 

11183—3459»,, 

199 

2608—  195»jj 

17-4.,^ 

647 

16274-4283»,^ 

239 

659—  917>7^ 

26-*,^ 

653 

8343—3241»,, 

241 

2594—  615»j^ 

34-7*?, 

661 

15082— 1581»,^ 

251 

388-1009»?^ 

2-7>?, 

757 

7547—4767»,, 

257 

3553—  433»7j 

27-  >?o 

761 

9782—4481»,, 

263 

64— 1099>?j 

18-5>?j 

829 

11533—5025»,, 

271 

4127—  321ijj 

6-7,,„ 

853 

3811—6431»,, 

277 

4502—  147»?^ 

19-5„^ 

877 

24529—1533»,^ 

281 

4691—     35tj^, 

27-2t,^ 

883 

26228—     21»,, 

293 

3881—  702ijj 

9-7.,, 

907 

7148—6573»,, 

307 

2489— 1317»jj 

21-5>,, 

911 

26543—1169»,, 

311 

2761—1135»?^ 

ll-7>y. 

947 

6217—7147»,, 

331 

5956—  105»ii 

3-8„^ 

971 

6289— 7435»,^ 

359 

4976— 1043>?j 

27-4*,, 

997 

30166—1527»,, 

379 

6061—  903»?j 

33-  Vo 

«►(lo) 

28-  5,,j 

36-     % 
33-  4,, 

19-  8^j 

38-     ,„ 

21-  8,, 

29-  Ir,^ 

2+11% 
«-     % 

36-  6,, 

3-11'), 

37-  5,, 

7-11% 
17-lOr^ 
32-  7n^ 

47-     % 
36-  7.,j 

31-11% 
49-  2.,, 

29-10ij„ 

6-13.J, 

46-  &,, 

9-13% 
27— Hi?j 

14-13»), 
3-14»), 


rV.    p  znm  Exponenten  58  gehörig,  in  Beziehung  auf  59te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,       11,  13,       23,       31,       37,       48,       47,       61,       67,       73,  83,  89,  97,  101,  103, 

109,     113,  131,     149,     151,     157,     173,     179,     191,     211,     227,  229,  233,  269,  283,  313, 

337,    347,  349,     367,     397,     401,     409,    419,     421,    431,     443,  457,  463,  467,  503,  509, 

Ml,     663,  569,     571,     587,     601,     613,     659,     673,     683,     691,  701,  719,  739,  751,  769, 

773,     797,  809,     811,     821,     823,     839,     857,     859,     863,     881,  887,  919,  929,  937,  941, 

967,     977,  983,     991. 


*)     <l>(lo)   '^'  ^'"^   zasammengesetzte   complexe  Zahl,   deren  Norm  ^  3p  ist.    Die  quadrati- 
sche Form  dieser  Primzahlen  p,  Ursache  der  Idealität,  ist  3^'  +  2/i  +  5;'  . 
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61 


1. 

p  r=  61m4-  1. 

Congruenzwurzeln  med. 

P' 

p 

a 

a» 

a« 

a* 

tt* 

a« 

af 

a« 

«» 

«10 

367 

—  75 

+130 

+175 

+  87 

4-  81 

+164 

+178 

—138 

4-  74 

—  45 

733 

+100 

—262 

+188 

—258 

—145 

+160 

—126 

—139 

+  27 

—232 

977 

—353 

—447 

—488 

—476 

—  16 

—214 

+313 

—  88 

—200 

+256 

P 

«»> 

a>» 

ai» 

a>* 

ai» 

«16 

«IT 

«18 

«1» 

«so 

367 

4-  72 

+105 

—168 

+122 

+  25 

—  40 

4-  64 

—  29 

—  27 

—177 

733 

4-256 

—  55 

+364 

—250 

—  78 

+263 

—  88 

—     4 

+333 

+315 

977 

—484 

—123 

+431 

+269 

—188 

—  72 

+  14 

—  57 

—396 

+  77 

P 

a«» 

«" 

a»« 

«»* 

a»» 

«>« 

a" 

«•» 

«»9 

«>o 

367 

4-  63 

+  46 

—147 

+  15 

—  24 

—  35 

+  56 

—163 

4-114 

—109 

733 

—  19 

+299 

—153 

+  93 

—229 

—177 

—108 

+195 

—291 

+220 

977 

4-175 

—224 

—  65 

+474 

—255 

+131 

—324 

+  63 

+232 

+172 

P 

«»» 

«»> 

«»» 

a«* 

a»» 

«»« 

a»T 

«»8 

a»> 

«4  0 

367 

4-101 

+132 

+     9 

+  59 

—  21 

+107 

+  49 

—     6 

4-     8 

+134 

733 

4-  10 

+267 

+312 

—319 

+352 

4-  16 

+134 

+206 

+  76 

+270 

977 

—142 

+299 

—  31 

+196 

+179 

+318 

+101 

—481 

—205 

+  67 

P 

a*» 

tt*> 

a*» 

a*4 

«4  5 

«4« 

a«T 

«4  8 

a*» 

«5  0 

367 

—141 

—  68 

—  38 

—  86 

—156 

—  44 

—     3 

—142 

+     7 

—158 

733 

-121 

+361 

+183 

—  25 

—301 

—  47 

—302 

—147 

—  40 

—336 

977 

—203 

+338 

—120 

+349 

-  95^ 

+317 

+454 

—  34 

+278 

—434 

P 

^5  1 

«" 

a»» 

«»* 

a" 

tt»« 

a»' 

«58 

«59 

«6  0 

367 

4-106 

+124 

—125 

—  167 

4-  47 

+145 

+135 

+151 

+  52 

+137 

733 

4-218 

—190 

+  58 

—  64 

+197 

—  91 

—304 

—347 

—249 

+  22 

977 

—187 

—425 

—433 

4-437 

+105 

4-  61 

—  39 

+  89 

—153 

+274 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
wirklich  in  1861  ter,  resp.  in  41 .  1861  ter  Potenz. 

Nonnen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 

JV(1  +  «  +  «»)  ==  867  .  239243  . 
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in.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
20  di*eigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2 


von  6l): 


% 

: 

«4- «*'-+-«", 

♦'i 

— 

1?, 

— 

^4  _,     ^5  _,     -.52 

*J, 



««  +  «10  ^  ^43  ^ 

»J* 

— 

«     4- «     -t-  a     , 

*?5 

7-T- 

„"  +  „" + „»• , 

\ 

= 

a'  4.  a"  4.  «"  , 

^T 

= 

a'+a''  +  a'\ 

>7g 

=S 

«"  +  u"  +  «»♦  , 

♦Jg 



«"  4.  «»0^  ^7  ^ 

*?10 

-T 

a''^u''  +  a'\ 

^11 

= 

„»+„"+„", 

"^12 



«9  4.  «"  +  «*«  , 

^I 

r= 

a     4-  a     H-  a     , 

»»n 

= 

„» + «"  4.  „" , 

»Jis 

= 

«11  4.  «^«4.«", 

^e 

r= 

^T 

r- 

a**  +  a"  +  a"  ; 

.      =  «"  4-  «*'  4-  «*^  ,  »?,,  =  «"  +  «"  4-  " ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

4-541»?'— 1330T7®— 1820t)*— 261ij*4-439ij'+2983i?'4-ö22»j-+-611  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

''o'^s  =  *?,  +  ^74  "+"  ^^s  '  ''o^T   =  ^6  +  *J»  +  *7u  »  ''o^s   =  %  +  ^  +  \l  ' 

^70*^9   ~  *?j  +  *74  ■+"  *7i9  »  *7o*7io  ==  3  +  *»»  +  ^18  »  Mii   =  *7io  *+■  ''i*  **■  ^15  » 

^0*?12    =    *?,  +  \7  +  *»16  '  Ml8    =    *?,  +  *?6  +  ^9  '  ^0*?14    =    »»16  +  ^1«  +  ^9  ' 

Ml5    ==    *»8  +  %  "^  ^16  '  VlC    =    ^3  +  ^'ll  +  ''iT  '  ^^'iT    ^  %  +  ^'U  +  ^14  ' 

Vis    ~    *?o  "^"  ^'s  ■+■  '^ll  »  Vis    "^    *?$  +  *?T  +  ^17  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

p  *Jo             1i             'Ja               ^i            *l4             I5              1»              1t             1«             ^9 

13  04-54-6—1—3—3+3+54-3—5 

47  0       +6       —  11       +10       —  18       —  18       +3       —     1       +10       —  15 

257  +5       —  51       —  10       —  45       +82       +31       +  72       —112       —107       +  67 

379  —  22       —  42       +157       +64       —  52       —  75       +132       —171       —  57       —  68 

P  llO       In       1l9       In       1l4       1l8       1l6       IlT        ^18     .  1l9 

13  +4  +3  —     1  +2  +6  +3  +2  —     2  —     6  +4 

47  +21  +8  —  15  +12  —  17  —     4  +5  +19  —  13  +8 

257  +  38  —108  —  56  +72  —123  +59  +78  +29  +37  +41 

379  —116  —144  —  25  —  68  +63  —  96  —109  —132  —  47  +49 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  4 Iter  Potenz  wirklich.     Normen: 

Ny}^  =  13  .  47  ,       N(yi^  -  ff^^)  =  61  .  13  .  257  ,     N(rt^  +  t?^,)  =  13  .  379  ; 
N(l  +  t),)  =  13'.  47  ,    N(l  -  *?3  +  t?„)  =  13'^  257  ,  N(l  -  t?)  =  2731 . 

Aus  den  3  ersten  folgt,  dass,  wenn  eine  der  4  Primzahlen  ideale  Primfactoren 
hat,  die  übrigen  in  demselben  Falle  sind  (denn  der  Primfactor  von  61  ist  wirk- 
lich, =  97^  —  97^  J ;  die  letzte  Norm  gibt  eine  zum  Exponenten  3  gehörige  Primzahl, 
deren  Primfactor  wirklich  ist. 
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X  =  61 


IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
15  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6l):  ^ 


11 


«=«-+-«*  + 


•»If 


a-+-a     ■+■«     -T-cf     9 


39 


a 


==  «'  4-  «"  -h  «"  4-  et 

^16  _,     ^54  _,         45  _.         7 

=  a®  4-  «*  4-  «"  4-  « 


»7., 


=  «*  4-  «**  4-  «"  4-  « 


II 


*?..  = 


14 


.S4 


20 


=  a"  4-  «     + 

=  a'  4-  «"  4-  «**  +  « 


31 


^10  = 

*?!•  = 


56 


«     4"^     4~<*     4"Cf     9 
tt     4"  ^     4"  **     *T~  ^     9 


r.  = 


r 


11 

*?14   = 


«"4-«*'  4- «''4-« 

«3*  +  «19  ^  ^26  ^  ^42  ^ 
«"  +  «»0  ^  ^^25  ^  ^81  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ij"  4-  yi^^  —  28»7^'  —  23t7"  4-  276»j"  4-  182»j^® 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


1193»j'  —  692ij*  4-  23071?'  +  9bßyi^  —  1721>7* 
—  908ij*  4-  316ij'  4-  262»j'  4-  42*j  4-  1  =  0  ; 


''o 

V9 
%^12 


11 

233 
499 
599 
743 


4  4-  »?i  4-  2»7g  , 

^  4-  t?e  +  »»ii  +  ^2 

'?!  -f-  t?,  4- 1?,  -H  >?j  , 

^10 -*- ^11  +  ^2  -+■  ^ 

»?i  +  *?3  4-  *?g  4-  *?9 , 


14 


lo 

4-  1 
—12 

—40 
—  6 
—10 


1i 
4-     3 
4-109 
—  47 

4-181 
—130 


=  *?0  +  '?6+*JlO  +  ^2» 

=  *7,  4- *?5  4- >?y  4- >?„  , 
=  *?,  4- 17^  4-  2v}j , 
»?i  4-  *75  4-  »?g  4-  %  , 
»?a4-*?4  4-*?5  4->?ii, 

Congruenzwurzehi  med.  p. 


V4 
^^'lO 


»?0^2  =  ^^  ■+"  ^ 

Vl4   = 


^4  "+"  ^6  +  »»T  "+"  »'U  ' 
''s**"  ^'lO  "^  ^'U  +  *Jl4  » 
^^0  **"  '^lO  "^  *'l2  » 

>?,  4-  >?3  4-  r„4-*?j,  , 
»^i  4-  *?9  4-  »?ii  4-  »?i^  . 


»l2 

—  4 

4-  74 
—150 

—  74 
—238 


1j 
4-  2 
4-  13 
4-128 
—116 
4-  73 


14 

—     1 

H-118 
—108 
—119 
+353 


—  5 
—102 
—212 
+258 
—129 


»Je 
—  4 
+  31 
—230 
+258 
+191 


^1 
+  5 
—  47 
+220 
+  99 
+300 


—  3 

—  101 
+  73 
+225 
+113 


—  1 

—  40 

—  70 

—  57 
—349 


P 

11 
233 
499 
599 
743 


»310 
+  5 
+  50 
+206 
—201 
—322 


»Jn 

—  5 

—  93 
—239 
—103 
+257 


*Il2 

+  1 
+  21 

—  52 
+  61 

—  45 


1l8 

—  4 

—  58 
+130 
+206 
+  50 


—  2 
+  36 
—109 

—  14 
—115 


/(;%),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

11  —    Vo—    »?9 

233  +  3—  1},+  *}5+  *?g+  t?g+  »7i^+2*?„ 

499  +21+5i7^+9»7j—  *?,+9*j,-6»7^  -i-Zr^  +18*jg  +10»?^- lOry^- 9ij^^+2>7j^— 15>?j,+16*7j^ 

699  +  t?j+  »?,+  t?5+  *7g+  >?5  +  tjjj+  2»?j^ 

743  -  54.3^^+21},-  ,7^+4*jj-4>?g  —     Vj-  2\  4-     *?9-3>7j^+  ,,^^-4tj„-  2>7,^ 


iV(i4-*?5— *?g)  =  n  .  233  , 


Zu  Grunde  liegende  Normen. 
iV(— i+ij^- *7j  J  =  11 .  499  , 

A^(>?a4-*?^+i?i  J  =  11 .  743  . 


AXr64-%+*j,o)  =  u.w9, 


12 


90 


X  =  61 

V.    p  zum  Exponenten  5  gehörig. 
12  fOnfgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6l): 


•'s 

%0 


„»'+«"+«'*+«"+«" , 


.8»   •    -.10   ,    „J9   ,    „17    ,    „11  , 


!?„  =  «••+«*"-+-«    4-a-h« 


'11 


Wurzeln  der  Gleichung: 

,,"4-,,"4-3,,i»4-ll,,»—17ij'—169tjV326ij*-H167tj*—804i}*4-160i?'+1102fy'— 78017+1179 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


=  0; 


'11 


%*?4  =  '^f+^4+^8+*'9+^l  '  %^5  =  2'?»+*?9-*-*»10+*'ll  ' 


P 

131 
241 
461 
569 
607 
619 
691 
827 
863 


1o 
0 
—  6 
4-36 
+13 
+  9 
+  8 
+39 
+34 
+74 


+  31 
+  46 
+219 
—146 
+216 
—204 
—147 
+289 
+244 


+  42 
—  20 
—235 
+184 
+141 
—122 
—212 
—207 
—234 


^'^J   =  2»Jj+T7^+t7^+T?^  , 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

+  36 
+105 
+197 


—122 
—241 
+  33 
+  64 
+  95 
+347 


+  63 
+101 
—154 
+  29 
+174 
—  56 
—100 
+211 
+300 


15 

+  11 

—  21 
—110 
—198 
—249 

—  71 
—337 
+351 
+211 


—  6 
+  10 
—111 
—141 
—279 
+185 
—324 
+315 
-^240 


1» 
—  59 
+  50 
+117 
+  85 
+211 
+111 
+221 
+359 
—287 


18 

+  1 
+110 
+  90 
—258 
—121 
—185 
+161 
—347 
—394 


19 

+  47 
—  19 
+  96 
+  65 
+133 
—108 
—216 
+413 
—224 


P 

131 
241 
461 
569 
607 
619 
691 
827 
863 


'lio 

—  15 

—  61 
+124 
+181 

—  20 
—234 
+237 
—348 
+310 


—  22 

—  55 
+191 
—212 
+  25 
+  23 

—  78 
—339 
+314 
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e 

eo 

••< 

CO 

Od 

CO 
CO 

i 

o 

• 

• 

CO 
0«  • 

«0 

* 

00 

• 

o 

o» 

A 

o 

o» 

^ 

n 

y 

II 

« 

II 

o 

o 

c 

1^ 

1^ 

1^ 

r^ 

M 

1 

^ 

+ 

1% 

+ 

1^ 

15- 

1 

1 

nS 

Jf^ 

«0 
15- 

s 

1 

^ 

1 

1 

V.^ 

«i4 

O 

^ 

^ 

15- 

0 

N 

^^ 

• 

» 

pm 
m* 

M 

• 

I5- 

•» 
Ä, 

+ 

fi« 

+ 

0« 

o 

O 

O 

•• 
I5- 

s 

+ 

1 

+ 

+ 

1^ 

00 

O 

Ol 

CO 

o 

15- 
0« 

^     pH 

CO 

+ 

1 

+ 

1 

•  1 

"  8 

1^* 

CO 

+ 

1 

+ 

1^ 

00 

1 

+ 

1 

15- 

o 
1^ 

»B 

J5- 
00 

»B 

15- 

«s 

+ 

+ 

+ 

1 

1 

E 

o 

«0 

■A 

Ol 

J?" 

1 

«0 

IC- 

's 

CO 

O 

0« 

o 

c« 

Ph 

'^ 

+ 

1 

+, 

1 

+ 

o 

15" 

•• 

1^ 

i 

15- 

eo 

15- 
CO 

^ 

+ 

7 

1 

+ 

1 

CO 

CO 

IT       »5- 

I5- 

+ 

+ 

+ 

1       1 

1 

J?" 

1^ 

15- 

1       i 
«     0< 

15-        15- 

w 

15- 

CO 

CO 

<o 

CO 

+ 

+ 

+ 

CO 

1  + 

+ 

1^ 

o 
CO 

O 
15" 

O 
15- 

eo 

+ 

+ 

+ 

+ 

1^ 

eo 

-^ 

o 

C 

1 


I 

c 
'S 

•mm 

a 


I  «3 

'S  o  ^ 

flC 

o  «  S 

et  '*'  «p* 

»2  CO  N 

i  1  « 

*-  S  ö 


QO 

00     CO 


II  I 

15-      Ol 

I    .2 


^    Si 

CO      N 


Q* 


^  »2    *> 


^^       *H       0>        »1^       t«       CO 

54^   CO      CO      »-      OÄ      e«      CO 

1-4       ^       CO       ;0       00       00 


12* 
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VI.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
10  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  Gl): 


«      ^  _j_  ^*8  _i     «*T  _,     ^60  _,     -,18  _.     -,14 

^      ^*  _l_  r*9  j_  ^5  _,     -.57  _,     -,5J  j_  ^56 


.16 


.S6 


30 


.45 


-35 


41 


,,j  =  «8  4-  «"  H-  a"  H-  a"  +  a"  +  «"  , 

„  ^33  _,      -,11  _,        40  _,      -^39  _,     ^50  _,         21 

^  «6  _1_  ^**  _j_  ^'8  _,     -,»5  _,        IT  _,     ^3» 

„  „84  _i_      ii  _i_   -.80  _,     -,87    j_  ^T  _,     -,81  , 


»7^   r=  a*"  4-  «•"  4.  «-"  4-  «"  4-  a"  4-  « 
„^  =  «»  +  „"  +  «"  4-«"+«»»  4.«*«, 

r    =  «"  4-  «"  4-  a"  4-  «*'  4-  «'*  4-  «"  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

y)^^  4-  »?'  —  27»?'  —  56»j^  4-  161>7*  4-  500*j*  4->)*  —  1023tj'  —  916ij'  —  202ij  —  13  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

>?J  =  6  4-  2»?^  4-  »?j  4-  2i7g ,       vf^v}^  =  ,,^  4-  ,j^  4-  j,^  4- 1,^  4-2,j^  ,       ti^vi^  =  21^^  4-  2*?,  4-  *7g  4-  »?,  > 
%»?,  =  2»?j  4-  *?5  4-  *?5  4-  *7y  4-  »Ig ,  n^yj^  =  —  1  —  ^0  ""  *?3  *"  '»8  ""  ^^4  » 

»?0*?5  =  ""  ^  ""  %  ^  ''s  ""  ^^5  ""  *?7  »  *'o*'6  =  ■"  ^  ""  %  ~"  ♦'s  ""  '^a  *"  %  ' 

''0*'7  =  »'s  +  ^3  +  ''4  +  *'6  +  ^^'S  '  ^'^S  =  2%  +  2t?j  4-  »7^  4-  t?5  , 

^''S  =  »'s  +  *'4  +  ''s  "+"  2*'7  +  »'s  • 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


no 

I1 

1s 

nz 

•J4 

^i 

•Je 

lT 

18 

»Js 

109 

4-  3 

4-  22 

—  32 

—  14 

—  44 

4-  11 

4-  12 

—  16 

4-  42 

4-  15 

197 

4-18 

4-  33 

+  19 

4-  84 

—  79 

4-  51 

—  39 

—  22 

4-  26 

—  92 

353 

—  4 

4-111 

4-141 

—167 

4-108 

—136 

4-  34 

4-160 

4-130 

—  25 

563 

4-  7 

—  9 

4-168 

4-281 

4-154 

—  17 

—245 

—  40 

4-  19 

4-244 

719 

—30 

—331 

—301 

—  56 

4-309 

—168 

—  94 

—228 

4-283 

—104 

929 

—10 

—269 

—306 

4-433 

4-426 

4-  75 

—  42 

4-  61 

—273 

—  96 

/(tj^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p,*) 

p  Ano) 

—109  14-  t?y4-»?g 

4-197  54-6t7^4->?j— 2tj,4-2»j,4-*?54-4»;g-T7j, 
4-353  *'i+*'5—  % 


P  Ano) 

4-563  24-%4-t?, 
4-719  %-^i4-  *?, 

—929  ,,j-.,,^4-2»7^— »,,4-% 


*)  Das  Zeichen  4-  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  dass  Nßyi^)  s=  4-p,  das  Zeichen  —  , 
dass  NßriQ)  =  — p  ist.  —  Bei  den  Primfactoren  von  197  und  929  liegen  die  folgenden  Nonnen  zu 
Grande : 

^(^+%-'%)  =  13  .  197  ,  N^l-hVo-V^-^-Vj)  =  13  .  929  . 

Endlich  ist: 

N(v)  =  N(i+^)  =  - 13 ,  i^(i-t?)  =  -  ii?i3 . 
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Vn.    "p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
6  zehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6i): 


„»  +  «"  +  „»>  +  „»  4-  a"  +  «"  +  «"  4-  a"  +  «"  +  «"  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


>)•  4-  >?'  —  25i}*  4-  8ij'  4-  123i)'  —  126»>  +  27  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»»0 


8— 2>)j+»)^— 2»)^  ,         >)o»)j  =  — l+2»),+i?,+>)^  ,  »|,»I,  =  2i),4-»),+3»},+4»i^+»)j  , 

—2—1),—»?^  ,  ijj»)^  =  3))^4-4»!,+>?,+2*),+i),  ,  %»?j  =  — l+%+1,+2>)j . 

Congraenzwurzeln  mod.  f. 


p 

«Jo 

1i 

12 

1i 

14 

15 

3 

0 

0 

—  1 

0 

+   1 

—  1 

41 

—  6 

-4-  11 

—  20 

+  12 

+  18 

—  16 

113 

—  2 

—  32 

—  53 

—  21 

—  12 

+  6 

149 

—  4 

—  39 

—  30 

—  70 

+  55 

—  62 

163 

+  27 

+  54 

—  36 

—  34 

+  47 

—  59 

271 

—  34 

—  63 

+  38 

+  89 

+106 

+134 

479 

+  11 

+222 

+  75 

+  41 

—196 

—154 

491 

—  32 

+236 

—  79 

+119 

+133 

+113 

601 

—  48 

—249 

—  66 

—  87 

+278 

+171 

613 

—106 

—115 

—208 

—282 

+258 

—161 

773 

—  19 

+  85 

+217 

+324 

—115 

+280 

857 

4-105 

—164 

—244 

+117 

—125 

+310 

881 

-4-  19 

+293 

—385 

+358 

—  49 

—237 

967 

+143 

—348 

+361 

—191 

—384 

+418 
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f(%)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A»lo; 

—     3 

68+20tj^—  3tjj— 13tj,+  7i7,— 28i7^+8tjj 

—  41 

^—  3*?o~  ^^^i""  ^j""     \ 

—113 

29+  5tj^+     t,^- 10i7,+  4tj,—  8*7^+6175 

+149 

9—  ö*?i+     1?,—  2t7j 

-4-163 

3—  2*7^+     i7j+  2*7,-2*7^ 

+271 

122— 41i7^+llij^-65»7,+30»7,+53»7^+  17^ 

—479 

35-27i,^+ll>7j+18i7,-.  8*?^+  2*?, 

+491 

2—     *7o""     *»«"     *?» 

+601 

32+  2>7^j— 18*7j+  7i7,+12t7,— lOtj, 

+613 

19+  2*7^—  8*7j+  4>7,+  5>7,+     *?^— 4*7^ 

—773 

19-14*7,+  3i7,-  5>7,-14t75 

+857 

20-12>7^,+  3i7j+  3*7,-  617^ 

—881 

165+10*7^— 66i7j+27t7,+  5i7,+16»7^— 7*7^^ 

+967 

11—1217^+  2»7,—  7*7^—  3*75 

Zu  Grande  liegende  Normen.*} 
^(^-'»«)  =  "-3.61 
iV(l+,7i-0  =  3.41 

-^(2+»?o)  =  3  .  113 
iV(l— 2i7j— »7,)  =  9  .  149 

J^l^-^-^)  =  -  3  .  271 
iV^<*+2»?,+'?,)  =  3  .  479 
iV(2+i7j— 2*7,)  =  9  .  491 
iV(3+2i7,+i7  J  =  81 .  601 
iV(4+2t7^-t7,)  =  81 .  613 
iV(2— i7o+*?,+3i7  J  =  3  .  773 
iV(5— 3*7o+^j)  =  9  .  857 
iV('7,-»?4-2t7  )  «=  3  .  8S1 
iV(2— 2»7,+i74;  =  —  3  .  967 


*)  Es  gilt  hier  ähnliches  wie  in  Y.;  die  complezen  Zahlen  in  den  beigelBgten  Normen  ent- 
lialten  stets  nur  einen  der  6  oo]:\)iigirten  Factoren  Ton  3  und  es  ist  N(l — ij^}  =  9,  so  dass  1 — «I4  das 
Quadrat  des  Primfactora  von  3  ist,  ferner  A(28— 15iio+3*}]+3fi,— 6v}4)  =  iV(l— «)  «=  61.  Von  den 
3  Normen  für  p  =«  8,  iV(l— ij^)  =  3',  iV(l+»i,)  ^  3»  ,  iV(ij^,)  =  3«  ,  enthalt  tue  erste  1,  die 
zweite  2,  die  dritte  3  verschiedene  von  den  6  co^jngirten  Primfactoren  von  3.  Nonnen,  welche  den 
Factor  3  ansschliessen  sind: 

iV(2+3t7,+3»7,)  =  149  .  2309  ,  iV(l+3t7j)  =  163  .  367  . 

Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  dass  Nß^i^)  =  +p,  das  Zeichen  —  ,  das« 
WI0)  =  — /»  i8t. 
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X==  61 

Vin.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
5  zwölfgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6l): 


.3 


.15 


.29 


.SS 


.19 


S9 


.58 


.16 


.39 


.S8 


.«a 


Wurzeln  der  Gleichung: 

*?*+i7*— 24ij'— 17ij'+41ii— 13  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

»?J  =  10+»7j— 2ty,+2i7j  ,  »y^tj^  =  — 2-f-*?o+*?8  »  ^'^j  =  2>?i+4*?,+3t?,+3tj^  , 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»Jo 

1i 

ni 

*Ji 

14 

P 

1a 

1i 

1j 

13 

1« 

29 

+  4 

—  4 

+  6 

+  11 

+  11 

509 

+  71 

—  97 

+151 

+170 

+213 

101 

—12 

+  50 

—  22 

+  20 

—  37 

631 

—  82 

—244 

+207 

—100 

+218 

151 

—18 

+  58 

+  56 

+  33 

+  21 

761 

—241 

+373 

—376 

—253 

—365 

223 

—17 

+  52 

+  25 

+  27 

—  88 

883 

+  49 

—407 

—197 

+319 

+235 

337 

+12 

4-  18 

+148 

—131 

—  48 

947 

+  7 

+435 

+397 

+199 

—  92 

467 

-»-23 

+202 

+  30 

—  45 

—211 

997 

+  86 

—400 

—491 

+411 

+393 

J{\)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(no) 

P 

A^i,) 

P 

/llo) 

29 

+2+^0-  \ 

337 

—5—  %+*?,+^ 

761 

-3-  >?^-  >,, 

101 

+2+*?,+  »7, 

467 

+1-2,,^-,,, 

883 

+5+2>,^-3t?. 

151 

— 2+t7j—  1?, 

509 

—2—  >7^+*?j+»?. 

947 

—6+  »j^+  >?,— 2i? 

223 

+2+»jj-2»y3 

631 

-1+2*,,+!,^ 

997 

+7+  *?!+  *?, 

J 


\ 
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X  =  61 


IX.    p  zum  Exponenten  15  gehörig. 
4  fQnfeehngliedrige  Perioden  (fOr  die  primitive  Wurzel  2  von  61): 


»?,  = 


»?,  = 


1,  = 


«V«*+«"+«"+a**+«'V«"+«"+a"+a"+«"+«"+«"+«"+« 


»1 . 


Wurzeln  der  Gleichung: 


*?*  +  *?'  +  St?'  +  42»?  4-  117  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^\  =  ^%  +  3*?i  ■*-  2*?2  -*-ß*'a' 


*?o*?i  =  —  3  +  3tjj  , 


tJo*?,  =  12  +  »?^ +  17,, 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

no 

ni 

»Jj 

18 

P 

»Jo 

li 

»Ji 

1i 

73 

—  2 

—  30 

+  21 

+  10 

449 

+  35 

—189 

+  41 

+112 

83 

—  1 

—  22 

+  36 

—  14 

503 

—  58 

+213 

—  93 

—  63 

103 

+15 

—  16 

+  24 

—  24 

571 

—  44 

—141 

—215 

—172 

137 

—  6 

—  48 

—  40 

—  44 

683 

+  63 

—267 

—142 

—338 

179 

—20 

—  60 

+  43 

+  36 

727 

—206 

+359 

+310 

+263 

199 

+34 

—  42 

—  77 

+  84 

757 

—  36 

+162 

+328 

+302 

239 

—18 

—111 

—  50 

—  61 

809 

+  54 

+240 

+276 

+238 

269 

—  4 

+123 

+106 

+  43 

911 

—114 

—330 

—213 

—256 

317 

+21 

+  25 

—141 

+  94 

937 

+     9 

+430 

+354 

+143 

347 

—24 

—137 

+  56 

+104 

971 

—110 

—120 

—454 

—288 

439 

+88 

—134 

—125 

+170 

991 

—372 

+436 

+442 

+484 

443 

—14 

—196 

—118 

—116 

A\)^ 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P 

/(>lo) 

P 

/(lo) 

P 

A^o) 

73 

2+% 

317 

4+  n-  *?, 

727 

lö—  *7o-*-4*»i— 3*?, 

83 

1+  % 

347 

2»?o-*?,+»7, 

757 

4+2*,^-  fi^ 

103 

*?,+  *?a 

439 

5+3*7^,+  *?3 

809 

2-  *?!+  *?, 

137 

10—  *?o-*-2'»i—2*'j 

443 

2+  *?,--  *?, 

911 

4+2»7j+  »j. 

179 

4+K+  \ 

449 

7+3t7^-2tjj—  Yi^ 

937 

8-  ,,^+2tj,-2i,. 

199 

7+2*jj-  ri^ 

503 

5-  %+  »?a 

971 

ö%+2tj^+4i,. 

239 

14-  %+2i?2 

671 

*?i+2t7. 

991 

64-  »7,—  »7, 

269 

4+  *7o 

683 

l-2ij^-3»j^+2>,, 
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X.    p  zum  Exponenten  20  gehörig. 
3  zwanziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6l): 


&2 


1        50     1        34     ,        38     I        41     ,        38 


^   rJ 


ijj  =  a'  4- «"  +  «•  4-  «**  4-  «"  +  a"  4-  «**  +  «*  -4-  «*®  4-  «"  +  «"  4-  «**  4-  «**  4-  «"  4-  «*' 

-\-  et     -+"flf4*^     4"^     4*^     > 

i?j^rt4-a     4"rt     4~«     4"Cf     4"**     4"^     -f-a     4"«     4"«      4-'*     4"^     4"ßf      4"^ 


+  «"  4-  «"  +  «1*  4.  a"  4-  «''  4-  «"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


ij'  4-  *?'  —  20>j  —  9  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

i,J  =  15  4-  1?^  4-  2ijj  ,  tj^tjj  =  5tj^  4-  8*?^  4-  7tjj  ,  >7^>jj  =  8tj^  4-  7*?^  4-  öty,  . 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


#D 

I0 

«li 

1j 

P 

I0 

I1 

I3 

P 

»lo 

I1 

^2 

S3 

—  4 

+     9. 

—     6 

389 

—  28 

—109 

4-136 

647 

4-105 

4-141 

—247 

S7 

4-  2 

—  11 

4-     8 

419 

4-  57 

4-140 

—  198 

709 

—  10 

—259 

4-268 

S3 

—  9 

—  17 

4-  25 

521 

—102 

4-251 

—150 

769 

—  55 

4-314 

—260 

«9 

—20 

—  27 

—  43 

541 

4-  12 

—  52 

4-  39 

821 

4-  28 

—276 

4-247 

91 

—18 

—  92 

—  82 

557 

—  19 

4-  82 

—  64 

877 

—159 

—424 

—295 

XI 

4-17 

4-  37 

—  55 

577 

—  56 

4-150 

—  95 

887 

4-130 

—394 

4-263 

•^7 

4-45 

4-130 

4-101 

587 

—  50 

—209 

4-258 

907 

—  83 

—423 

—402 

81 

4-21 

4-135 

4-124 

643 

4-  18 

—116 

4-  97 

953 

—  15 

—  61 

4-  75 

X3 

4-40 

4-  70 

—111 

/(>7  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


»i          y(»io) 

P              Ärio) 

P             /(I0) 

P                A^o) 

S3    4-  44-  \ 

281     +11+2»?^ 

557     4-  7-  3»7o4-  *7, 

769     —11—3*7, 

«7  -  24-  \ 

313     4.18-5*7^4-4*7, 

577     4-244-  ^^-^yi^ 

821     —  7— 3>7j 

«3     4-17— 4tj^ 

389     -  9-2»7^4-4t7, 

587     —10—     >7o4-3>7i 

877     —  8-3*7, 

B9     — 19— 4>7j 

419     —  14-3*7^ 

643     +76— 17t7^4-9>7, 

887     4-  34-2*7^-  rf,^ 

X91     —  74-2tjj 

521     +174-3i7^-3t7i 

647     -12-     *?i4-2>7. 

907     —23-6*7^4-4*7, 

^11     4-  34-2*7^-  ri^ 

541     -214-5>7o-  *?, 

709     4-104-     % 

953     — 13— 9*7^4-2*7j 

^77     4-184-5»?^-4»7j 

•)    Zum  Theil  aus  Normen  =  3p  oder  =  lljp,  indem  A'Cl— >io)  =  H  >  -^(3— 2*i,— »jj)  =  3. 
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61 


XI.    p  zum  Exponenten  30  gehörig. 
2  dreissiggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6l): 

yf^  =  «*-'+  «»+  «"+  «V  «'*4-«"+«"+«"4-a"+a**+«"+«"+tj* V«"+«' '+«"+«" 


Wurzeln  der  Gleichung: 


*?*  -I-  »?  —  15  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*5j  =  1^  —  %  > 


Ml  =  —  15  . 


Congruenzwurzeln  mod.  j>. 


P   »Jo   1i 

P 

»Jo 

1i 

P 

»Jo 

li 

P       % 

»Ji 

P       1o 

1i 

5   0—1 

127 

25 

—  26 

283 

87 

—  88 

659   99 

—100 

839  404 

—405 

19   8—9 

167 

13 

—  14 

293 

51 

—  52 

751  283 

—284 

859  396 

—397 

97  17  —18 

229 

26 

—  27 

431 

80 

—  81 

797   28 

—  29 

919  295 

—296 

107  37  —38 

263 

122 

—123 

463 

162 

—163 

829   64 

—  65 

p  Ano) 

H-  19  11— 3>jj 

4-  97  32— 9>j^ 

—107  4—3*7^ 


/(O'  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


P         Ano) 

H-127  23—  6»j 

+167  13— 

—229  31— 10>j^ 

+263  17—  2*}^ 


^0 


p       A^o) 

+283  19— 3t7j 

—293  13— 6»?^^ 

+431  26— 5»jj 

+463  23— 3>7^ 


P  A^o) 

+659  34—  7tj^ 

—751  11—  Sfi^ 

+797  28—     fi^ 

+829  49— 12ijj 


P  A^o) 

+839  29—  2n, 

+859  58- 15i7j 

+919  31—  3t;^ 


Xn.    p  zum  Exponenten  60  gehörig,  in  Beziehung  auf  61te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,  7,  17,  31,  43,  59,  67,  71,  79,  139,  157,  173,  181,  193,  227,  251, 
307,  311,  331,  349,  359,  373,  383,  397,  401,  409,  421,  433,  457,  523,  547,  593, 
617,     641,     653,     661,     673,     677,     701,     739,     787,     811,     823,     941,     983. 


*}    Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  seigt  an,   dass  Ay(«io)  =  +;;,   das  Zeichen  —  , 
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A=  67 
I.    p  ==  67m  +  1, 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

p  tt  a*  a,^  a*      a*      a^  a^       a*      a^  a^^ 

269   4-47   4-57   —  11   4-21   —  89   4-121   4-38   —  97   4-14   4-120 


p  a»'     «1»     a»»     a»*     «>»     a>6     «»'     a*»     «»»     «ao 

269   —  9   4-115   4-25   4-99   4-80   —  6   —  13   —73   4-66   —126 


p  «81  «38  a»i  «84  aJ5  a%s  «»^  «'»  a>»  a»» 

269       —     4       4-81       4-41       4-44       —  84       4-87       4-  54       4-117       4-119       —  56 


p  «8  1  ^8  2  g^ZZ  ^8  4  g^Z^  g^Z6  g^Zl  gfZ^  «' »  «*  ^ 

269       4-58       4-36       4-78       —100       —127       —  51       4-24       -|-  52       4-  23       4-     5 


p  a*i  «♦»  a*'  a**  a**  a*«  a*'  «*«  a*»  a»» 

269       —  34       4-16       —  55       4-105       4-93       4-67       —  79       4-63       4-70       4-62 


p  «tl  «S8  ^53  ^54  c|55  ^»6  «S7  ^SS  ^SS  ^«0 

269   —  45   4-37   4-125   —  43   4-131   —  30   —  65   —  96   4-61   —  92 


p  «*  *     a^'      ft®'     a**     a**     «** 

269   —  20   —133   —  64   —  49   4-118   —103 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 

und  sehr  wahrscheinlich  erst   in   67. 12739 ter  Potenz  wirklich   (vgl.  die  Nonnen 
in  Nr.  HL) 
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.§-5 


II       S-tä    GOi 
>-v   st- »-3  .5  CO 
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IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
11  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  67): 

r=«-t-a     -r«     "T"flf     -t-ä     "T"ä     ,  i7=a-t-«-f-a-t-«     -!■«     "+■<*     i 

r.^   =  f,*^«i«H-«i*  +  a"  +  a"  +  «",  ^^  =  «^ +  «"  +  «*•  4.«"  + a" +«"  , 


\ 


Wurzeln  der  Gleichung: 

r"4-,;^<>_30»j'— 63»?'+220>y'H-698»j*— lOltj*— 19601J*— 1768»?'— 36ij'-4-243»?— 29  ==  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

Vs  ~  ~~^"~%""*'a~''4~"*'6^''8  >  Vt  ~  "■^"~*^0""*'8'"'*'t""*'8'"*'i0  » 

*?0*?8  ==  *?,+'?4+^'»8+2''9  »  Vs  =  *?,+*?4+*^6+*^T-*-2%  ' 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

Von  den  6  hierher  gehörigen  Primzahlen  p:  97,  239,  373,  499,  641,  919  sind  die 

Congruenzwurzeln  nur  filr  folgende  3  ermittelt: 

V  *!o  li             1a              ^i  *l4  *)$  *l6  'Jt              *38  *39  lio 

97  -I-  l  +40  —  22  +25  —     8  +6  +46  +34  —  14  +22  —  34 

373  —17  +  32  +123  —  44  —144  —186  —  38  +158  —  31  —68  — 16d 

499  +26  +140  —154  +239  —246  +163  +248  +230  —229  —53  +134 


/(>7q),  Primfactoren  der  Primzahlen  pj  sämmtlich  wirklich,  z.  B. 


P  Äno) 

97     +»?y+>7io 


373     +1+,,^+,,^^ 


p  A^o) 

499     -l+,,^+„^ 


Es  ist  femer :  N(ri^^)  =  29  ,      iV(l-»7 J  =  97  .  29  ,     iV(l+ij,)  =  37  ,    iV(2+>,)  =  -  1 , 

iV(2— »j)  =  3923  ,     iV(3— 1?)  =  8039  .        iV(3+t?,)  =  29  .  37  u.  8.  W. 
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X  =  67 

V.    p  zum  Exponenten  11  gehörig. 
6  el%liedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  67): 


ty=«  -i-  cc     ~h  et  -jr  a     -f-a     -r^     "T"^  "t«     ~r  et 

17J=rt  "T"Ä        "T"Ä  "I"<*       "T"^       "T'Cf       "nflt  ~T"  et       "T-  cc 

17,  =  «  "T"'*     -r  et  -r  et     -r  et     -r  et     -r  et  -+■«     ~t~« 

8  .         43     .        5       .        53     I        45     I        66     .        3  I        88     I        3 

=  «  4-  a     +  a  4-  a     4-  a     4- «     4- «  4- «     4- « 


*^3 
*»4 


et     4"rt     "i"  et     -\-  et     4-^     4"ä     4"«     "i-cf     4"** 


.33 


^33  _,     ^88  _,     ^30  _t     Jl     _t     ^46  _,     ^63  _,     ^13  _,     _.31  _,        4 

==flf     4"^     "IT  et     -T"Ä     4"'*     4"Cf     4"^     'T'  et     -r  et 


+  «"  +  «" 


Wurzeln  der  Gleichung: 

>(*  +  >)'  +  6»)*  +  46t)'  +  123»;'  +  169»)  +617  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


«*  — 

%\  =  — 


2  — 

\  -  2»?, 

+  2*?,, 

W^ 

-1  +  ^0 

+  3t,,  4-  *,,  , 

•1  +  3ijj  4-  t?, 

+  '?8» 

V8  = 

9->?.- 

i?s, 

•14- 

%  +  ^ 

+  31,,, 

Vs  = 

-14- 3t, 

5  4-  >,,  4-  *?5 . 

( 

Congruenzwurzeln  med. 

P' 

/> 

»Jo 

»Ji 

*l3 

»l3 

14 

»Js 

59 

—  1 

—  29 

4-  9 

4-  11 

—  2 

4-  11 

89 

—  7 

4-  21 

—  44 

4-  23 

30 

4-  36 

107 

4-  1 

4-  9 

4-  9 

—  26 

—  20 

4-  26 

131 

—  7 

4-  60 

—  18 

—  35 

—  45 

4-  44 

149 

—  11 

4-  73 

—  40 

—  36 

4-  62 

—  49 

193 

4-  13 

—  70 

—  68 

—  26 

—  72 

4-  29 

223 

4-  2 

—  10 

4-  20 

4-  51 

4-  49 

4-110 

241 

4-  29 

—119 

4-110 

4-  64 

—  56 

—  29 

263 

—  69 

—101 

4-104 

4-125 

4-  89 

4-114 

277 

4-  17 

4-123 

—  69 

—  87 

4-120 

—105 

283 

—  32 

4-  92 

4-108 

4-123 

4-116 

—125 

293 

—  27 

4-  39 

4-  66 

4-  87 

4-179 

—  52 

349 

—  13 

—121 

—139 

—133 

—108 

4-164 

359 

4-  73 

—160 

—178 

—129 

4-123 

—  89 

397 

—  4 

—  55 

—108 

—  88 

4-  92 

4-162 

461 

—  10 

4-136 

4-164 

4-  94 

4-213 

—  137 

491 

—  31 

4-172 

—210 

—178 

4-144 

4-102 

509 

—  50 

4-102 

4-135 

—184 

4-120 

—164 

617 

0 

4-238 

4-  88 

—184 

—  64 

—  79 

643 

4-123 

—315 

—291 

4-166 

—142 

—  185 

751 

4-  27 

—212 

—122 

—282 

4-353 

4-235 

761 

—  68 

—135 

4-310 

4-824 

—  94 

—338 

829 

4-  19 

4-  50 

—  68 

4-285 

4-  77 

—364 

863 

4-151 

—177 

—375 

4-877 

—892 

4-415 

911 

—  45 

—238 

4-311 

4-  74 

—398 

4-295 

947 

—  8 

—161 

4-441 

—333 

—408 

4-463 

953 

-f-  42 

—101 

—  88 

—445 

—  89 

—273 

997 

4-  37 

—177 

4-420 

—300 

4-297 

—278 
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X  =  67 

/(»?  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  jp,  z.  B.*) 

Za  Grande  liegende  Normen 

N(l+y}^)  =  9  .  59 
iV(2-ht7j— t?,)  =  9  .  89 

H^-%)  =  9  .  107 
2\r(H-i7^-f->7  J  =  25  .  131 

^(4+*7j-''7j)  =  81 .  149 
N(2--%)  =  9.223 

^(%+^s)  =  9  .  241 
iSr(3— »7j— t?,)  =  9  .  263 

iV(4-f-»?  J  =  9  .  397 

^(l+*?o-'»j— ^s)  =  »  •  Ö09 
i^Cl-»?,-*?,-*?,)  =  9  .  643 

iV(l+i?i+*7,— *7,)  =  25  .  911 

iVr(l— *?,+*?  J  =  9  .  953 
iV(34-*73+ty  J  =  9  .  997 


p 

A^o) 

59 

134-  7%-     t?!-  3»,,+  4»,^ 

89 

26-  4*7^+10»?^-  3>;,—  8*?,+  4*?^ 

107 

13-  5t7^-  4i7,-»-  3>j^—  2t7j 

131 

34-  2*7j4-     t?,4-  3t73 

149 

31-19»,^4-17»7^4-  2*j^4-30»,,-17>,^-18i,, 

223 

3*?o—  3*71—  2>73—  4>jj4-  2»7^4-     »J, 

241 

2-  *5»?^,4-  3»7^4-     *?,4-  5»7,—  4*?^—  3*,^^ 

263 

14—  3*7^—  5*7j—  2*7,4-  4*?,—     ti^+  Zf}^ 

283 

24-     >7,4-     V^ 

349 

%—      *»!+      ^5 

397 

234-  8*7^,—  2*7i—  7*7,4-     >7,4-  3*7^—  4*7^ 

461 

1+      *?!+      »?s 

509 

204-17*7^—     17,4-12*7,4-  6*7^ 

617 

\ 

643 

194-  5»7o-f-  9*7,—  3*j^4-  2*7^ 

829 

1—     %—     \—     ^i 

863 

2-     *?,-     »7, 

911 

8—  2*7^,4-  2*7j—     *7j—  3>7, 

947 

3+     % 

953 

154-  4*7^-     *7i+  8»7j—  3*7,—  5*7,—  2*7^ 

997 

12-     *7„4-  7*7,4-  3*7,4-10*7, 

*)  Sie  sind  alle  wirklich,  liegen  aber  zum  Theil  sehr  versteckt  wegen  der  Complication  mit 
den  kleinen  Primzahlen  3  nnd  5,  wesshalb  ihre  Primfactoren  meistens  indirect  vermöge  der  beigefugten 
Normen  ermittelt  sind.    Für  die  übrigen  Primzahlen  p  haben  sich  folgende  Normen  ergeben: 

iV(2-*7j4-*7,)  =  193.59,   2\r(3— *7j4-i7,)  =  81.277  und  iV(l4-t7o— *?,+*?,)  =  277.59, 
A"(24-2*?o— *73  =  293  .  241 ,    i?^(*7,— 2*7 J  =  359  .  263  ,    JV(34->7o+'7i— »jj  =  ^91  •  107  , 

N(l+fl^-2fi^)   -  751 .  131 ,      iS^(t7^4-2*7j-*7  J  =  761 .  149  . 
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X  =  67 

VI.    p  zum  Exponenten  22  gehörig. 
3  zweiundzwanziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  67) 

»j^  =  a  +  a'-l-  «**+  «*'+  a'-l-  «*+  «*"+  «"+«"+«**+«"+«"+«"+«' 4-a"4-a"-h«" 


Wurzeln  der  Gleichung: 


>y*  4-  *?'  —  22»j  +  5  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

i,J  =  16  +  Zf)^  ,  fi^fij  =  -  6  +  3tj^  +  ij,  ,  >y^>7,  =  —  6  +  >7,  +  3t7, 


Congruenzwurzeln  mod.  p 


p 

1o 

^i 

18 

P 

1o 

»Ji 

»Ja 

3 

4-  1 

—  1 

—  1 

521 

—  86 

—145 

4-230 

5 

0 

—  2 

4-  l 

541 

—104 

—187 

—251 

43 

—  6 

4-  21 

—  16 

563 

—  15 

—118 

4-132 

53 

—  3 

—  20 

4-  22 

661 

4-130 

—321 

4-190 

109 

—  33 

4-  67 

—  35 

673 

4-  93 

—263 

4-169 

137 

4-  33 

4-  38 

4-  65 

809 

4-167 

4-392 

4-249 

139 

4-  13 

4-  51 

—  65 

857 

4-114 

—244 

4-129 

179 

4-  17 

—  88 

4-  70 

929 

4-  67 

—367 

4-299 

271 

4-  23 

—100 

4-  76 

941 

4-152 

4-168 

—321 

311 

—  59 

—  89 

4-147 

983 

—  74 

—146 

4-219 

313 

—  33 

4-149 

—117 

991 

4-  62 

4-285 

—348 

14 
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p 

3 
5 
43 
63 
109 
137 
139 
179 
271 
311 
313 
521 
541 
563 
661 
673 
809 
857 
929 
941 
983 
991 


f^%)^  PrimÜBMStoren 
Ano) 

-    % 
+    6-h    ^^ 

-  3-     ,, 

-  29-  5*j^+  71,, 

—  47+1017^4-25»?^ 
+     9-  21,, 

+     3-  2i,j 

-  17-  3i,^-  6,,, 
— 169— 30t,^+42*,, 

—  204-  3i,j4-  9»,, 

4-  21-  5»,^ 
4-  274-  5»,j 
4-  41-  7i,j-19f,, 

—  34-  4t,, 

4-  12—  4»,j4-  3*,, 
4-  63— 15»,j4-ll»?, 
4-     4-  51,^-  21,, 

—  474-131,^—  81,, 
4-     24-  21,^-     >,, 

-  9+     ^0+  3*?, 


«  43 

der  Primzahlen  p.*) 

Zu  Grande  liegende  Normen. 


^(-  ^+  »?o-  *»«)  =     3 .  109 
^(—  7—21,,)  =  3  .  137 


iV(—  5— 2i,j4-  *?,)  =  5.271 
2V(—  8—  i,^4-6i,,)  =»  3.811 
JV(l54-2i,j)  =  5.313 
iV(—  54-61,^  =  5  .  521 


^(—  24-31,^—9*,,)  =  67.661 

iV(— 13— 61,^4-3»,,)  =  43.809 
iV(—  64-7i,j)  =  5  .  857 
^(28— 5i,J  —  3 .  929 
i\r(224-3i,,)  =  5.941 


*)     Es  gilt  hier  Ähnliches  wie  in  Nr.  V.,  wesshalb  beziehungsweise  die  zu  Grunde  liegenden 
Normen  beigefugt  sind. 


107 


X  =  67 

VII.    p  zum  Exponenten  33  gehörig. 
2  dreiunddreissiggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  67): 


Wurzeln  der  Gleichung: 


>,'  +  ij  +  17  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?J  =  —  17  —  tj^  , 


Vi  =  +  17. 


Congruenzwurzeb  med.  p. 


V 

"Jo 

li 

P 

*Io 

»Ii 

P 

no 

1i 

17 

0 

—  1 

199 

13 

—  14 

657 

143 

-144 

19 

1 

—  2 

211 

99 

—100 

569 

23 

—  24 

23 

2 

—  3 

227 

14 

—  15 

571 

183 

—184 

47 

5 

—  6 

257 

15 

—  16 

601 

117 

—118 

71 

34 

—35 

307 

106 

—107 

•  607 

101 

—102 

73 

7 

—  8 

317 

77 

—  78 

613 

211 

—212 

83 

39 

—40 

389 

94 

—  95 

619 

102 

—103 

103 

48 

—49 

419 

167 

—168 

659 

260 

—261 

127 

10 

—11 

421 

84 

—  85 

691 

141 

—142 

151 

50 

—51 

449 

178 

—179 

709 

182 

—183 

167 

51 

—52 

457 

146 

—147 

719 

26 

—  27 

167 

78 

—79 

467 

223 

—224 

743 

358 

—359 

173 

12 

—13 

479 

21 

—  22 

773 

27 

—  28 

181 

58 

—59 

523 

22 

—  23 

P 

1o 

1i 

797 

193 

—194 

821 

234 

—235 

823 

352 

—353 

827 

118 

—119 

839 

331 

—332 

853 

275 

—276 

859 

140 

—141 

877 

249 

—250 

881 

180 

—181 

887 

29 

—  30 

907 

311 

—312 

971 

189 

—190 

977 

420 

—421 

14* 
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X=  67 


A%h  ^™ 

Qtacton 

m  aer  rni 

nzamex 

ip. 

p 

Ano) 

P 

A^o) 

P 

A^o) 

P 

A^io) 

P 

Ano) 

17 

% 

167 

9-2,,^ 

421 

H-ö„, 

613 

20-3% 

827 

1+7% 

19 

1-% 

173 

12-  *?o 

449 

3-5t,^ 

619 

1-6*7, 

839 

18-5*J, 

23 

^-\ 

181 

4-3*?^ 

457 

16-31,^ 

659 

13-5*j, 

853 

25-3*j, 

47 

ö-% 

199 

13-% 

467 

19-2»7j 

691 

14-5% 

859 

13-6*j^ 

71 

1-2*?^ 

211 

11-2*J, 

479 

21-  % 

709 

19-4% 

877 

4-7*j, 

73 

7-% 

227 

14-  % 

523 

22->?o 

719 

26-% 

881 

19-0% 

83 

3-2t7^ 

257 

15-  % 

557 

15-4>,^ 

743 

25— 2>j, 

887 

29-  % 

103 

5-2ti^ 

307 

11-3*?^ 

569 

23-% 

773 

27-  % 

907 

26-3% 

127 

10-  ^0 

317 

5-4t?j 

571 

19-31,^ 

797 

21-4% 

971 

21-6% 

151 

^+^\ 

389 

9-4,?^ 

601 

ll-5r, 

821 

3+7*7, 

977 

9-7*,^ 

157 

l-3>j, 

419 

3+5*?, 

607 

1+H 

823 

2+7% 

VI.    p  zum  Exponenten  66  gehörig,  in  Beziehung  auf  67  te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,  7,  11,  31,  41,  61,  79,  101,  113,  191,  197,  229,  233,  251,  281,  331, 
337,  347,  353,  367,  379,  383,  409,  433,  443,  463,  487,  503,  547,  577,  587,  693, 
599,     631,     647,     653,     677,     683,     701,     727,     733,     739,     757,     769,     787,     811,     883,     919. 
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p 

569 
853 


A=71 


I.    |?  =  7lm-M. 


—242 

+284 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


,10 


.  43       +164       +142       —224       +153       —  41       +249       +  56       +104 
379       —158       +337       +172       +227       —360       +120       —  40       —271 


P 

569 

853 


11 


13 


13 


•132       +80       —  14 
194       +349       +168 


14 


IS 


16 


IT 


18 


19 


,:to 


—  26       +33       —  20       —281       —278       +134       +     5 

—  56       +303       —101       +318       —106       —249       +  83 


P 
569 
853 


p31 


*S9 


rSS 


rS4 


rSS 


,S6 


pST 


t88 


r29 


,ao 


—  72       —215       +261       +141       +  18       +196       —205       +107       +280       —  49 
—312       +104       —319       —178       —225       +75       —  25       —276       +  92       —315 


(»1 


!8S 


11 


,14 


,15 


p36 


rlT 


,18 


,19 


p40 


p  «•*     (t**  *••     «••     a*'     «•"     «••     a*"     «•'     a' 

569   —  91   —169   —  70   —130   +165   —100   —267   —252   +101   +  25 
853   +105   —  35   +296   —383   +412   +147   —  49   —268   —195   +  65 


,41 


p4« 


r41 


r44 


r4  5 


r46 


,47 


r48 


r49 


,50 


P 

669   +209   +  63   +117   +136   +  90   —158   +113   —  34   +262   —245 
853   —806   +102   —  34   —273   +  91   +254   —369   +123   —  41   +298 


P 
569 
853 


,11 


plS 


11 


,54 


,55 


,56 


,57 


,58 


,59 


.60 


+114       —276       +219       —  81       +256       +  69       —197       —122       —  64       +125 
+185       —346       —169       —228       +  76       +259       +198       —  66       +22       +277 


«1 


r«» 


61 


64 


.65 


,66 


,67 


,68 


p69 


70 


569       —  93       —254       +  16       +111       —119       —221       —     4       —170       +172       —  87 
853       +192       —  64       —263       +372       —124       —243       +81       —  27       +9       —     3 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
so   dass  entweder  die   7.7.79241ten  oder  die   7.79241ten  Potenzen  wirklich 
8ind,   und   zwar  scheint  die  erste  der  hierhergehörigen  Primzahlen  p  (569)  im 
ersten,  die  andere  (853)  im  zweiten  Fall  zu  sein  (vermöge  der  Normen  in  m.). 
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X  =  71 

IV.    p  zum  Exponenten  7  gehörig. 
10  siebengliediige  Perioden  (fiQr  die  primitive  Wurzel  62  von  71): 


r,    =  «    +«    +«    +u    +a    +a    +a     , 
y.     =  ««   +„»»+«"+«'  +«*  +«"+«"  , 


60   ,       3      .       yS   ,       19   ,       40   I       3      I       64 

Wurzeln  der  Gleichung: 

r^V»j*+4>j*+20>7'— 103>j*4-141t7*4-207tj*— 1254tj'+2635»j'— 4020tjH-3737  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


"'„ 


>?.*j 


0  'S 


^0*?4 


*^0*?6 


V8== 


2>?i+2»j,+2»?g+t73  , 
2»;,+>;,+*?^+2>?j4->75 ' 


Vi  =  'Ji+'7j+')8+2r;j-J-2>?j , 

*'o''t  =  *?o+^''l"^''8"^*'4"*'*'«"*'*'7  » 

\%  =  *?o+*?i+*'>+2ij^H-2»jg . 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

^ 

Ü 

li 

»Ja 

»Ji 

»l4 

^i 

»Je 

^7 

18 

*^» 

37 

0 

—  5 

+  14 

—  6 

—  6 

+  10 

+  1 

+  1 

—  17 

+  7 

101 

0 

—  25 

—  16 

+  12 

—  28 

+  17 

+  14 

—  21 

—  2 

+  48 

103 

■+- 

3 

—  12 

+  10 

—  9 

—  33 

—  36 

—  47 

+  6 

+  42 

—  28 

179 

+ 

6 

-f-  20 

—  13 

+  34 

+  36 

+  59 

—  75 

—  37 

+  78 

+  70 

233 

— 

2 

—  42 

—  10 

+  14 

+  8 

—  77 

—  27 

+  46 

+114 

—  96 

463 

-f- 

4 

+  56 

+  32 

+  24 

+206 

—163 

—165 

+  63 

+186 

+219 

613 

4- 

20 

-f-  32 

—172 

-+•   58 

—  57 

—  64 

+  72 

+222 

+  76 

—188 

659 

-f- 

40 

+190 

—154 

+235 

—289 

+173 

—  68 

—222 

+227 

—133 

811 

-h 

50 

+353 

—154 

+382 

—348 

—127 

+403 

—119 

+224 

+146 

829 

953 

971 

._ 

40 

—275 

—140 

—361 

—430 

+212 

—150 

+103 

+259 

—150 

/(,?  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Nur  die  letzte  dieser  Primzahlen  p  hat  wirkliche  Primfactoren : 

p  =  971  X%)  =  i-''i-'»T-%  5 

Die  Primfactoren  der  übrigen,  deren  keine  die  quadratische  Normform  hat,  sind 
in  7ter  Potenz  wirklich. 

Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen  in  %. 

N(r,^)  =  37  .  101 ,    iS^(l— O  =  37*  ,    N(l-hfi)  =  11593  ,    N(2^v)  =  3557  , 

iV(2+t7g)  =  101  .  233  . 


118 


X  =  71 

V.    p^  zum  Exponenten  10  gehörig. 
7  zehngliediige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  62  von  7i): 

„  +  „"  +  „»  +  «"  +  a"  +  «"  +  «»*  +  «"  +  a"  +  «"  , 
„"  +  „"  +  „»•  +  «"  +  „»»  +  „»  +  «"+„«»  4-  „»  +  «" , 
«1«  +  «»•  +  a*"  +  a"  +  «"  +  "  +  «"  +  «»»  +  «»+  «»«  , 


"o  = 


<K       -|-  CE       -p  (t       *!•  Ä       -f-  Ä       -|-  Ä       -|-  Ä       -f-  Ä       -f-  CE       -p  «       y 

«»  +  «" +  «**  +  «"  +  «' +  «"  +  «»  + „"  +  „"  +  ««*, 


Wurzeln  der  Gleichung: 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


=  0; 


'»o'J«  =  -2— 2*?,— ty,— *y^  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


P 

17 
137 
227 
401 
421 
443 
563 
653 
727 
829 
937 


—  1 

0 

+  6 

+  4 
—36 


1i 

-  2 
+  35 

—  29 
+193 
+  38 


—  2 
+  67 
+  94 
—108 
—193 


+  3 

—  42 

—  20 
+101 
—141 


*l4 

—  7 
+  43 
+  52 
+181 
—156 


—  3 
+  39 

—  67 
+  46 
+120 


—11   +144   +271   +137   —200   —181 
—13   +322   +236   —276   +  24   +141 


16 

—  6 

—  6 

—  37 

—  17 

—  54 

—161 
+318 


+33       +312       +345       +296       +163      +191       —404 


y(t;  ),  Primfactoren  der  Primzahlen  p^  z.  B.  •) 


P  /(lo) 

17  +1+  *j^—  t;,—  *j, 
137  +  Vo 

227  — 7+2fj^+4*y,+5t;^+6*;^ 

401  +2+  t;^+  »7i+2*,, 
421  +  vf^—  *?^—  ty, 

563  +7+  ty^+  *?^— 2»y,+  ri^ 

653  +l+4»j^+2»yj+3»7^+3i,j+ij^ 

937  +7— 5*j^— 4*?^— 3i),-2*j^— ijj 


Za  Grunde  liegende  Normen. 


5 
5 


227 
401 


N(2—2yi^-^v}^)  =     5  .  563 
iV(2+2i,^+i,J  =     5.653 

-^(^+'»1-*?,)  =     ^  •  937 


*^     Sie  sind  wirklich,  liegen   aber  wegen   der  Complication  mit  den  Factoren  von   5  sehr 
▼enteckt,  weshalb  die  der  Berechnung  zu  Grunde  liegenden  Normen  beigefügt  sind;  es  ist  femer: 
A'(l-»lo-»l»-l4)  =  ö  .  137  ,       Nll+fio)  =  5  .  17 ,       N(b-^2fi^)  =  17»  ,       iV(l-,,j)  =  5»  . 

15 
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VI.    p  zum  Exponenten  14  gehörig. 
5  vierzehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  62  von  71): 


*7^  =  «    +a"+a"-|-a'*H-a 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ij*+i7*— 28»)*H-37r'-4-25ij+l  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


i,J  =  12— 2>ijj+2t,j+3ij,  , 


P         »Jo 

23+2 

41—1 

97     +19 

181    '+  4 

193     +14 

239     +16 

307     —  2 

389     —63 

449     —17 


+  10 
+  20 
+  46 
+  66 

—  67 

—  78 
+  62 
—171 
+  33 


Vi  =  — 2+2ij^+ijj+»)^  , 
%i?4  =  — 2+»?j+i?,+2t;^  . 

Congruenzwurzehi  med.  p. 


Vj  =  — 2+»jj+3t;3, 


—  8 
+16 
+27 
+63 
—94 
+49 
—12 
—74 
—24 


—  8 

—  4 

—  31 
88 
61 


*^4 

+  3 
+  9 
+  36 
—  20 
96 


—  96  —132 

+  67  —106 

—166  +  83 

+  69  —  62 


467  —64 

623  +27 

607  +24 

619  —74 

673  —20 

733  +31 

761  —  6 

761  +20 


+  78 
—219 
+  69 
—283 
—107 
—236 
+179 
+166 


»1> 
+201 

—  31 

—  84 
—141 
+  34 
+368 
—270 
—170 


1i 
+177 

—120 

—240 

—309 

—  37 

+260 

+136 

—216 


1« 
+  74 
—181 
+240 
+187 
+129 
+329 
—  89 
+208 


/(^o)'  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p           A^io) 

p           Ano) 

P 

Ano) 

p            Ano) 

23     +2-  fi^ 

239     — 3+2ij,+»j, 

467 

-l+%-2*J, 

673     +8+t;,+fy. 

41     +1+  »7^, 

307     +2+t;^ 

623 

-4-17^       *J, 

733     +2-,?^+»,, 

97     —4—  t;,— t;. 

389     — l+i,j+2iy^ 

607 

+»?,+  V^ 

761     +6+>y^ 

181     +4-   fi^ 

449     +2+1J,-  t?,-*,. 

619 

+1-2,,, 

761     +7+ij,+i7^ 

193     +6-2»7, 

.— *?. 
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X  =  71 


Vn.    p  zum  Exponenten  35  gehörig. 
2  ftknfunddreissiggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  62  von  7l) 


»7, 


Wurzeln  der  Gleichung: 


>?'  +  *)  +  18  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


rjl  =  —18—1,^,         t,^»,^  =  +18. 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

1o 

li 

P 

1o 

«li 

P 

*Io 

*ii 

P 

»Jo 

1i 

2 

0 

—  1 

191 

43 

—  44 

419 

158 

—159 

677 

201 

—202 

3 

0 

—  1 

223 

89 

—  90 

499 

189 

—190 

719 

319 

—320 

19 

4 

—  5 

229 

85 

—  86 

503 

134 

—135 

739 

121 

—122 

39 

12 

—13 

251 

77 

—  78 

509 

123 

—124 

787 

299 

—300 

43 

15 

—16 

263 

39 

—  40 

521 

216 

—217 

797 

178 

—179 

73 

20 

—21 

271 

73 

—  74 

547 

114 

—115 

821 

286 

—287 

79 

30 

—31 

277 

57 

—  58 

557 

258 

—259 

839 

91 

—  92 

83 

28 

—29 

293 

72 

—  73 

571 

165 

—166 

881 

363 

—364 

89 

37 

—38 

311 

96 

—  97 

577 

131 

—132 

929 

105 

—106 

107 

50 

—51 

313 

122 

—123 

587 

76 

—  77 

941 

327 

—328 

109 

46 

—47 

359 

65 

—  66 

617 

49 

—  50 

947 

168 

—169 

131 

22 

—23 

367 

162 

—163 

641 

202 

—203 

983 

313 

—314 

151 

34 

—35 

373 

136 

—137 

643 

107 

—108 

997 

437 

—438 

157 

68 

—69 

379 

47 

—  48 

647 

311 

—312 

/(^o)'  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  /(lo)  haben  folgende  Primsahlen  p. 


107       5— 2»jj 
293       1— 4*yj 


P         Ario) 
509     13— 4»7j 
643       1+6»,« 


P         A^o) 
647     23— 2iyj 

739       7— 6»yj 


15- 


N     rf" 
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X=71 


Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren,  die  in  7ter  Potenz  wirk- 
lich sind,  und  bilden  3  Gruppen: 

d)    p  mit  Normen  =  2p*),  entsprechend  der  quadratischen  Form  9y*-4-2yz-4-8j2?'. 


p 

rM 

*(lo) 

P 

/Hno) 

4<no) 

2 

10-                    Vo 

571 

13-7*7, 

19 

1663—           6990»)j 

*-% 

641 

2950576979-1 329869960*7, 

32—3*7, 

83 

4000117—       683218ty^ 

1-3*7, 

719 

3495729343—2104973530*7, 

4+9*7, 

223 

349645+  39042522*}^ 

l+H 

797 

5773871921—2925398804*7, 

8-9*7, 

251 

17-3*7, 

821 

37-3*7, 

277 

125052839—  74596116*7^ 

8-0*7, 

839 

10947905593—2809018414*7, 

11-9*7, 

311 

307888061—  24644398*7^ 

20—3*7, 

929 

16-9*7, 

313 

186392485-115019952*7^ 

11-5*7, 

941 

27249101  -6025342612*7, 

40-3*7, 

547 

23-5*7, 

983 

41-3*7, 

b)    p  mit  Normen  =  4p**),  entsprechend  der  quadratischen  Form  5y'+4yz+i52f'. 

995906527—  10685988ij,  35—  3*j^ 
2556959459—  398765072*7,  38—  6*7^ 

25-  9*,^ 

49-  V^ 

63-  5f7^ 

35— ll»7j 

997     23655930371—421547444417,     46—  9*7, 


p 

rino) 

*ho) 

P 

43 

189505—       109338*7, 

2-3i7o 

373 

73 

776827—       740448*7, 

10-3*7, 

521 

79 

4373033—         17190*7, 

11-3% 

577 

131 

20616511—     3100990*7, 

22-  *7, 

617 

229 

97770973—  33492660*7, 

26-3*7, 

881 

263 

144628885—  56722078*7, 

10-7% 

947 

359 

29-5*7, 

997 

367 

120821069—218045526*7, 

1-9*7, 

558233 1 1 9—1353459496*7, 


*)  d.  h.  fQr  jede  dieser  Primzahlen  p  gibt  es  eine  compleze  Zahl  ^(v}o),  so  dab  N^m^)  =  2p. 
Diese  ist  heigefugt  und  liegt  der  Berechnung  des  Primfoctors  /'(>io)  zn  Gmnde.  Es  ist  «7,  =  +  10 
(mod.  2»). 

**}  d.  h.  fSr  jede  Primzahl  p  gibt  es  eine  complexe  Zahl  ^(tiq),  welche  in  der  Tafel  bei« 
gefügt  ist,  so  dass  N^^tiq)  «=  4p.  Ffir  dieselben  Primzahlen  p  findet  auch  stets  die  Norm  N^\yif^)  =  5p 
statt,  z.  B.  i\r(ll— 2*1,)  =  5 .  43 ,  iV(7— 4f|o)  =  6 .  73 ,  iV(17— 2*],)  =  5 .  79  u.  s.  w.  —  Auch  ist 
i\r(l— *j,)  =  4.5  und  iV(277— 4*1,)  =  5'. 
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X  =  71 

c)    p  mit  Normen  =  3p*),  entsprechend  der  quadratischen  Form  3y'+2yz+242:'. 

3  45—               2*j^ 

S9  3167—       30860*}^ 

89  3894397—  1167136*}^ 

109  13374317—     225516^;^ 

151  39035269—  2911182«}^ 

157  46827415—  19386841)^ 

191  42665261—1919763819, 
871 


*(lo) 

i» 

/'(1») 

*(lo) 

lo 

379 

286362447—  232783350)), 

3+  8»,, 

1    ^-^\ 

419 

1272946397—  157478306»)^ 

7-8«), 

,  18-2,^ 

499 

1375848547-  631241326*), 

15-  8„, 

1  "-2l, 

503 

33-  4„, 

1  11—*''» 

657 

737361196—  926194404«), 

39—  2«), 

,  19-21, 

687 

21-  8«), 

0  l*-*»». 

677 

6010451639—1369431236«), 

11-10«), 

21-*»), 

787 

31-  8,, 

Vm.    p  zmn  Exponenten  70  gehörig,  in  Beziehung  auf  71te  Einheitswurzeln  selbst 

complexe  Primzahlen: 

7,  11,  13,  31,  47,  53,  59,  61,  67,  113,  127,  139,  149,  163,  173,  197, 

811,  841,  857,  269,  281,  317,  331,  337,  347,  349,  353,  383,  397,  433,  439,  457, 

461,  479,  487,  491,  541,  599,  601,  631,  661,  683,  691,  701,  743,  757,  769,  773, 

809,  823,  859,  863,  883,  887,  907,  911,  919,  967,  991. 


*)  d.  h.  fSr  jede  dieser  Primzahlen  j?  gibt  es  eine  complexe  Zahl  ^110)9  so  dafs  N^v[q)  =  3/i. 
Auch  findet  fOr  jedes  die  Norm  N^\i[q)  =  8p  statt,  z.  B.  iV(7— 3>)o)  =  3.29,  i\r(22— 3f]o)  =  8.89, 
and  et  ist  iV(3+i]o)  «  3.8;   endlich  ist  ijo  =  ~  1071  (mod.  3'). 
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73 


1. 

p  =  73w  +  1. 

Congraenzwurzeln  mod. 

P' 

V 

(L 

«3 

ftS 

a* 

ftS 

«« 

af 

a« 

a» 

«10 

293 

+100 

+  38 

—  9 

—  21 

—  49 

+  81 

—104 

—145 

—143 

+  57 

439 

—  42 

+  8 

+103 

+  64 

—  54 

+  73 

+  7 

+145 

+  56 

—157 

877 

+220 

+166 

+343 

+  38 

—410 

+131 

—121 

—310 

+206 

—287 

P 

all 

a>» 

ai» 

ai* 

a»« 

«1« 

«>^ 

«18 

a»» 

«80 

293 

+133 

+115 

+  73 

—  25 

+137 

—  71 

—  68 

—  61 

+  53 

+  26 

439 

+  9 

+  61 

+  72 

+  49 

+137 

—  47 

—221 

+  63 

—  12 

+  65 

877 

—213 

—379 

—  65 

—268 

—201 

—370 

+161 

+340 

+255 

—  28 

V 

«3  1 

a«> 

a" 

a>* 

tt>» 

a" 

a" 

«J« 

a" 

«8  0 

293 

—  37 

+109 

+  59 

+  40 

—102 

+  55 

—  67 

+  39 

+  91 

+  17 

439 

—  96 

+  81 

+110 

+209 

+  2 

—  84 

+  16 

+206 

+128 

—108 

877 

—  21 

—237 

+  43 

—187 

+  79 

—160 

—120 

—  90 

+371 

+  69 

V 

a»i 

«n 

a»» 

a»* 

«1* 

a»« 

«•7 

«18 

a«» 

«4  0 

293 

—  58 

+  60 

+140 

—  64 

+  46 

—  88 

—  10 

—121 

—  87 

+  90 

439 

+146 

+  14 

—149 

+112 

+125 

+  18 

+122 

+144 

+  98 

—166 

877 

—175 

+  88 

+  66 

—389 

+366 

—164 

—123 

+127 

—124 

—  93 

P 

a*i 

a*> 

a*» 

a*< 

a*» 

«4  6 

«4  7 

«4  8 

«4» 

«50 

293 

—  83 

—  96 

+  69 

—132 

—  15 

■  -  35 

+  16 

+135 

+  22 

-144 

439 

—  94 

—  3 

+126 

—  24 

+130 

—192 

+162 

—219 

—  21 

+  4 

877 

—289 

+441 

—327 

—  26 

+419 

+  95 

—148 

—111 

+136 

+102 

P 

«*» 

ftja 

a»» 

a»* 

a»» 

«S6 

«»7 

«88 

a»» 

«6  0 

293 

—  43 

+  95 

+124 

+  94 

+  24 

+  56 

+  33 

+  77 

+  82 

—  4 

439 

—168 

+  32 

—  27 

—183 

—216 

—  147 

+  28 

+141 

—215 

—189 

877 

—362 

+167 

—  94 

+368 

+276 

+207 

—  64 

—  48 

—  36 

—  27 

V 

„6  1 

ftSS 

««» 

a«< 

«6» 

«6  6 

«6  7 

«68 

«6  9 

«7  0 

293 

—107 

+141 

+  36 

+  84 

—  97 

—  31 

+123 

—  6 

—  14 

+  65 

439 

+  36 

—195 

—151 

+196 

+109 

—188 

—  6 

—187 

—  48 

—179 

877 

+199 

—  70 

+386 

—149 

P 

293 
439 

877 

—831 

all 

+  54 
+  55 
—388 

—  29 

+126 
—115 
—291 

—241 

—400 

—300 

—225 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
wirklich  in  134353 ter,  resp.  89. 134353 ter  Potenz. 
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^     M     iK     00     H«    M 

^    O»    09    09    tO  O 


I I +++^ 

*a  o>  H*  o>  o« 

00    Od    O«    00    »9 

+  +  II  + 


ce  CO  to  lo  M 

H'    ^    00    M    CO   »M 
H'    CO    CO    ^    ^     ^ 


I  +     II 

^         o 
•a  CO  o  ^  te 


+  +  I  +  +  ^ 

CO     H-     H*  f» 

00  00  H'  »9  te  ** 

H'    CO    00  O    09 

+  +  +  +  + 

Ol     H«     iK  «4     kO    M 

t^>    Od    09  CO    09 

I  +  I  +  +  ^ 

CO  ^  H-         -a 

lo  *a  CO  H-   fco  •• 

»9    iK    CO  CO    Ol 

I  ++  I    I  ^ 

CO  ^ 

tO    CO    M  ^     tO 

^  iK  CO  o  ^ 

+  +  I  I  + 

CO  H»  ^ 

1»^    0>    »O  O    iK  v 

09    O    tO  O    00 

I  +  +  +  i  ^ 

O    O)    09  CO    iK 

+  +  +  II 

CO    CT«    iK  O    Od  -• 

l»k    ifk    CO  »O    CO 

I ++  I  +^ 

CO    »^ 

CO    H*    O»  CO    H*   • 

feO    H»    O»  CO    ^ 

I  I  I  +  I 

O«    CO    H«  CO    ifk   « 

feO    O    00  tO    feO 


ScooswgS         I      I      I      l+j 

^l-^H^lfkfeO  COH«  M 


I ++++^ 

lO     l-A  H«  M 

O«   «a   O   M  •• 

0>    CO    CO    l(^ 


CO     H- 

^      O»      H«      »O      0>     M 

feO    00    l(^    iK    ^     ' 


1111+^ 

00    CT«    CO   o»   o>  ** 
CT«    H«    CO    CO    tO 

+  1111^ 

to  00   p  *a  o«  n 

»9    lO    1^    CO    ^   ** 

1111+^ 

CO 

*«.    O«  H»    O«   ^ 

Cd    ^    CT«    CO    «I 

+  I  +  I  +  ^ 

to    ^    ^    ^  ^ 

,1k    ^    O«    CO    00 

+  +  I  +  I . 

CO    1^    00    CO  2 

H«    1^    O»    00    CD  "* 

+  +  +  I  +^ 

M   fcO   H*   *a  H-  •• 

Od    Od    ^    H*    Od 


o     e     o      ^ 
JS    4t    -S  ©^     - 

M       M        M  J!C      Jl 

e     «•     o     ••     o  M 

II  11  II  II  u 

^  ^  ^  ^  ^ 

M        M        M       M        OD 

+  ++++ 

'       '     ^    JC     « 

^       -SC    *>        M  ^ 

*  *    +  x" 


e     e     o      «sc    -s 

t#        »>        M  ^      -S 


5 


CD 

p 

i 

p 


^  4t  Jt    -.    ^ 

e    «•    e    «>    e 

H  II  li  II  V 
K  K  K  K  » 

OB     e     o     w  J. 

+  +  +  +  a, 

••■»MM  mim 

»-       M       M       »  T 

+  +  +  +  ^ 


o 


5?"         -•••►- 
m      ••     V     *•     <• 


CD 

p 


II   II   II   0   H    l' 


^     3     4t     4C     4C 

O       M       M       M       *^ 


M       M  4C    -•       M 

M       M  ,     M 

J++J  + 

O      M        4t   Ok      M 


O     e     o     o      4t    4t 

g        4t     4t     J«   O.      ©^ 

£?••►*►*        4C     4t 


o 

p 

CD 

p 


4t     4t     Jt  ^  ^ 

MM«*  4S  41 

p<        «»        M  M  M 

II   II  U  H  D 


(D 


5» 

3. 
o 

o 

p 


+  +  +  +  +     g      .-++"++     D 
-5«^*4t4t       ^T,.iB-^       5! 


1 


i  ++J++ 


4t     4t 


4t     4t 


8  s  -1  +s  s 
F  +  ^  j*  +  + 

B^  5      ^       4t     4t 
-4         «•  MM 


?      ++    I     I    +^    h3 

^    CO    b9    ^  O 

00    O    feO    ^    iK 


•2t     4t     4t      _ 

©^  ©      ©       4t     4t 

4t    4t    4t  e    e 

M       M      M        4t     4t 

M        OB       M        OD       M 

II     II     II     II     II 
i*  J»  .^  Ä*  «^ 
+  +  +  +  + 

i*     4t     4t     4t     4t 

M      ^      «^      <«      «^ 

V+  +  +  + 

^       '      4t     4t     4t 


4t     4t 

4t     4S   O      © 

«•       *       M       <r^ 

II    II    II    II 

4t     4t     4t     ^ 

••      •      ©      M 

+  +  +  + 

4t     4t     4t       ' 

>-        M        •«  ^ 

++J  + 

M 


4t     4t 


O       4t 


+  +  +  +  + 

Ok       M       M        V>       M 


CD 

3. 


< 


4t     4t     4t 
S      M*  -       41     4t 


§  II  II  II  II  n       n  I  IM  I 


3 


^^7i    ;i    71    7i 

»-       M       M       M       H 
••       O  MM 

+  +  +  +  + 

M        M       M       ^        M 

+  +  +  +  + 


s 

B     g 

o 


CO 


» 


CO 


CO 


•2*     •2t     4t      ^      ^ 

M      «d      M        4t     4t 


B  U  H  II  U        9^ 


7i    71    7i    7i    7^ 

»       M       »       M       «■ 
O        ••       M     .  M 

+  +  +  +  + 

a_^  »^  »^  M  a^ 

M       ©        M     I  M 

+  +  +  +  + 

a       a        a  M    a 

»        »       M        M        «k 

»        M        Mm  M 


-5t     4t      ^ 

M      M        4t     4t 
M       ^       M       «k 

II  II  11  0 
a.  K  K  K 

**  _L       ©     M 
+    t+    + 

M       M       ••    *%, 

+  +  +  +" 

M       W       •       Ol 
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X  =  73 

IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
18  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 


,,^  =  a4-«"4-a"4-a*«, 

17,  «  a"  +  a"  +  a*^  H-  «'*  , 
,,««»  4- «'+«'"  +  «", 
,,=a^<>  4- «"+«"  +  «", 

i?j,  ^«4-«     4-«     4-«     » 
ijjj  =  a     4-a   4-a     H- «     , 

*;=a4-a     4-a     4-a     , 

*  ^41  _j_  ^la  _j_  ^sa  _|_    fii 

t;=sa     H-a     4-a     4-a     , 

^,-«"  4-a"  4- «*•  +  «", 
^     =  a*»  +  a"  4.  «"  +  «"  , 

^^^  =  «"4- «*'  +  «"  4-a". 
^     =a*4-a"4-a"  +  a", 

„    =  «"  4-  «"  4-  a"  4-  «»  , 
>,^  =  a"4-a*^4-a"4-a", 
»7=a4-a     4-a     -t-a     , 

^        ^Sl  _j_      S4  _,     ^42  _,     ^S9 

»7jj  =  a     4-a     4-a     4-a     , 
>?,,  =  a«  4-  a"  4-  «"  4-  a"  , 
^^^  =  «»<>4-a"H.a*»4-«"; 

nit  den  fundamentalen  Relationen: 

%%  =  *?,  +  '»9  +  *7,^  -4-  »7jy  , 

Vs  =  ''s  +  ''if  +  ''is  "*"  ''16  » 
""Jo^  ~  ''i  "*"  ''i  +  ''lo  ■*"  ''u  » 

»0''l9  =",-*-  ♦'6  +  ♦'9  +  ''10  ' 
'o^'lS  "*  *'«  +  ''11  +  ''li  "*■  ''iT  » 

Vi  =  ♦'4  +  ♦'9  +  »»li  +  »»w ' 
''o^'i  =  ''1  ■*-  »Ji  +  »»T  -*•  *'ll  » 
Vt  '^  ''4  "*■  ''5  "*■  ''ii  +  ''14  » 
Vio  —  %  "*■  ''10  ■♦"  ^1%  +  *'l«  » 
Vis  ^^  ^''0  +  ''j  H"  *'iT  » 
V16  ^  ''1  ■*"  ''s  ■*"  ''10  "*"  ''11 ' 

''o*'»  ^^  ''i  "^  *'«  "^  ''iJ  "*"  ''ll  » 
''o''»  ="  ''i'*"  ^''4  "^  ''7  » 
V«  =  ''0  "*•''»■*■  ''e  "*"  •'17  » 
Vii  =  »74  +  ''t  +  ''l4+''l«  > 

Vl4  ^^  ''l  ■*■  ''s  ■*■  ''7  "^  ''14  » 
Vl7  '^^i'^%^  ''18  ■♦"  ''15  • 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

P               I0 

I1              If 

*Il                  I4                   1*                   ^6                 ^1                  18                  'J9 

173       4-  2 

—  71       4-12 

—  s82       —  63       —  30       4- 

13       4-63       —  54       —  76 

667       —13 

4-  67       4-111 

4-186       4-104       —216       4-236       —206       —172       4-147 

767       —17 

4-  40       —266 

H-127       —363      —285       — 

133       —278       —227       —306 

P 

I10            In 

1l>                *Il»               1l4                ^ 

1»                 I16               ^17 

173 

+  43       +  S6 

4-83       -*-  27      —  39       — 

38       -f-  36       -f-  38 

667 

—250       H-127 

—233       —HO       —122       — 

122       -f.244       4-231 

467 

—  88       —119 

—176       4-266       H-194       — 

169       —206       —267 

J{%)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p.^) 


p 

Ano) 

p 

Au) 

P          Au) 

H-173 

l+'Jo+''l4+''l« 

—667 

^"-''»-'»ii 

-f-767     1—t,^— 1,^^—1, 

'14 


(2+'?o)  =  «7  .  173 , 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(l+ri)  =  27 ,         iV'(l-*j)  =  439  ;         iV(2— *j  J  =  27  .  173  , 
i^^(l— *?,-4-*7i,)  =  —  27  .  767 ,       iV(t;^4-*7g— »7j^4-*J„)  =  173 .  6836669 


*)    Das  Zeichen  4-  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,   dass  NAu)  *=^  +Pi  das  Zeichen  — , 

^Ano)^—P  ifit. 

16 
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X  =  73 


V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
12  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  5 

>?.  =  rt  +  a'  +  «•  -I-  «"  -4-  a"  +  a"  ,  *?,=«*  +  «*'  +  «** 


5  von  73): 


a 


«8 


»J«  = 


«^*+«8  +  «**+«*»  +  ««T^a", 


=  a"  -h  «*  +  «'*  4-  a"  +  «^'  4-  « 


S7 


«'  4-  «"  +  «"  4-  «"  +  «"  -4-  «"  , 


a     4"  cc     4"  <*     9 


a     4"^     4~<*     4"^     "♦"<*     4"Ä     I 

CC       -+-  CK       4"  Ä       4"  ^       T"  Ä       -f-  CK       , 


a 


10 


IT 
60 


.66 


a-4-a^4-a"4-«     4-«*    , 


=  «•*  4-  «     4- 


«"  +  «*»  4- «»  +  « 


*4  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 

V  4-  *?"  —  33*y"  —  70>j'  +  288»j'  4-  929»j^  —  298t;*  —  3421*?*  —  2921t;*  4-  1195t;*  +  1718»j' 

—162t;— 211  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^l 

=  6  +  2*,^ 

►  +  %  +  2t;,, 

%^  = 

'  ♦?,  +  2t)^ 

,4-*;5  +  »7.  +  *J„ 

9 

^'i^ 

=  ^  +  ^ 

+  *?6  +  ♦'t  •+- ^8 

+  *»9» 

V8  = 

■■  2»),  +  »7, 

i  +  *?io'+"  ^\l  » 

*?0*»4 

=  2t;j  4-  > 

h-^^ 

+  ^0  +  ^11' 

M5  = 

tjj  +  t;. 

+  '?,  +  '' 

't"*"*'io'^*'ii» 

''o^'e 

=  »J,4-t,, 

4- 1;^  + 1;^  4-  i?g 

+  *»10» 

%*'t=' 

*J,  +  »75  4-  t;^  +  t? 

1  "^  %  ■♦"  ^^lO  ' 

*?0*^8 

-  %  +  *?» 

4-  »Jg  +  >;,  4-  2t;j 

1» 

%%- 

2i7o  +  *?3 

+  *7y  +  21,3  , 

*'o*?io 

"*?»+^4 

+  *?5  +  ^'e  ■*■  »»r 

+  1?„, 

*?o''ii  == 

i?i  +  2*?, 

+  ^^  + 

\  +  *?I0 

• 

Congnienzwurzeln  med. 

!>• 

p 

no 

1l 

*I« 

»l8 

*^4 

*»»      f 

16 

*l7 

*l8 

19 

211 

0 

—101 

—  73 

+  36 

+     5 

—  55 

—  45 

—104 

—   17 

—  100 

503 

4-10 

—131 

—  18 

+122 

+241 

+119 

+  92 

—116 

+141 

+218 

593 

H-20 

+284 

+  70 

+233 

—141 

+  33 

+115 

—123 

+  49 

—149 

739 

—  7 

—220 

+244 

+297 

+194 

+361 

+126 

—132 

—  48 

—317 

941 

—  8 

-169 

+435 

+126 

P 

211 
503 
593 
739 
941 

—409 

»Jio 
+  79 
—203 
—211 
—181 
—  66 

—468 

—  48 
+  27 
—186 
—318 
—363 

—257 

+  17 

+366 

—  146 

p 

—211 


f(yi^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.z.  B.*) 

P  A^o) 


-593         2+t,^-t;,-t;^^ 
—503     6-t;j+2>;^-2t;,— tjj— I7g+t,jj,+2i;jj  (auS  der  Norm  N(l^Y}^+f}^-hVii)  ==  —  9  .  503). 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N^l-hrf)  =  8.9,  N(i'-ri^)  =  —8  .  373  ,  JV(tj^— t;^— t,^)  =  8  .  9  .  508  , 

^(^-\+^io)  =  093^  ,  iV(l+„^-.„^-t,^  J  =  8  .  593  ,         N(v,-\-V-fi,)  =  8  .  941  , 

-^(l-'78-*?4+*?5-*»9-'?io+*'ii)  =  ^'  ^O-^-^+^'s-^-^)  =  137.  503, 

iV^(l-i79+r,j  J  =  -  81  .  739  . 


*)    Das  Zeichen  +  vor  den  Primiahlen  p  zeigt  an,  dass  i^^i7o)  >»  +P)  das  Zeichen  —  , 
dass  NßjiQ)  =  —  p  ist. 
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X=  73 

VI.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
9  achtgliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 


Wurzeln  der  Gleichung: 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^0 


Vi 


2%H->?i4-2»jj+*jj4-*?74->?g , 
*7j+»7,-4-*75+2»?g4-i?y+2*jg , 
%4->?,4->?,H-i?^-f-2i|j+2i73  • 


♦?,4-»),+ty^+2t?j+t;g+2tjy  , 


Congruenzwurzehi  mod.  p. 


P 

83 
197 
229 
241 
521 
647 
971 


+  1 
4-  14 

—  4 
+  5 
-h  7 
+  15 

—  19 


H-  23 

—  55 

—  60 

—  24 
—174 
+229 
—411 


+  39 
+  86 
+  71 
H-  72 
+137 
—  18 
—252 


—  4 

—  85 
+  66 

—  93 
+  23 

—  46 
—164 


-I-  32 
+  96 

—  24 

—  38 
+  51 
4-265 

—  32 


23 
4-  39 
—  81 
—114 
4-  94 
4-  82 
4-273 


—  21 

—  74 

—  72 

—  85 
4-233 
—816 
4-287 


^1 
4-  15 
4-  96 
4-  59 

—  61 

—  92 
—180 
—279 


—  26 
4-  79 
4-  44 
4-  86 
4-241 

—  82 
—875 


/('?•)'  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(1.) 

63 

■+-1-% 

197 

4-1— »?,—>?, 

229 

-l-i?,-t;^ 

p       A^o) 

241     -l-H»«4-i?8 
521     — 24-*)44-*?y 


P  /(lo) 

647      4-1-t,^— *?,+>?, 
971      -24-»)^4-i?,4-i55 


16^ 
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X  =  73 


Vn.    p  zum  Exponenten  9  gehörig. 
8  neungliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 


«-+-«*  +  «*  +  «•  +  «"  +  a"  H-  «**  H-  «**  +  a"  , 


=  „"  +  «•  +  «"  +  «»•  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «". 
=  a» +a* +  «"  +  «"  +  «"  4- a»»  +  a"4-a"  +  a", 


Wurzeln  der  Gleichung: 

,»  4-  ,'  +  6»i*  —  17»,*  —  461,*  —  1361,*  +  820i,*  +  612i,  +  4096  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


%H-2t?,H-2*j^H-2t,j4-2t 

»6» 

Vi=" 

—1— *?,+*? 

,-t,,+2i,, 

> 

^'»i" 

-l-4.«»,,H-t, 

4— *'6"~*'7  ' 

» 

Vi  = 

— 1— *?4+2»Jj— tjg+»J, 

9 

%%- 

8, 

Vs  = 

— 1— »jj+2tjj— »j,+»j^ 

9 

%"»%== 

-l-4.2t?j+i7 

,— *?4  —  *J4  1 

> 

%^T  = 

— 1— *?i+n 

i-^*+H 

■ 

Congruenzwurzeln  med. 

P* 

p 

»lo 

1i 

»»1 

1| 

14 

^i 

le 

»Ir 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

37 

+  1 

+  12 

+    2 

—  14 

+     8 

+  13 

+     4 

+  10 

89 

—  2 

+  16 

+  38 

—  26 

—     4 

—  41 

+  33 

—  14 

223 

+14 

H-106 

+  22 

—  16 

—  95 

—  42 

—101 

+111 

251 

—  1 

—  99 

—  49 

—  74 

—     8 

—  66 

—  77 

+122 

347 

H-32 

+  84 

—126 

+127 

+  87 

—  66 

+  44 

+164 

367 

—38 

—  52 

—181 

+  44 

+135 

+141 

+150 

+167 

397 

—  7 

+  26 

+129 

—117 

+169 

+153 

+  77 

—  34 

659 

—96 

+299 

+225 

+285 

—229 

+205 

—328 

+296 

661 

—90 

+222 

+174 

+175 

+279 

+137 

+152 

+272 

673 

—  9 

—158 

—  21 

+  19 

—300 

+247 

+256 

—  35 

953 

—36 

+108 

—119 

+  79 

—212 

—247 

+  64 

+362 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  89ter  Potenz  wirklich. 
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X-B73 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

Nfi^  —  2"  ,         iV(l-%)  =  2.*37 ,  iV(l+%)  =  2*251 ,  ^(2-*?,)  =  2137 

A(2+i|J  =»  2.»89,        iV(3-t,)  =  2f293,         iV(8H-i,)  -  2jl37,  N(l-h%''vi)  =  2f87 

iV(l-t, -t?,)  =  2f  347  ,         iV(l4-t,,-t,,)  =  2J661 ,         NCl-h^-hV-ri,)  =  2»  .  953  ;    - 

^(l4-2»f^)  =  223.4517,  iV(l— 2tj)  =  1129391,  iV(3+2tj)  =  373.3067, 

iV(a— 2ijJ  =  669.1889,        iV(5— 2tj,)  =  367.3593,  iV(5+2ty)  =  2288771, 

^(1— 2tj,+2f?J  =  37.27817,  iV(l+2»f^H-2tjj)  =  89.1013, 

iV(3-.2tj^— 2t?y)  r=  673 .  89 .  37 ,         A'(7+2tjj+2tj  J  =  397  .  37  .  661 . 


vm. 


röl^liedrigt 


von  73): 


st 


.ti 


.so 


.60 


.t4 


.St 


14 


.4fl 


M 


.11 


.St 


a"4.a"^.a'"-4.a'"H-a''H-a"+a*  +«"+«••+«*•+«•'+« 


'"; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


*?•+»?*— 30ij*—31*j'H-206»y'+160f>— 81  «  0 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Vo 


%^,  «  — H-%+2ij,H-tj,H-2tjj  ,        »i^tj^  =  — 3— t?^— 3ij,— 2tj,  ,         ly^tj^  =  ~3— 3t?^— 2tj,— tj^ 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

no 

1i 

*Ji 

*lt 

»I* 

^i 

3 

0 

+  1 

+  1 

0 

—  1 

+  1 

97 

+  7 

+  27 

+  22 

—  43 

+  43 

+  40 

149 

+17 

—  22 

—  34 

+  61 

+  59 

+  67 

389 

—10 

—  92 

—160 

—124 

+121 

—125 

487 

—26 

+  78 

+  90 

+178 

—  33 

+199 

587 

+75 

+  69 

+251 

+205 

—267 

+253 

727 

—81 

—163 

—304 

+225 

—249 

—166 

733 

+79 

+121 

+274 

+129 

—191 

+320 

827 

+39 

+139 

—361 

+368 

—  77 

—109 

126 


X^Jo)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p,  z.  B.  •). 


p  A^o) 

—  97  6-+-2*jj—  *?4-*-2»jj 

+149  4+  ij^+  »?,+  *jj 

+389  3— 2»j^—  ,,^— 2>7,— 3»?^ 

+487  l7^6»,^+6»,j-2»,,+3»?,-.6»?j 
+587  4+21,^-.  t,j+2»,j 

-827  1 8-ö»y^+7»y^-3ij,-.4>,, 


Zu  Grunde  liegende  Normen 
2Sr(l+i,  J  =  -8.3 

iS^(>7,-4->7,)  -  3  .  97 
iV<2-»,,+t?j)  =  -3  .  149 
iV(l— i7,+>jj)  «=  —8  .  389 

^(1— ^^_2»}J  «  —8.8.487 
^(2+i?,-0  =  -3.687 

^(l— 2*j^— *?^)  =  8  .  3  .  827 


Normen  complexer  Zahlen  in  ". 

^W  =  -3*  ,  i\r(3-i,,)  =  2f  3'  .  iNr(l-if  J  -  2f  3'  .  2Sr(4-i,,-i,,-t,  J  =  2'  , 

iN^(l+»?,+i?,)  =  3'  ;         iV(2+„^-t,,-f,,)  =  9  .  727  ,         iSr(l-2t?^+t,,)  =  -8  .  9  .  727  , 

^(4+>?o-^a-0  =  -8  .  3 .  733  ;  i\^(i-.,,^-.,,^-^^)  =  503  =  iSr(2+t,,+t,,+tj  J  , 

i\^(4+i7j  =  3'(Quadrat  des  Primfactors  von  3),       -^7+6?»^  «  733 .  ii7i , 

i\^(2— ij  J  «=  3  .  137  ,  iV(l— 2»?  J  «=«  9  .  283  ,  2V(l— 3ij)  -:  —8  .  877  , 

jY(l+3t?^— 3»j^)  «=»  —149  .  97   u.  8.  W. 


IX.    ^  zum  Exponenten  18  gehörig. 
4  achtzehngliedrige  Perioden  (fttr  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 

»7^  =  a  +  a*^  +  a'  +  «•  +  a*  +  a"  +  «'  +  «**  +a^*  +  a"  +  «*'  +  a"  +  a**  +  «*'  +  et 


&& 


+  «"  +  «"  +  «", 


>j     =:  rc   +  «     +  flc     +  ft     +  et     +  cc     +  a     +  ä     +  <*   +  ä     +  u     +  ce     +  et     +  cc 

+  c«     +  cc     +  cc     +  a     , 

»7,  =  rt'*  +  ««+«*♦  +«*  +  ä"  +  «"  +  a»*  +  «»*  +  «"  +  «^»  +  a'®  +  a"  +  «"  +  «** 

+  «"  +  a"  +  ae"  +  a", 
,,^  =  «"  +  «"  +  «"  +  «»«  +  «"  +  «««  +  «"  +  «*'  +  a"  +  «"  +  «»»  +  a"  +  «"  +  «" 

+«»+«"4.«"+«**  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

1?*  +  »j'  —  27»j"  —  41i7  +  2  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


ijj  =  16  +  Sri^  +  4t7j  +  2t7j,         »j^ijj  =  —  ö  +  ,,^  —  3)jj  ,         ij^^tj, 


—  -*  +  *?!  -I-  '?,  , 


'fun 


•''» 


—  5  — 3i?^  +  f>,. 


*)  Sie  n<^gM  ganz  l^esonders  trei«teckt  äwtA  die  Coaiplicatioii  mit  den  Factoren  von  2  und 
von  3;  die  übrigtti  md  in  den  folgettden  Nornwa,  wenigsten«  in  gebvoehener  Form,  enthalten.  — 
Vorzeichen  der  Primzahlen  p  wie  znvor. 


127 


X  = 

=  73 

m 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

P 

1o 

»Ii 

»ii 

*Ij 

P 

»lo 

»Ii 

»18 

1i 

41 

+     2 

—  17 

—  16 

—  11 

547 

+  93 

—227 

4-255 

—  122 

71 

H-     7 

—  14 

+  34 

—  28 

641 

H-173 

—203 

—281 

+310 

109 

—  14 

—  28 

—  61 

—  17 

653 

—  15 

—216 

—  94 

H-324 

349 

—  13 

—  68 

—117 

—152 

787 

—  37 

-1-279 

4-174 

+370 

383 

4-  11 

—109 

—129 

—157 

821 

+  82 

—115 

4-177 

—145 

401 

+  13 

—200 

-f  56 

H-130 

839 

—  10 

-1-122 

—187 

+  74 

479 

-♦-  76 

—181 

—225 

—150 

947 

+129 

-1-374 

—205 

—299 

509 

—  64 

—  99 

—211 

—136 

967 

—116 

—307 

—228 

—317 

f(y\^^  Primfactoren  der 

P  Ano) 

+  41  67-     6ij^—  18t,,+  20»?, 

+  71  3+     2fi^ 

—109  1181+352ij^— llOijj- 320ij, 

-349  55+  16i7^-     4t,,-  14»y, 

—401  1—     2t?j 

+479  41+  121,^-     4»?,-  lOtj, 

-641  17-     2,,^-     4»,^+     4»,, 

—653  5+     2*1, 

+787  17-     2i7^+     4ij, 

-947  25—     6»j^+     8t?j-     2»,, 


Primzahlen  p^  z.  B.  *)• 

Zu  Grunde  liegende  Normen 
iV(24-2*»,+»?,)  =  2  .  41 


-?^(74-4i,,+2t,,) 
i\^(2+»j,+2*,,) 


—4 .  109 
—9 .  349 

2.479 
641 .  71 


iV(9— 2*7^- 4»j,)  =  —947.71 


18^ 


Normen  complexer  Zahlen  in 

NCfi)  -  • ,         i\r(l6-4„^-4t,,)  =  3»  ,         iN^(l-0  =  -2*  '     ^(1+%)  =  2*  =  -^(24-1?,), 
^(2— O  =  — *  •  *1 ;         i\r(l3+2»y,— 4»j,)  =  —383  .71.9,         iSr(9— 2*?^)  =  —41 .  89  , 
iV(l5+2t,^+4t?j)  =  -509  .  89  ,         i^^(*?o-2ij  J  =  -4 .  547  ,         iV(4+i?,)  =:  -2  .  37  , 
^(11— 2tjj— 4*j,)  =  —37  .  821 ,  iNr(31— 6tj^— 4i,,)  «  839  .  349  , 

iNr(29— 2if^+4f)  J  BS  967 .  37 . 9  u.  8.  w.    In  diesen  Normen  sind  die  Primfactoren  der 
übrigen  Primzahlen  p^  wenigstens  in  gebrochener  Form,  vorhanden. 


*)    Die  doppelte  Ck>inpIication  findet  auch  liier  statt  wie  in  VIII.  —  Desgleichen  die  Vor- 
zeichen der  Primzahlen  p. 
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73 


X.    p  zum  Exponenten  24  gehörig. 
3  vierundzwanziggliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 


% 


^  a4.«"  +  a»4.a"4.a»^-a»o^-a"4.a"4.a»-|-a"-H«"+«'  +  a"  +  «"  +  « 


ro 


+«"  +  «"  +  «"  +  a"  +  «"  -«.  «"  +  a»  +  a"  -»-  «"  +  «"  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»j*  -H  »j*  —  24ij  —  27  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Congruenzwurzeln  mod.  p 


p 

*lo 

*Ii 

*»>  * 

P 

1o 

li 

•»I 

7 

+  1 

+  2 

+  3 

541 

—  33 

+194 

—162 

17 

—  2 

—  7 

+  8 

563 

+  16 

+102 

—119 

43 

+  4 

—  16 

+  11 

577 

+  23 

—179 

+155 

103 

—  21 

—  32 

—  51 

601 

—  82 

+195 

—114 

139 

—  11 

+  61 

—  51 

709 

+  51 

—170 

+118 

163 

+  42 

+  55 

+  65 

751 

+160 

+180 

—341 

167 

—  29 

—  43 

+  71 

773 

+115 

—319 

+203 

271 

+  47 

+  66 

—114 

859 

+  14 

—  65 

+  50 

313 

—  15 

—  65 

4-  79 

883 

+239 

—311 

+332 

421 

—  35 

—111 

+145 

919 

+  25 

+401 

—427 

431 

+  30 

+126 

—157 

129 


73 


17  -  2-  „^ 

«  -*+% 

108  +  8— 3i)j— 2tj, 

189  — 14— St,^ 

168  —10+  i?p— 3»?, 

167  —  6— 4i), 


/(O'  Primfactoren  der  Primzahlen  |>.*) 


271  +  4—     t?^-»-  2*j, 

318  +20—  3tj^+     ijj 

421  —14+  3ij, 

431  -«80— 19ij^+12tj^ 

541  —14—  3t?j+  3tj, 

663  +41—  6ijj,+  9t?, 

677  +17+     1?^—  3t?j 


601  —16—  3*jj 

709  +16+  2i,^—  ty, 

761  -31—  9i?^+4t7j 

773  +20+  3*jj-8ij, 

869  — 41— 10i?j+5tjj 

883  -13+     tj^— 6t?, 

919  -10+  3t?^-2tj, 


XI.    p  zum  Exponenten  36  gehörig. 
2  sechsunddreissiggliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 

i|^  SS  a  ^-  «»»  ^-  a"  +  «»  +  «•+  a*®  -4.  «»  .+.««-+.«*  .+. «"'  4.  «"  -4.  «i'  +  a'  +  «**  +  a" 

+  «"  +  a"  +  «"  +  a"  +  «"  +  a"  +  a^«  +  a"  +  a"  +  «•*  +  a"  +  «*»  +  «**  +«" 

+  a*^  +  «•*  +  a"  +  a"  +  «**  +  a"  +  a"  , 

^^  =  a»  +  «"  +  «»»  +  a"  +  a"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  +  a"  +  ««•  +  «*«  +  «»* 

+  «•*  +  «**  +  «^  +  a"  +  a"  +  a"  +  a"  +  a"  +  a*'  +  a*'  +  a"  +  a"  +  a"  +  a" 


+  «'•  +  a"  +  a"  +  a"  +  a"  +  a"  +  «**  +  « 


*♦. 


Wurzeln  der  Gleichung: 


t?'  +  ty  —  18  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


19  7 

23  12 

61  22 

«7  20 

79  25 

H7  16 

l»l  19 


—  8 
—13 
—23 
—21 
—26 
—17 
—20 


=  18  — 

p 

0 

ODgru< 

267 

39 

—  40 

269 

9S 

—  99 

311 

86 

—  87 

317 

142 

—143 

363 

127 

—128 

369 

80 

—  81 

419 

178 

—  179 

Vi  =  —  18  • 


p 

»lo 

I1 

467 

209 

—210 

461 

74 

—  76 

499 

77 

—  78 

623 

168 

—169 

607 

60 

—  61 

619 

70 

—  71 

797 

207 

—208 

P 

»lo 

li 

809 

379 

—380 

863 

360 

—361 

867 

101 

—102 

911 

241 

—242 

937 

43 

—  44 

997 

189 

—190 

*)    Zorn  Theil  aus  Nonnen  =  3p  oder  =  7p  beigeleitet;  es  ist  Ml+vii)  :»  +  3. 

17 


130 


p 

-h  19 
+  23 

—  61 

—  67 

—  79 
+127 
+181 
—257 
+269 


23—  6ij^ 
63— 14t?^ 
37-lOt,^ 
13-  4t,, 
29—  8»?^ 
26-  Bri^ 
47-12»,, 
17-  6t,j 
77— 20t,^ 


P 
—311 


X  =  73 

Primfactoren  der  Primzahlen  p.  ^ 

Ano)  P 

89—  24i,j  +607 

—317     203—  64t,j  —619 

+363       36—     8t,j  +797 

+369     661-146»,,  —809 

—419      41—  12»,,  +863 

-457     233—  62»,^  +867 

11—     6»,j  —911 

31—     6»,j  —937 

+997 


—461 
+499 


—623     739-196»,^ 


206—  64»,, 
103—  28»,, 

31-     H 
293—  78»,j 

63—  12»,j 

41-     8»,^ 

361—  96»,, 
96-  24»,, 

139—  36»,, 


Xn.    p  zum  Exponenten  72  gehörig,  in  Beziehung  auf  73te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

6,  11,  13,  29,  31,  47,  63,  69,  101,  107,  113,  131,  161,  167,  179,  191, 

199,  229,  233,  263,  277,  281,  307,  331,  337,  379,  419,  433,  443,  449,  467,  491, 

669,  671,  699,  613,  617,  631,  643,  677,  683,  691,  701,  719,  743,  761,  823,  829, 

863,  881,  929,  977,  983. 


*}  Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  dass  Nßj/i^) 
dass  Nfirio)  ==  —  p  ist  —  Mehrere  Prirnüactoren  /(»j^)  sind  ans  Normen 
^(4-»io)  =  +  2. 


+  p,  das  Zeichen  — , 
:t  2p  hergeleitet,  es  ist 


131 


A=79 
h    p  =  I9tn  +  1. 

Congraenzwurzeln  mod.  p. 

p  a  a'*  a*  a*      a*      a*      a'      a*      a*      a'® 

317   -4-100   —144   —136   -4-131   -4-103   -Hlö6   +67   -4-43   —138   -4-148 


p     «11     «la     «it     a»*     ai»     «*«     a*»     a»»     «>»     a»» 
317   —  99   —  73   —  9   -4-61   -f  28   —  63   -f-  89   -H  24   —136   Hh  31 


p     «»1     tt»»     a»»     a«*     tt»»     a»«     «"     a»«     a»»     «»<> 
317   —  70   —  26   —  64   —  60   -f  23   -h  81   —142   -4-  66   —157   -4-160 


p  a»»     tt"     a"     a»*     a"     a»«     a»'     a»«     a»»     a*« 

317   -4-101   -.-44   -4-38   —  4   —  83   —  58   —  94   -MIO   —  96   -4-10 


p  a^l      a^fl      a^t  a^A  «4»       «^6      «(47      «(48       «49      ^so 

317   -4-  49   -hl46   —  82   -4-42   -4-79   —  26   -H  36   -4-113   —112   —106 


p  «»«     tt»»     a»«     a"     a»»     «»«     a»'     a»»     a»»     ««o 

317   —  39   —  96   —  90   —124   —  37   -4-104   —  61   —  77   —  92   —  7 


p  «61      «61       «61      «64      «6J      «66      «6f      «68      «69      ^70 

317   —66   -4-67   —  6   -4-34   —  87   —141   —162   -h  16   -»-16   —  85 


p  «Tl      «f>       «TI      «r4       «T»      «76      «77      «78 

317   4.  69   —123   -f  63   —  40   -1-121   -4-64   -f  11   -4-149 


Primfactoren  der  Primzahl  p  ideal, 
wirklich  m  377911  ter  oder  53.  37791  Iter  Potenz,  da  317  die  quadratische 

Normform  hat. 


17 


132 


X  =  79 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
39  zweigliedrige  Perioden  (flir  die  primitive  Wurzel  3  von  79): 


>?o  =  «  +  a"\ 

ijj  =  a»  +  *?-'  , 

*?,  =  «*  +  «"*  1 

„     „IT  _.     „-11 

ri^ss  a     4- «       » 

t?^  =  «'  4-  a-^  , 

»?»  =  «*  +  «"* , 

^     ^18     t_  ^-18 

»J^  =  «"  H-  «""  , 

i?3  =  a*  4-  «"*  , 

*?io  =  «"  +  «""  ' 

»?ii  =  «"  +  «-'• , 

8     .        —8 

^        „84     i_  ^-14 

»»14  =  «'+«"', 

!,„  =  «"  4- «-"  , 

^        ^16  _,     ^-16 

*?!,  =  «       -H  «           1 

^iT  «  a»*  4-  «-"  , 

^8  -  «"  +  «""  ' 

*»„  =  «"  4-  «-"  , 

^        ^8S  _,     ^-88* 

ij„=a"4-«-", 

,,,,  =  «"  4- «-" . 

*»„  =  a'  4-  «"• , 

»?,4  =  a     -f-  a        » 

-.84  _,     ^-84 

^       „»8  _,     -.-1» 

*»,g  =  «     4-  «       > 

^        ^80  _,     ^-80 

*?29  =  «     4-  a        > 

^       „88    ,    ^-88 

i?„  =  «"•  +  «-", 

*?,,  =  «     -4- «       > 

»jjj  =  a     4-  a       , 

^       „18  _.    ^-18 

*»„  «  «"  4-  «-"  , 

^        ^88  _,     ^-88 

*»„  =  «"  +  «""; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


♦j!  =  2  +  ^4' 

V] 

— 

^4+  ^8  » 

Ma  ™  •'i?  *+■  ^91 ' 

V,  =  »?lt  -♦-  *J„  > 

%*'4           %  "*■  *?!  » 

Vj 

^ 

'^14  ■+"''88» 

* 

%*»!  ~  *»18  "*"  *'88  » 

%%           ^'l  "*■  *'28  » 

%*?! 

>  = 

^'jf  ■*"  *'84  ' 

VlO  ~  ''l»  ^^  *'87  » 

''o*'ii  ~  *»ai  *+"  '»as  » 

Ml  2  —  ^2^"''l4» 

^0*^1  J 

,= 

*»T  ■*"  ^'a« » 

%''l4  ~  '^S  ■*■  ''ll  » 

Vi»  =  *'81  "+"  *'88  ' 

%*'l«           ^Jjl  "+"  *'J4  » 

Wi 

r  = 

^'ao  +  ^19  » 

Vl8  ~  *'j4  ■*"  '^84  » 

Vl9  ==  ''lO  +  ''8t  » 

%^10          ''iT  "+"  '^80  » 

Vi: 

— 

^'S  "*■  *»!•  » 

%''88  ==  *'8  ■*■  ''U  » 

%''88  ==  '5»  +  '^8  » 

Va4  ^  ^^ifi"*"  ''la  > 

Vii 

j  = 

'^80  ■*"  *'8f  » 

Vj«  ~  *'l8  ■*"  '^88  » 

Vif  *=  ''l  "*■  ''if  » 

V28           ^'ll  "+"  ''iT  » 

Vii 

— 

%  +  *»i7  » 

V80  ~  ''ao  "+"  ^%i  » 

Vll  *="  ''l»  "*■  ^»81  » 

Mi3  ==*»«+  ^,1  » 

V8a 

1  = 

^'l»  "^  ^'j«  > 

*?o''84  •='?»■*"  ''l»  > 

^''a»  "=  •?8»  +  ♦'8«  ' 

%*»!«  =  *?19  *+"  ^8»  » 

V8I 

^  = 

''lO  "+"  *»*»  » 

*?0^j8  =  *?j  H-  *?y  • 

133 


79 


Congmenzwurzeln  mod.  p. 


p 

I« 

«1i 

Ifl 

*lt 

•»4 

1» 

n% 

*lf 

»J» 

19 

157 

—    3 

—  18 

+  31 

+  25 

+     7 

+     8 

+  17 

—     5 

+  47 

+  62 

631 

—  16 

—262 

+189 

+264 

+254 

—  137 

—248 

+284 

+152 

—163 

947 

+  20 

+364 

—417 

+381 

+398 

—  86 

—361 

+268 

+253 

—182 

P 

lio 

nii 

*Iii 

*Iii 

*Ii« 

ni» 

1l6 

»IlT 

nii 

1l9 

157 

—  27 

+  23 

+     9 

+  74 

—  58 

+  56 

—  78 

—  21 

+  65 

—     6 

631 

+295 

—114 

—245 

+  65 

—  55 

—257 

+  78 

—194 

—132 

—208 

947 

—367 

-150 

—389 

—  23 

+213 

—230 

—201 

—420 

—  89 

—134 

P 

Ito 

»In 

*Isi 

«lit 

n^A 

Iss 

1l6 

•Ist 

«ll8 

1a» 

157 

—  41 

—  82 

—  16 

+  34 

—  48 

—  77 

—  60 

+  55 

—  53 

—  39 

631 

—228 

—226 

—246 

—277 

+240 

—  37 

—  62 

—255 

+177 

+105 

947 

—322 

+256 

+343 

—  39 

+459 

+191 

+219 

—375 

+445 

—454 

P           Ito          In 

i           «Ii 

•           "Ji 

(t          *}| 

«               »Iti               *}t6 

•JiT          1a 

IS 

157      — 

13      +40      — 

19      — 

51      + 

10      + 

28       +45       — 

70      — 

59 

( 

S31       + 

56      +  30      —223      +296      — 

21       +267       —122       — 

95       —192 

J 

M7       -338       -f467       +100      —332       —345       +277       —419       +370      —299 

f(n^j  PriinfSActoreii  der  Primzahlen  p. 


P 

/lo) 

P 

/I0) 

P 

Ano) 

157 

— I+I4+I19 

631 

-l->?,0+^31 

947 

-i-ii,+V 
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III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
26  dreigliedrige  Perioden  (fiir  die  primitive  Wurzel  3  von  79): 


tjg  =  a     4- «     -r «     I 
>7j,  =  «   -r  «     -T-  a     » 

^»8  _,     „70     t_  „10 

-      =  «"  +  «"  +  «'% 


18 


fl 

= 

«*  4.  a**  -h  «^  , 

^1 

=s 

«•  +  «**  +  «'*  , 

"« 

= 

^» 

=: 

«•4-a"H-«", 

"l 

«=: 

^1 

s 

«*-Ha"  +  «", 

"1. 

= 

„»• + „»• + „» , 

^11 

= 

a"  +  a"  4.  «"  , 

"n 

SS 

«>« + „'• + «»• , 

^4 

SS 

-.11  ,  „7«  _.   10 

»»M 

SS 

^1«  _J_  y-H  _L_  ^11 

''if 

<= 

a"  4- «"  4-  «"  ; 

"» 

SS 

-,11  _,  „61  _|_  <0 

»».O 

SS 

«"  4.  «»  ^  ^1.  ^ 

1« 

SS 

«"  H-  «"  4.  «*o  ^ 

''is 

rs 

«»*  H-  «*«  4.  «"  , 

\i 

^ 

««*  +  «"  +  «»»  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


>7o  =   *J4  "*■  ^^^ll  » 

Ml  ~    ^1  +  %  +  *>14  » 

^'o^'q  =    *?8'*"''ll^"''«» 

Vl2  =    ^,  +  *»8  +  *?*  ' 

^''la  =  *»»•*"  ''if  +  ''ii » 

%''j4  ==    ^11  *^  ^'U  "^  \^  » 


Vr  =  %  -^  *»u  +  *»ii » 

''o^io  ~   »?»  +  %  +  *»i,  f 

•^o*»«  =  ^  +  *Jt  "*"  ^'lo » 
•'o^'ie  —  %  ■+"  '»ji  +  *>j»  > 
Vl9   ~  ^^s  "*"  ^'lO  "*" ''lO  » 

''O*'«!    =    *»1  +  *»16  "*"  *»lt  » 
Vi»    =    »Jf  +  *?11  ■+"  »Ji4  • 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


%**»  "^  ''i  "*" ''ii  ^^ ''if » 


^^11 


'16» 


Wa    ~    *»16  +  *?lf  +  '»li  » 

Vit  "=*>!  +  »»ii  +  %4  » 
^'o^'io  '"*'>  +  ♦'ii  H-  *»if  » 
Vii  ==*?•  +  »»11  "*" 


'14» 


P  *Io  ll                   ll                      I1  I4  1»                    16  *Jl  Is  If 

23  4-1  4-11  4-10  —     1  —     2  4-8  4-7  —     4  —     8  —     8 

181  —     3  —  16  4-47  4-66  —  38  —     7  —  24  4-63  4-14  4-62 
971 


*Ji»  lit 

4-2      —  14 
4-84      4-67 


P  llO  *lll  lll  In  ''14  IlS  1l6  IlT 

23   4-8   4-11   4-7   —  10   —  1   —  11   —  9   4-6 
181   4-80   —  30   —  87   4-21   4-41   —  60   4-70   4-86 

P  »ijo     In     In     In     1i4     'Jii 

23   —  9   —  6   -flO   —  2   —  3   4-6 
181   4-62   4-51   4-11   4-12   —  63   4-39 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
wirklich  in  5  •  53ter  (resp.  5ter?)  Potenz,  da  keiner  die  quadratische  Nonnform  hat. 

Normen  complexer  Zahlen  in  \. 

N(ri)   =  4289  ,        ^(1+»?,)  =  23  .  2213  ,      A^(l— O  —  ^^-^^^  > 
-^(%+'?i)  =  23?8849  ,    iV(.?,-»,„)  =  181  .  23? 79  . 
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V.    p  zum  Exponenten  13  gehörig. 
6  dreizehngliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  3  von  79): 


»J,  == 


a-    -+.«*   4.a"4.a"4-a"4-«"4.a"-4.a 


f 

37 


" -I- «»•  ^.  a" -f  a*   -+.a"  +  a* 


«-    +  a"  4.  a"  -f  «"  H-  a** 


«"  H-  a"  +  «"  H-  «"  H-  «"  4- «" 


11 
4-a 


=  a*   4.  «"  4.  «"  4.  «T*  +  ««•  4- a"  4.  «*«  4.  «'»  4- «'   4- «*' 4.  „»«  4.  ««o  4- a» 


Wurzeln  der  Gleichung: 

»?•  +  ij'  +  7tj*  H-  63tj'  —  81ij'  —  358«}  +  541  »  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


'4 


%r. 


— 1  -♦-  2»jj  4-  3»7j  H-  »j^+  »Jj  > 

—1  +  2%  +  ^^'l  +  *»«  +  *»!» 


Vi 

Vs 


—  IH-  2»j^  +  ij,  +  3»?^  -♦-  ly^, 
12  H-  t,^  H-  2yi^  +  »J,  -*-  2»j^  , 

—  1  4-  i7i  +  3*j,  +  ty^  4-  2tjj  . 


CoDgruenzwurzeln  med«  p. 


P 

67 
89 
97 
101 
131 
179 
223 
283 
337 
383 
433 
457 
541 
563 
571 
599 
617 
653 
719 
733 
757 
773 
811 
857 
877 
887 
907 


-4- 
4- 


»lo 
+  4 

—  6 

—  8 
6 
4 
1 
2 
8 

—  53 

—  6 
4-  20. 
4-  26 

0 

—  2 

—  34 
4-  58 
4-  9 

—  69 
4-  6 
4-  10 

—  1 
4-170 
4-  26 
4-  34 
4-  26 

—  12 

—  52 


4-  31 

—  80 
4-  12 

—  28 
4-  65 

—  88 

—  92 
4-  74 
4-166 
4-169 
4-  78 

—  83 
—149 

—  91 
4-281 
4-240 
—159 
4-303 
4-225 
—133 
—238 
—181 
4-  59 
—118 
—141 
—438 
4-885 


»Ja 


4- 


20 
37 

—  37 

—  40 

—  42 
4-  76 

—  3 

—  13 
4-168 
4-  47 

—  66 

—  53 

—  39 
—137 
—265 
—198 

4-  39 
—104 
—346 
—136 
4-106 
—281 
4-351 
4-202 
—164 
-f  48 
4-234 


4-  15 

—  13 
4-  24 

—  9 
4-  38 

—  40 
4-  66 
4-138 
4-  71 

—  82 
4-  70 
4-224 

—  54 
4-160 
4-194 
—102 
4-  82 
—160 
4-330 
—306 
4-154 
4-214 
4-376 
—136 
4-  86 
4-351 
—138 


4-  17 
4-  28 

—  25 
4-  47 

—  16 

—  18 
—105 
4-116 
4-128 
4-115 
4-143 
4-122 
4-170 
—154 
—239 
—187 
4-168 
—225 
—128 
4-211 
—300 
—379 
—244 
4-422 
4-320 
4-374 
—336 


—  21 

—  17 
4-  33 
4-  23 

—  50 
4-  58 

—  92 

—  41 
—144 
4-139 
4-192 
4-220 
4-71 
4-223 
4-  62 
4-188 
—140 
4-254 

—  88 
4-353 
4-278 
—317 
4-242 
—405 
—128 
—324 

—  94 
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/(%)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 

Folgende  Primsahlen  p,  denen  die  quadratische  Nonnfonn  zukommt,  haben  wirkliche  Primfactoren  ßyif^). 


p 

A^o) 

P 

A^o) 

P 

A^o) 

179 

^-\ 

663 

2+% 

811 

2-4-*»4+»J5 

S23 

^-^ 

757 

1+% 

907 

2— *?,—»»,— 1?5 

541 

% 

p 

97 
283 
599 
617 
733 
887 


Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren,  deren  5te  Potenzen 

wirklich  sind,  z.  B. 

/»ho) 
435—     70fj^-^     28tjj-  100fj,-+-  111»?,+  73ij^—     75tj, 

71*jjH-     88»?,—  166tj,4-  40ij^+     86*?^ 

28t,j-h     61»?,+       8t,,-  771,^ 

99ij,+     28iy,—         tj^— 103tj^ 

1989+  206t|^—  660tjj+  828*?,+  335i?,— 3öOi)^—  513tj, 

10342+7918»?^+2045t?j— 1802tj,— 5938»j,+475tj^— 3494tjj 


681—  174tj^+ 


270— 
33— 


21%+ 


Zn  Gmnde  liegende  Normen 
iSr(l+t,,+»,  J  =       8  .    97 

^(1— tj^— 2tj,)  s«  125.283 

2Sr(l— tj^— ij,)  =       8  .  599 

iV(3— t?j+tj,)  =       8  .  733 
i\r(l+2t,^-i?,-H»,J  =       8  .  887 


Normen  complexer  Zahlen  in  \f. 

jy(3+fj,)  «  223  ,   ^(3— tj)  =  1993 ,    i\^(4+»?)  =  1489  ,    N(4-^fi^   =  67  .  131 , 
-W(6+tj^)  =  89  .  383  ,       ^(6— t?j)  =  719  .  101 ,      ^(l+2t?j)  =  131 .  337  , 
^(2+*?,-»?,)  =  67  .  337 ,    2Sr(3-i,j+ijJ  =  67  .  433 ,    i\r(l+2*j^+t,,)  =  457  .  101 , 
J^^(l+*?i-»?,+^4)  =  773  .  67  ,         i\r(3+tjj+*j,+2tj^)  =  571 .  101 , 
^(*+%-M,-»jJ  =  653  .  101 ,  iV(i+2ij,+tj,)  =  857  .  97  , 

-A'^Cs- *?j,+tjj— *»,)  =  877 .  101 .  —  Diese  Normen  enthalten  die  Primfactoren 
einiger  weiterer  Primzahlen  p  in  gebrochener  Form. 


18 
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VI.    p  zum  Exponenten  26  gehörig. 
3  sechsundzwanziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  79) : 


r    =«  +  «"  +  «" +  a" +  «•  +  «"  +  «"  +  «"  +  «•* +  «"-ha*« -ha" +  «"  +  «'•  +  « 


»9 


0 


H-a"H-a«T^„fl^„«^^14^^«.^^lS^^10^^8S^^,l_^^4l^ 


4.  «"  ^  „«  ^  „43  ^  „SS  ^  „«•  ^  „4.  ^  „!•  ^  „4S  ^  „.0  ^  „.0  ^  „66  ^  „44  ^ 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»j*  H-  tj'  —  26*j  -f  41  «  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


20  +  Z\  +  4fy,  ,  tj^fj,  =  9ty^  +  lOfjj  H-  7»y,  ,  ly^ij,  ««  lOif^  4-  ^\  -«•  9ij,  . 


P 

17 

41 

61 

71 

137 

173 

191 

199 

227 


+  1 
0 

+  5 

—  6 
+  6 
4-30 
4-31 

—  8 
—43 


—  6 
-4-  16 

—  29 

+  11 

—  44 
+  34 
4-  77 

—  16 

—  72 


+  4 
+  24 
4-  23 

—  7 
4-  37 

—  65 
4-  82 
4-  23 
—113 


Congmenzwurzeln  med.  p. 


p 

1o 

*»i 

*li 

P 

^0 

li 

^f 

229 

4-  34 

4-  98 

4-  96 

659 

—161 

—219 

—280 

251 

4-     7 

—  61 

4-  53 

673 

—145 

—289 

—290 

331 

4-  92 

4-121 

4-117 

701 

4-132 

4-290 

4-278 

349 

—  25 

—160 

—165 

769 

—191 

—327 

—252 

373 

—     9 

—  29 

4-  37 

823 

—108 

4-306 

—199 

409 

4-     8 

—  80 

4-  71 

859 

—  38 

—417 

—405 

491 

—  45 

4-135 

—  91 

881 

4-10 

—124 

4-113 

647 

—  23 

4-226 

—204 

883 

—  11 

—  61 

4-  71 

y(t}  J,  Prixnfactoren  der  Primzahlen  p. 


P                 /(lo) 

P 

Ä^o) 

p          Ano) 

P            Ano) 

17     4-14-  tj. 

199 

+8+>?o 

373    4-  94-  yfo 

701     4-11-  1,^-21,, 

41           +% 

227 

+1-2,,^ 

409     4-  8-  t,^ 

769     4-  6—4% 

61     4-5-  1?^ 

229 

-24-  t?,-  1,, 

491            -3»,^-  1,, 

823     4-174-2u^—  i,. 

71     -5-  n^ 

251 

+7-  t,^ 

647     — 11— 2tj^— 3»y, 

859    4-11-  t,^— 21,, 

137     4-6-  >j^ 

331 

—44-  i?j—  tjj 

659     4-  2— 3tyj 

881     4-10-  v^ 

173     -4-  *,^4-  t?i 

349 

—5+  »?,—  »7, 

673            — 2»j^4-  ri^ 

883    -M14-  % 

191     -44-  %4-2*,j 
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Vn.    p  zum  Exponenten  39  gehörig. 
2  nennunddrebsiggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  79) 


«  H-  «•  -4- «'  H-  «*•  -4- 


a*  +  a"4.«»4.a"  +  «"4.a"  +  «"4.a"4.a"  +  a"4.a" 


+  «"  +  «" 


«"  4. «"  +««•  4.«'«  4. «»» 


«»4.a»»4.a«'  +  a*^,.    ^"   ■    ^" 


+  «"  +  «•  +«**  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  H-  «" 


«"  +  «*' 


ij    s=  «'  +  «"  4-  «•  +  «**  +  «"  4-  «'•  +  «"  4-  «*•  +  «*'  +  «"  H-  a"  4-  «'*  4- 

I     -••    I     ^»»    •     „»T     .     „I»    .     „I*    .     „T8     .     _T0    .     „TT     ,     „61    ,        T»     .     „41     .     „Tl     .     . 


.14 


a 


a 


69 


44 


4-  «'•  4-  «"  4- «"  4-  «'*  4-  «"  4-  «'•  4-  «"  4- «"  ^  «'*  4-  «*'  4-  «"  4-  «'  4- «"  4-  « 


14 


.6T 


.18 


.1» 


.86 


.10 


•  t 


.60 


.66 


.41 


4-  «•'  4-  «"  4-  «"  4-  «"  4-  «•"  4-  «••  4-  «'"  4-  «"*  4-  «"  4-  « 


'"; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ij' 4-*? 4- 20  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

i,J  =  —  20  —  t;^  , 


p 

•lo 

1i 

% 

0 

1 

5 

0 

—  1 

11 

1 

—  2 

13 

2 

—  8 

19 

7 

—  8 

81 

6 

—  7 

73 

16 

—17 

83 

40 

—41 

151 

62 

—68 

168 

17 

—18 

167 

51 

—52 

S39 

48 

—44 

Sil 

21 

—22 

P 

^0 

1i 

257 

50 

—  51 

268 

22 

—  23 

269 

82 

—  83 

277 

102 

—103 

281 

78 

—  7a 

818 

127 

—128 

847 

52 

—  58 

867 

76 

—  77 

889 

121 

—122 

897 

101 

—102 

421 

161 

—162 

431 

65 

—  66 

439 

196 

—197 

*?o^ 

^  =  +  20 . 

iln  med. 

P- 

P 

1o 

1i 

467 

146 

-147 

479 

229 

—280 

487 

189 

—140 

499 

70 

—  71 

523 

204 

—205 

547 

104 

—105 

557 

74 

—  75 

569 

47 

—  48 

593 

48 

—  49 

641 

265 

—266 

648 

298 

—294 

677 

164 

—165 

683 

122 

—123 

P 

»Je 

ni 

727 

120 

-121 

743 

303 

—304 

751 

88 

—  39 

761 

314 

—315 

809 

227 

—328 

821 

90 

—  91 

889 

178 

—179 

863 

417 

—418 

911 

141 

—142 

941 

241 

—242 

958 

425 

—426 

967 

158 

—159 

997 

381 

—382 

Congruenzwurzehi  med.  jp*. 


p 

1o 

P 

*Io 

P 

*Io 

2 

—    4 

13 

+  30890 

31 

4-  8933679 

5 

—  795 

19 

—339314 

73 

—58986477 

11 

—50060 

f^rj^^  Primfactoren  der  Primzahlen  jp. 

Wirkliche  PrimfMstoreii /(iiq)  haben  folgende  Primzahlen  p: 


P      A^o) 

P       A^o) 

P 

Ano) 

P      Ano) 

83  1— 2»?j 

479  19— 2ijj 

727 

l-6i,j 

941  23— 4ijj, 

897  7—4*;^ 

677  17— 4*;^ 

868 

27-21,, 

967  13-6*;, 

18- 

140 

X  »  79 

Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfacioren,  deren  5te  Potenzen  P(yi^ 

wirklich  sind,  in  zwei  Gruppen: 

a)    Primzahlen  p  mit  Normen  ==  2p  ^,  entsprechend  der  quadratischen  Form  lly'  +6^2  +  8«'« 


^) 


V 

/»(lo) 

♦(no) 

2 

3-             1,^ 

11 

193—         74ijj 

^-% 

13 

601—         12»;^ 

2-% 

31 

3461—       8301}^ 

«^  % 

163 

307099—  25438*;^ 

17-  iJo 

167 

358343—     3466«7^ 

11-3*;, 

241 

883967—  23376*;^ 

21-  % 

257 

17747— 237176ij^ 

2-6*;, 

263 

219699-240538*;^ 

22-1;, 

313 

66197—385632)}^ 

9-5*;^ 

367 

1663729— 401374)}^ 

13-5*,^ 

Primzahlen  p  mit  Normen  = 

=  4p  •^j  en 

P 

/»ho) 

♦(lo) 

5 

51-           4,,^ 

% 

19 

883—       270ij^ 

7-% 

73 

45427—       192*;^ 

16-  % 

151 

80023—  58074iy^ 

8-5% 

239 

440911—160418*;^ 

19-5*;, 

269 

.  860083—162620*;^ 

32-i;o 

277 

1200361—  71956*;^ 

29-3*,^ 

281 

596219-249760*;^ 

9-7*,, 

347 

2240801—     4186*;^ 

17-7*;, 

421 

248677+817524*;^ 

32-5*;, 

431 

3641019—207410*;^ 

24-7*,^ 

389  284049+  671468*; 

467  4701891—     30366*; 

487  4892693—  309766*; 

499  465763+1251090*; 

523  5868371—  359382*; 

547  94597—1562274*; 

743  7062679—2799818*; 

751  303893+3463026*; 

809  8981463—3428360*;^ 

821  269617+4324924*; 

953  1795268—6211688*; 


23—3*;, 
26— 3*;^ 
1+7*,^ 
2-7*;^ 
21-5*;, 
22-6*,^ 
29-5*;, 

38-  % 
22-7*;^ 

2-9*;, 

13-9*,, 


=  4p  *^,  entsprechend  der  quadratischen  Form  5y'  +  2yi  +  16x>. 


P  / 

439  730667 

557  4042811 

569  918603 

593  4732659 

641  8778447 

643  3599009 

683  4352223 

761  10605527 

839  19758479 

911  613881 

997  18660089 


*(lo) 


—  869930*; 
—1267756*, 
—1692080*, 
—1481848*, 
—1047776*, 
—2113698*, 
—2439958*; 
—2419576*; 

—  735082*; 
—5584190*; 
—5195844*; 


♦(it) 

8-H 

32-  7*;^ 

47-  *,, 

48-  U, 
43-  5*;, 

8-11% 
13-11*;^ 

48-  5*;, 

61-  6% 
11-13*,, 
19—13*,, 


VUL     p  zum  Exponenten  78  gehörig,  in  Beziehung  auf  79  te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

3,  7,  29,  37,  43,  47,  53,  59,  107,  109,  113,  127,  139,  193,  197,  211, 
23.3,  271,  307,  311,  353,  359,  379,  401,  443,  449,  461,  463,  503,  509,  521,  eOl, 
607,     613,     619,     661,     691,     709,     739,     751,     797,     827,     829,     853,     911,     929,     937,     991. 


*)    d.  h.  es  gibt  fOr  jede  Primzahl  p  eine  complexe  Zahl  ^(«lo)}  «o  dass  iVi^Ci;,)  ^=^  2p. 

**)  d.  h.  für  jede  dieser  Primzahlen  p  gibt  es  eine  complexe  Zahl  ^i;,),  so  dass  ^«^i;,)  '^  ^P» 
und  es  ist  N{i — 7*),}  ss  4*.  Desgleichen  ist  f&r  jede  dieser  Primzahlen  p  eine  complexe  Zahl  4>'(*lo) 
vorhanden,  so  dass  iV^'(*io)  =  ^J»»  *•  B-  -^(3— 2n,)  =  5 .  19 ,     W— 4*i,)  «=  5 .  73  n.  s.  w. 
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L  p  =  iSm  ■+■  1 


83 


Congruenzworzeln  mod.  p. 


p 

a 

a» 

«• 

a* 

«• 

«• 

a^ 

tt» 

a» 

a'« 

167 

—  67 

—  20 

+  4 

+  66 

—  80 

+  16 

—  70 

+  14 

+  64 

+  64 

499 

+  4 

+  16 

+  64 

—248 

+  26 

+104 

—  83 

+167 

+169 

+177 

997 

+100 

+  30 

+  9 

—  97 

+270 

+  81 

+124 

+436 

—268 

+119 

P 

«" 

«>« 

a»» 

«14 

«1» 

a>T 

«18 

a>» 

«8  0 

167 

+  56 

—  78 

+  49 

+  67 

+  22 

+  29 

+  61 

—  79 

—  51 

+  77 

499 

+209 

—162 

—149 

—  97 

+111 

—  55 

—220 

+118 

—  27 

—108 

997 

—  64 

—418 

+  74 

+421 

+226 

—331 

—199 

+  40 

+  12 

+203 

P 

««> 

a" 

a" 

a«* 

a«» 

«»• 

a" 

««• 

«1» 

«10 

167 

+  18 

—  37 

—  26 

+  72 

+  19 

+  63 

—  46 

+  76 

—  82 

—  17 

499 

+  67 

—231 

+  74 

—203 

+186 

+245 

—  18 

—  72 

+211 

—154 

997 

+360 

+108 

—167 

+249 

—  25 

+491 

+247 

—225 

+431 

+229 

P 

a" 

a»» 

a»» 

a»* 

«•» 

a»6 

a" 

a»8 

«iJ 

«4  0 

167 

—  30 

+  6 

—  68 

+  47 

+  24 

+  62 

+  21 

—  71 

+  81 

—  83 

499 

—117 

+  31 

+124 

—  3 

—  12 

—  48 

—192 

+230 

—  78 

+187 

997 

—  31 

—109 

+  67 

—279 

+  16 

—394 

+480 

+144 

+442 

+332 

P 

a*> 

a*> 

a*» 

«** 

a*» 

«*• 

«41 

«4  8 

a*» 

a»o 

167 

+  50 

—  10 

+  2 

+  33 

—  40 

+  8 

—  35 

+  7 

+  32 

+  27 

499 

+249 

—  2 

—  8 

—  32 

—128 

—  13 

—  52 

—208 

+166 

+165 

997 

+299 

—  10 

—  3 

—300 

—  90 

—  27 

+291 

+187 

—243 

—372 

4 

P 

a»> 

a»« 

a»» 

a»* 

tt»» 

a»« 

a»» 

«»8 

«»» 

««0 

167 

+  28 

—  39 

—  59 

—  55 

+  11 

—  69 

—  53 

+  44 

+  58 

—  45 

499 

+161 

+145 

+  81 

—175 

—201 

+194 

—222 

+110 

—  59 

—236 

997 

—311 

—193 

—357 

+192 

+267 

—222 

—266 

+319 

—  4 

—400 

P 

«•» 

a«» 

«61 

a«* 

a«» 

a«« 

«e? 

«6  8 

«6» 

«TO 

167 

+  9 

+  65 

—  13 

+  36 

—  74 

—  52 

—  23 

+  38 

—  41 

+  75 

499 

+  54 

+216 

—134 

—  37 

—148 

—  93 

+127 

+  9 

+  36 

+144 

997 

—120 

—  36 

+388 

—  83 

—324 

—496 

+250 

+  75 

—476 

+266 

P 

a'» 

a" 

a'» 

a'* 

a»» 

a'« 

«TT 

«T8 

«T» 

«80 

167 

—  15 

+  3 

—  34 

—  60 

+  12 

+  31 

—  73 

+  48 

—  43 

+  42 

499 

+  77 

—191 

+234 

—  62 

+251 

+  6 

+  24 

+  96 

—115 

+  39 

997 

—322 

—296 

+310 

+  93 

P 
167 

499 

997 

+327 

aSi 

+  25 
+156 
—434 

—201 

a" 

—  5 
+125 
—329 

—160 

—  48 

+185 

—443 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal 
wirklich  in  3.  279405653 ter  Potenz,  da  keiner  die  quadratische  Normform  hat. 
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X  =  83 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
41  zweigUedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  83): 


*?•  = 


^.  = 


^.  = 


IS 


'90 


=  a 


14 


a 


-14 


17, .  =  a     H-  a       , 


'94 


1«  = 


'98 

^»40 


^  «     H- fit        ) 


=  «*  +  «-*  , 


"11  = 

"11" 

>»«  = 


fiC       -(•«  I 

fit     +«       » 
fit     -l-flt       I 

«*  +  ««-•, 

a"  +  «-"  , 
fit     -f-  fit       ) 
fit     -hfit       « 


■'» 
". 
•»1. 
"14 
"1. 
''m 
".. 

•».0 
".4 


•»11 
"1. 
I1. 
•»«1 

f.. 

1l9 


fit*  +  «-'  , 


=  «f*  +  fit-'  , 

=  a*  +  «-*, 
■■  fit    +a       , 


.«1 


.-» 


.41 


-4»  . 


=  «"  +  fit-"  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»?J  =  *  +  *»1 ' 

*?o^i  '^  *^o  "^  ^'la  • 

%*»,  =  *),f  +  %i  1 

^o^t  —  ^i  "^  ^'ai » 

^O^A  ^  ^1»  "*"  ^'iT  ' 

^'Jj  =  ^j  +  ^11  > 

Ve  *"  ''la  ^"  *'9f  » 

%»?y  =  »»,0  "•■  ^'le  ' 

*^o''8  =  *?!  +  *'j9  » 

Vf  ~  ''iT  "^"''ai  » 

VlO  ™  ''ll  "*"  ''if  • 

%»»ii  =  »?i^  +  »J,T » 

Vi9  —  *^io  "*"  ''la  ' 

»»O^H  =  *?,4  +  *»|T  ' 

Vl4  =  *^»  •+"  ''iS  » 

Vi»  ~  ^'i  "+"  *^9»  » 

Vl6  ~  '^l*  "*"  ^'l»  ♦ 

Vif  =  ^4  ■*■  %  » 

Via  ="'i9  +  ''a8» 

Vif  ^  ^'i»  "*"  ^'a* » 

*'o''90  ^  ^T  "•■  ^91  » 

V9I  "■  %  +  ^J8  » 

lo^M  =*  %  +  ^^ll  ' 

'^o^'fa  *=  ^'f 0  "+"  '»a»  » 

Vt4  =  *'98  "+■  *'»1  ' 

Vi»  ~  ^'i»  "*"  ^a»  » 

V16  =  ^f  +  %o  » 

%^j7  =  *»9  "*"  ''a»  ' 

^0^98           *'91  "*"  ''94  » 

%*?,9  ="  *?6  +  ^a»  » 

VaO          ^96  "*"  ^'iO  ' 

%^ji  =  Ij  ■♦- 1?,  » 

*'0*'89  ==  %  +  ^9T  » 

»»o'^aa  "=  ^^94  "*"  ^as  » 

Va4  —  ^la  "*"  ^if  » 

^''a»  ^  ^'i«  "*"  ''»a  ' 

''o^'ic  ~  *»»  "^  ^I»  » 

Vaf  ~  ^11  "*■  ''la  ' 

Vaa  ™  •»»  "+"  *?i8  » 

Va»  ~  ^'a»  "*"  ^19  » 

V40  ~  ''ao  ■*"  ''40  • 

US 


83 


Congraenzworzeln  med.  jp. 


p 

n# 

1i 

M 

1i 

^4 

»J» 

*I« 

lT 

»Ji 

»»f 

3S1 

—  4 

+  14 

—137 

—100 

+  68 

—  12 

+142 

—  29 

—164 

—118 

829 

—  19 

+359 

+384 

—108 

+  6^ 

—182 

—  38 

—216 

+230 

—158 

V 

^1« 

*lii 

»Jis 

*lii 

«2l4 

*li» 

*ll6 

*llT 

1l8 

»Jm 

381 

+  20 

+  67 

—147 

+  92 

—144 

—119 

—  74 

—163 

—  94 

—103 

829 

+  92 

+172 

—262 

—165 

—134 

—284 

+241 

+  49 

—  88 

+281 

V 

<*to 

1ii 

^ss 

«Iti 

^14 

Ij» 

«Isc 

1>T 

*l98 

*Ij» 

331 

-f  15 

—108 

+  77 

—  31 

—  34 

+161 

+101 

—  62 

—130 

+  17 

829 

+204 

+164 

+366 

—344 

—213 

—228 

—245 

+335 

+308 

+356 

P 

nio 

In 

^11 

«In 

1|4 

*l|ft 

*ltc 

*lif 

«Iit 

1|» 

381 

—  44 

—  52 

+  54 

—  65 

—  80 

+109 

—  37 

+  43 

—139 

+121 

829 

—103 

—170 

—117 

—406 

—137 
331   + 

—800 
75 

—863 

—  44 

+276 

—  94 

829   —285 

y(«)J,  Prixnfiustoren  der  Primzahlen  jp,  in  den  folgenden  Normen  in  gebrochener 

Form  enthalten. 


J^(i+^„+^,) 


Normen  complexer  Zahlen  in  \. 

997 ,    iV(l4-t,^+»,^)  =  167  .  997 ,    iV(l-iJ,+i?„) 
829 .  167  =  2\r(-l+t,,^-i,^  J  ,       i^(l+^,.+^,T) 


331 .  167 , 
331 .  997 . 
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X  =  83 


m.    'p  zum  Exponenten  41  gehörig. 
2  einundvierziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wm:^el  2  von  83) : 


a 


40 


a 


"  +  a"  +  «»•  +  «"  4.  «"  -#.  ««  +  «» 


«"  +  «»8  +  «"  +  «"  4.  a«  +  «" 


H-  a"  4-  a"  H-  «*  -f  «'*  4-  «**  4-  «"  H-  «*'  -f-a'  4-  «"  4-  «*•  4-  «"  4-  «**  , 


>jj  r=r  a>4^a«4-a»»4-a**4- 


.14 


.»6 


.»8 


4-  «••  +  «••  4-  «"  +  «"  4-  «"  4-  «"  +  «" 


+  «"  4- «"  4- a**' 4- «'*  4- «*' 4- «"  4- «* 


■  et     -f  Ä     4"  Ä     4-  <s 
4. «"  4- a"  4- «"  +  «'•  4- «"4-«"  4- «"4-«*  4- «"4- «"4- «"  +  «"; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


1?'  4-  »j  4-  21  «  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^J« 

-21-,,^ 

1    %»»j 

«=4-21. 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

?    10 

*li 

? 

^0    *ii 

P    »lo    *li 

P 

no 

•Il 

3   0 

—  1 

197 

80  —  81 

443   55  —  56 

739 

238 

—239 

7   0 

—  1 

199 

67  —  68 

463   98  —  99 

751 

125 

—126 

11   3 

—  4 

227 

107  —108 

479   65  —  66 

757 

228 

—229 

17   5 

—  6 

229 

78  —  79 

509  235  —236 

773 

198 

—199 

23   1 

—  2 

241 

26  —  27 

521  104  —105 

787 

270 

—271 

29  13 

—14 

277 

95  —  96 

523  227  —228 

811 

136 

—137 

81   8 

—  9 

293 

16  —  17 

547  225  —226 

839 

76 

—  77 

37   9 

—10 

313 

58  —  59 

557  135  —136 

853 

87 

—  88 

il   4 

—  5 

317 

30  —  31 

563  213  —214 

857 

50 

—  61 

59  12 

—13 

349 

100  —101 

593  111  —112 

859 

362 

—363 

61  25 

—26 

353 

49  —  50 

607  195  —196 

881 

401 

— 40S 

109  17 

—18 

359 

32  —  33 

617  289  —240 

907 

328 

—329 

113  48 

—49 

373 

79  —  80 

619   74  —  75 

911 

215 

—216 

127  33 

—34 

383 

162  —163 

659  317  —318 

929 

438 

—439 

131  10 

—11 

397 

127  —128 

673  314  —315 

941 

140 

—141 

151  40 

—41 

401 

19  —  20 

691  291  —292 

953 

92 

—  93 

173  34 

—35 

409 

60  —  61 

701  137  —138 

977 

179 

—180 

191  23 

—24 

419 

117  —118 

727  192  —193 

983 

476 

—477 

193  63 

—64 

431 

115  —116 

733  343  —344 

991 

448 

—449 

Congruenzwurzeln  med.  i?'. 

V        M 

?          »lo 

?          »lo 

V          »lo 

? 

*lo 

3  — 

3 

11  —  261 

29  4-9786 

37  4-10739 

61  — 

16164 

7  —119 

17  4-1892 

31  — 

1976 

59  4-89397 

/(O)  Prim^Mitoren  der  Primzahlen  p. 
WUltch«  Primfitctomi  ^q«}  haben  folgende  Prinuahlen  p. 


41       '*—  % 
131     10—  1) 


;> 

/1,) 

227 

11-21. 

S29 

4-H 

277 

8-3,, 

»93 

16-1. 

897 

13— 8n, 

P 

An,) 

P 

A%) 

P 

Al») 

401 

X9-V, 

669 

23-2,, 

773 

19-4, 

621 

1+6% 

701 

11-6,, 

787 

23—3, 

657 

13-4«, 

739 

22-3,, 

SU 

6-6, 

607 

19-8,, 

761 

1+H 

983 

29-2, 

Sie  flbrigen  FrimzableD  p  haben  ideale  Frimfactoren  deren  3  te  Potenzen  /*(,  ) 
wirklich  sind: 


7 

11— 

3,1 

% 

11 

26- 

6% 

3-  % 

17 

31— 

18,, 

6-  % 

39 

162- 

S"* 

1-  2,, 

31 

161- 

16% 

8-  % 

87 

161- 

33,, 

»-  % 

69 

193- 

86,, 

12-  ,, 

et 

464- 

15,, 

9-  2,, 

109 

1048- 

76,, 

17-  1, 

113 

977- 

"»% 

16—  8,, 

127 

1094- 

177,, 

6—  4,, 

161 

814—  346,, 

»-*% 

173 

1967- 

311, 

3+  6,, 

ISl 

2186- 

875,. 

83-  ,, 

197 

296+  «07,; 

6-6,, 

S41 

2966- 

436,, 

26-  ,, 

313 

4748- 

619, 

18—  6,, 

817 

296+1337,; 

80-  ,, 

349 

6618— 

16, 

a-  7,, 

363 

2337- 

1301,, 

3-  7,, 

36» 

906, 

82-  ,, 

378 

2037- 

1461,, 

22—  6,, 

383 

6032- 

841,, 

8-  7,, 

409 

6262- 

1276,, 

11—  7,, 

419 

1538- 

1806,, 

13—  7,, 

431 

7349- 

985,, 

29—  4,, 

7213—1129, 
9803-  219,] 
2603-3165,' 
10388—  896,, 
698—2589, 
8669—1857,^ 
3603-2731, 
12947—1131, 
11661—1913,^ 
4198—5136,^ 
14828- 1689,, 
3679—3795, 
19141—  673,, 
493+4341,^ 
136  — 4S03,' 
17707— 3335, 
14432-4101, 
15524—3947, 
36063—  196,. 
7339—6306, 
3139—6847,] 
27494—  6, 
2587+6216,^ 
38129-  895,, 
9028—5899,, 
404+6673,, 
31334—4485,' 


3+   8,| 
27-  6, 


31—  6,^ 
15—  8, 


41- 
46- 

9—10,; 
3+11,, 
17—10,^ 

50—  ,^ 
36—  7, 

6— ll,j 
9—11,^ 
47—  4,^ 

51—  3,j 
39- 
23—10,, 
15—11,, 
16—11, 


*)    Für  Jwle  dleter  Primzahlen  p  gibt 
de  liegt  der  B«r«abaDiig  von/' Co)  n  Grande. 


et  eine  complexe  Zahl  ^i),} ,  denn  Nonn  =  3^  ist. 
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X==  83 

IV.    p  zum  Exponenten  82  gehörig,  in  Beziehung  auf  83te  Einheitswurzehi  selbst 

complexe  Primzahlen: 

2,  5,  13,  19,  43,  47,  53,  67,  71,  73,  79,  89,  97,  101,  103,  107, 

137,  139,  149,  157,  163,  179,  181,  211,  223,  233,  239,  251,  257,  263,  269,  271, 

281,  283,  307,  311,  337,  347,  367,  379,  389,  421,  483,  439,  449,  457,  461,  467, 

487,  491,  503,  541,  569,  571,  577,  587,  599,  601,  613,  631,  641,  643,  647,  653, 

661,  677,  683,  709,  719,  743,  761,  769,  797,  809,  821,  823,  827,  863,  877,  883, 

887,  919,  937,  947,  967,  971. 


A=89 
I.     p  =  89111-f-  1. 

CongruenzwuTzeln  mod.  p. 

p             a               a*              a*              a*  a*               «•             a^  «•  a*           a** 

179       —  79       —  24       —  73       H-  39  —  38       —  41  +17  +89  —  50  +12 

p          all            .it            «11           .14  «1»            ctii           .IT  .18  .19           .ao 

179       —  53       +70       +19       —  69  +81       +45  +25  —     6  —  63  —  35 

p           .»»            a»«            a»'             a»*  a"            «««  a«»  «»•  a»»           a»o 

179       +80       —  55       +49       +67  +77       +3  —  58  —  72  —  40  —  62 

p           a»»             a»»            a"            a«*  a«»           a»«            a»^  «»8  «»»           a*o 

179       +65       +56       +51       +88  +29       +36  +20  +31  +57  —  28 

p           a*i     a*'     a*'     a^^  et**     a**  a*^  «**  a*'  a*^ 

179   +64   —  44   +75   —  18  —  10   +74  +61  +14  —  32  +  22 

p           .»»     «»»     tt»»     a**  a»»     a»*  a*'  «»«  a»»     a«« 

179       +52       +9       +5       —  37  +59       —     7  +16  —  11  —  26  +85 

p              .61                .6»                 .61               .64  .64               .66  .6f  .68  .6»               .TO 

179       +87       —  71       +60       —  86  —     8       —  84  +13  +47  +46  —  54 

p           a^>           a^»           a»»           al*  a»»           a^»  a^»  a»»  a"           ««o 

179       —  30       +43       +4       +42  +83       +66  —  23  +27  +15  +  6S 

p           a8>            a«»            a«'  a»*            a«*  a»«  a«^  a»« 

179   —  2   —  21   +48  —  33   —  78  +76  +82  —  34 

Primfactoren  der  Primzahl  p  ideal, 

wirklich  in  Ii840i449ter,  oder  in  113. 118401449 ter  Potenz. 
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X  =  89 

n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
44  zweigliedrige  Perioden  (fltlr  die  primitive  Wurzel  30  von  89): 


^"^ 

«4-a"^ 

^^  =  «»o  +  «-«\ 

1?,  =  a     4-  «       1 

*?, 

r— 

If,- 

,^  =  «"  +  «-"  , 

fj^  =  a     4-  «       , 

*?, 

= 

«'  4-  «"^ , 

^^ 

«"  4.  a-" , 

»»lo  =  «     4-  «       , 

^'ll 

= 

«"  +  «-", 

>»„  = 

«*  4-  «"* , 

*?„  =-  «"  4- «""  , 

*?i4  =  «     4-  «       , 

*»!» 

— 

«"  4-  «-*'  , 

'^16  — 

^„  =  «"  +  «"**  • 

i?„««*4-a-*, 

\9 

SS 

/y3»  _!_/»-'* 

«     4-  a        , 

''fo'^ 

^     „1«  _,   ^-11 

^,,  =  «»*  +  «-"  , 

*?„ 

= 

/y*i  _j_  /»-*! 
«     4-  a        , 

*J,4  = 

i7„  -  «"  4-  «-"  , 

^'»T 

nx 

«    4- «      1 

*»„«= 

«'  H-  «-' , 

^        „»»  _,     „-»9 

„        -.90  _i     _-90 

^'ll 

= 

*J„  = 

et     "ir  et       1 

*»,,=«     4- «       , 

»?,4  =*  «     4-  a       » 

^1» 

r= 

/yl*  -J_/y-l* 

a     4- «        , 

^16  — 

a     -t-a        , 

*?,!  «=  «     4-  «       , 

1,8  =«"  +  «-", 

*»„ 

= 

«     4- «        1 

»?40  ~ 

«•  4-  «"• , 

%i  =  «     4-  «        , 

*?4,  =  «*  4-  «"•  , 

%1 

= 

«4-«      , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


% 

=  2  +  U,8, 

Vi  ="  ''ii  "*"  ^t%  » 

V9  =  *'4  •+"  ''49  » 

V»  ==  *?8  +  ''99  ' 

V4 

=  »»,  4-  i»n  , 

V»  =  ^ts  +  %i » 

%1«  =  *»io  +  Ijj  > 

%»?T  ~  ''9T  +  ''40  » 

=  *?,  4-  tjj, , 

%\  =  »»,6  4-  *?,o , 

%*?10  ™  *?»»  +  ^11  » 

Vll  ==  ^'4  +  *'91  ' 

w% 

==  ''iB  "+■  ''41 » 

Mll  =  *»l  +  *?» » 

%''l4           *'90  "*"  ^%%  » 

Vi»  ==  ^'iC  +  ''»4  » 

w% 

=  1„  4-  t?i^ , 

%^1T  ~  *'j4  "*"  ^'»S  » 

V18  —  ^17  "*"  ^'iT  » 

Vl9  =  ^»99  +  *'41  ' 

%'»,o 

»=  »?i4  4-  *J„  , 

%*»8I  =™  'Jii  +  *Ji4  > 

V99  =*  *?!  -*"  *?f »  » 

V98  ~  *^14  ■*"  ^14  » 

»?0*?,4 

=  »?1T+%S' 

%*»„  =  *?io  +  ^'iJ  » 

^^O^^SC  ==  %  +  ^1%  » 

V9T  —  ^T  +  \%  » 

%''98 

—  %  •+"  ^'il  » 

Vj9  =  *»1  +  ^19  » 

''o^'lO  '^  '^Ä  ^"  ^^9  » 

Vll           '»89  "*"  %9  ' 

Vl9 

=  *»6  "+"  ^'n  » 

Vm  "^  •'lO  "*"  ^'iT  » 

»»0»?t4  ^  ^1%  +  *»98  ' 

Vis  =*  ^iT  +  »»91 » 

%*?ac 

=^  ^»4  4-  »?„  , 

Mar  ~  ^90  "*"  *^ai  • 

%*?»8  =  ^94  ■*"  *'9C  » 

Va9  —  ^'ai  "*"  ^1%  ' 

^''♦O 

=  iJ,4-»?„, 

%*I41  =  'Jft  +  ^\9  » 

%*'49  ==  ^9  •+"  *'40  ' 

V4a  ~  ''n  "+"  '^98  • 

Im  ersten  Tausend  ezistirt  keine  hierher  gehörige  Primzahl  p\  dass  aber 
die  Primzahlen  jp  =  89m— 1,  deren  erste  1423  ist,  wirkliche  Primfactoren  in  ^ 
haben,  ergibt  sich  daraus,  dass  die  Primzahlen  i^^Sdm+l  wirkliche  Factoren 
in  l|  haben,  z.  B.  N(l  4-  *?„  4-  ij„)  =  179 . 


19^ 
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ni.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
22  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  30  von  89): 

ij=«H-a     H-a     -+-«,       tj^^a     -f-a-J-a     -H«     ,       ijä«     4-«     -f-«     ^^     , 

„     ^38  _,    ^85  _,     ^»8  _,     --»4         ^     „11  _,     „Tl  _,        1B  _,     .,18  ^     _      «8  _.        il  ^^      1«  _,        « 

«=«"+«•'  +  «••+«»,    ,,  =  «'+«»•+«•'+««•,      .,,  =  «"+«"+«»»+«'•, 

»),,  =  a"  +  «"  +  «"  +  «"  ,  »)i,  =  «**  +  «*'  +  «*  +  «**  , 

«  ,  =  a"  +  «"  +  «"  +  «««  ,  -  ^  =  «"  +  «»  +  ««•  +  «"  , 

«      =  «"  +  „"  +  «"  +  «"  ,  ,      =  «"  +  «"  +  «"  +  ,"  , 

«      =  «"  +  «"+«»  +  «",  «  ,  =  «•  +  «•  +  «"  +  «", 

«      =  a"  +  «"  +  „«  +  «" ,  ,      =  «"  +  «••  +  «»•  +  «•  , 

^         ^T6  _,•     86  _,        18     •_  „8  . 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

^'^l    =    2%  ■♦-  ^8  +  '»lO  »  %*»4    =*    *?,  +  %+  *»ii  -♦-  *?u  ' 


^'O*'*  *==    '»T  +  *'l4  +  ''18  +  *»1»  »  V6    ==    %  +  *»8  "*"  ''lO  ■♦"  'Jjl 

%^T  ~    *Ji  -*"*?»  +  *Ji8  ■♦-  ^»19  •  %%    '^    %"*"%  +  *?i  -*"  ^ij  I 

^'o^'s  ~    *J4  "*"  '^8  "^  ^'lO  ■*■  ''iT  »  VlO    ~    ^1  +  *J6  ■*'*'»  "^  ''ll  » 

%^ll  =    *»4  ■*"  ''lO  "*"  '^Ift  "*"  ''il  »  Vll    =    *»i  +  '»i*  +  *Ji8  +  *»»!  » 

*»o'' 

^0  'j»  '»     '       "i  ■  iw  - 

Mll  =    ''O  +  ''ll  +  ''l»  "*"  ^18  • 


'olis  =  »»il  +  '1.  +'»1.  +  ".0  >  Vi.  =  '»»  +  ''«  +  "1.  +  "l.  • 

'  "ir  =  1,  +  •'.+ 11*  +  I1* '  ''o'»!.  =  1,  + 1,  +  Ix«  +  »».o » 

ij,  =  »»,  +  »>,  +  2>)„  ,  i|,^„  ==  ij,  4-  ij„  + 1)„  +  flu . 


Congruenzworzeln  mod.  p. 


P  'Jo  *Il                I9                  18  *l4             1»  16  *tT                *l8  'Jo  I10 

233  +  3  4-  86  H-  90  +  90  —105  +77  4-68  —  87  4-  20  4-58  4-11 

479  4-  1  —203  4-  72  4-155  —  66  —  4  4-166  4-U3  —  81  4-218  4-234 

P  ^\\  'JU  *Il8  1l4  *Il»     ^\%  'JlT  *ll8  *Ilf  'JfO  'Ifl 

233  +60  —  18  4-87  4-43  —  99  —  57  4-15  4-52  —  10  —  49  —  93 

479  H-174  —187  —141  —  18  —  6  —  51  4-131  4-  10  —139  4-58  4-12 


/(ijj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P  /(lo) 

233    gebrochen  in  folgenden  Normen. 


P       Ano) 

479         l-tj„ 


Normen  complexer  Zahlen  in  tj. 

-^(1  ■♦-  *?io)  =  -  ^^^ '        -^0  -  ^  -  \.)  =  -  233 .  179  ,        N(vj  H-  *?„)  «  «33 .  1657 
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VI.    "p  zam  Exponenten  8  gehörig. 
11  achtgliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  30  von  89): 


"  +  «' 


81 


Wurzeln  der  Gleichung: 

^11  ^  ^10  _  ^f  _  ig^i  ^  432^T  _^  g^^6  _  2I861J*  +  102»j*  4-  3152tj'  —  781»j*  -f-  67ty 


-i  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

fll  =  8  +  2ij,  +  2ij^  4- ij,  +  2ijj^  , 
%*?,  =  —  1  —  '»^o  —  ^f  —  ''i  "*"  ''s  —  '^f ' 

\%    =    ^^0  +  ^i  +  ^t  +  ^''s  +  ^^9  » 
V«    ==    %  +  ^^f  +  *»t  +  ^8  "♦-  'J»  +  ^^10  » 

^'Jg  =  *"  1       lo       ''i  —  ''♦■*"%  —  ^10  » 


Vi  =  ^''i  +  *?t  ■*■  *?i  ■♦•  »»i  "♦■  ^''r  +  *?io 
Vi  '^  ""  ^  "^  %  ""  **?»  ""'*?j  —  ^4  —  Vfi 
=  »7,  +  ^,  -♦-  2ij^  ■♦-  *7j  +  2»j,  +  tjg  , 
'  2tj,  4-  2*;^  H-  2*;^  4.  ,,^  +  ,,^  , 


V» 


^•»? 


O'T 


V»    =*    —  1  —  %  — *?1  +  »?4  —  *?s  ""  %  » 


Vio  *=  H  +  *»i  +  1,  +  ^1  +  2ty^  4-  ij,  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 
Von  den  8  hierher  gehörigen  Primzahlen  pi  37,   101,  433,  457,  57i,   853,  967,  991 
beispielsweise: 


p 

I0 

li 

*Ii 

1« 

I4 

1» 

1« 

*If 

*l8 

I9 

I10 

37 

—2 

4-  2 

—14 

+  6 

4-  7 

—12 

—  8 

4-  10 

4-  10 

4-  15 

—  11 

101 

—9 

4-  21 

—46 

—41 

—  15 

—25 

4-  42 

4-  26 

4-  12 

4-  13 

4-  21 

853 

4-1 

4-167 

—14 

—31 

—374 

4-14 

4-393 

—403 

—107 

4-148 

4-205 

150 


p 

37 


Xa89 

f(%)j  Primfactoren  der  Primzahlen  jp,  z.  B. 


4-  1J5  -f  *?5  +  *?io 


101 


Ano) 
+ 1  —  »»4  —  »j, 


853 


Ano) 


2081, 
37.X01, 


Normen  complezer  Zahlen  in  {. 

N(2^fi)  =  1283 ,  JV(l+f,^-fi?,)  =  i^^(2+tJo)  =  37» , 


V.    p  zum  Exponenten  11  gehörig. 
8  elfgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wm:^el  30  von  89) : 


^5 


Of       +«' 

"  +  «* 

a     +  a 

•  +  «» 

a     4-  a 

•  +  «' 

«"  4- «' 

'  +  «* 

«**  +  «' 

*  +  «» 

«*'  +  «' 

'  +  «' 

«"  +  tt* 

•  +  «' 

a'   +a* 

•+v 

»  +  «" 

+  «" 

+  «•   4-a" 

»+«" 

+  «" 

+  «"  +  «" 

+«" 

+  «" 

+  «"  +  «" 

»+«" 

+  «" 

H-  «••  +  «" 

•+«•' 

+  «" 

+  «••  +  a" 

•+«»» 

+  a" 

+  «"  +  «" 

»+«" 

+  «'* 

+  «"  +  «»• 

•  +  «« 

+  «" 

+  «"  +  «" 

4-a*   -Ha"  4- «'  +  «•*, 
+  «»*  +  «"  +  «"  +  «" , 
-f  «**^  4-  «'*  +  «"  4-  «"  , 
-f-  «*'  4-  «**  4-  «••  4-  «** » 


.44 


.Tt 


a 


SS 


a 


81 


-f- Ä     "Ha     -r*  Ä     -j- a     » 
-H  «"  4-  «"  H-  «*'  4-  «•  , 
-H  «»•  4-  «*  4-  «**  4-  «*  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»?'  4- »?'  4-  6ij*  -H  i6ij'  —  UZfj*  —  676ij'  4-  1160»j*  4-  16ij  4-  612  =»  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?A     = 


%*»4 


*?i  4-  »j,  4-  2ij^  4-  ij,  4-  iijg  4-  2i7y  , 

9  —  *?o  ^  ^^s  ""  '^4  "^  ^\ » 

tj,  4-  2»?j  4-  ij,  4-  4»?4  4-  2»jj  -H  ij^  , 


Vi 

—  2- 

-". 

-2.J, 

-»»e 

-♦»f 

Vi 

^ 

—  2- 

-ir 

-1.- 

'»»- 

8»!,. 

"o". 

= 

—  2- 

-»i. 

-2^ 

-". 

-"t 

»»•»It 

= 

—  2- 

-i,- 

-2,,. 

-T 

-% 

151 


X  B  89 

Congraenzwnrzeln  mod.  f. 


p 

*Io 

li 

1f 

*Ia 

»»4 

*I$ 

»Je 

Ir 

2 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

67 

-f-  2 

+  6 

+  10 

—  6 

—  30 

+  31 

+  5 

—  19 

97 

—  3 

—  31 

+  16 

+  30 

+  14 

+  29 

+  4 

+  37 

167 

—31 

+  39 

—  37 

+  42 

+  68 

+  58 

+  75 

—  48 

223 

—  8 

+  67 

—  70 

+  70 

—  84 

—  72 

—104 

—  13 

269 

-f-13 

+116 

+  16 

+  14 

—100 

—  92 

—124 

—111 

271 

—  6 

+116 

—  77 

—123 

+121 

—  68 

+116 

—  89 

283 

+20 

+  97 

+118 

+  37 

—  99 

—  91 

+  67 

+133 

331 

•4-21 

—169 

+  35 

—  44 

+109 

—147 

+  84 

+100 

401 

—54 

+114 

+183 

+148 

—  89 

—  71 

—104 

—128 

449 

—22 

+184 

—216 

—  71 

+109 

+167 

+  29 

—171 

461 

+21 

—168 

+  35 

+132 

—161 

+122 

—224 

—229 

509 

—  8 

+  64 

—100 

+  27 

+  97 

+229 

—  61 

—239 

523 

+29 

+263 

+229 

+190 

+134 

—  81 

—167 

—  86 

601 

—  6 

+  26 

—  41 

+136 

—278 

+196 

+266 

—287 

631 

—46 

+131 

+277 

+149 

—  91 

—168 

+227 

+161 

701 

—52 

+321 

—  72 

—  86 

—127 

—191 

—332 

—163 

751 

+33 

—  37 

—  41 

—135 

—  71 

+266 

—266 

+260 

767 

+60 

+274 

+377 

—241 

+366 

+188 

+125 

+375 

809 

—  2 

—291 

+183 

+  64 

+294 

+178 

+374 

+  18 

929 

+68 

—398 

+313 

—231 

—301 

—406 

—177 

+202 

983 

—44 

+366 

—164 

+460 

+301 

+208 

—229 

+  84 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
und  zwar  sehr  wahrscheinlich  f&r  alle,  wirklich  in  llSter  Potenz* 


i\r(2+*;  J  =  2f  809  , 
^(rif-^^t)  =  2.*223 , 


Normen  complexer  Zahlen  in 

iV(l  +  *,^  =  2», 

^0^-%)   =  2?67 , 
iV(»7j— 21,3)  =  2?509 .  67  ; 
jV(l— 2fj)  =  187067. 


1 1 

»I 


=  2 


10 


2?  67, 
219031 , 


152 


■    X=«89 

VI.    p  zum  Exponenten  22  gehörig. 
4  zweiundzwanziggliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  30  von  89) : 

,^  =  «  +  «»'  +  «"  +  «"  +  «"  +  «'•  +  «"  +  «"  +  «•'  +  «"  +  «•  +  «••  +  «"  +  «»'  +  «' 

+  „««  +  «»»  +  «"  +  «»  +  „»»  +  «"  +  «" , 


»J=a       +«       -T-Ä       "T«       -r«       -T"«       -♦-«       "♦"<*       +« 


a"  4. «"  +  «»•  4.  «»•  4.  a" 


,,,  =  a"  4- «"  4- «"  +  «"  4-  «'  4-  «"  4-  «"4-  «••  4-  «*'  4-  «"  +  «'"  4-  «"  4- «"  4-  «'* 

4-  «*•  +  «•*  4-  «"  4-  «"  4-  «"  +  «**  H-  «"  4-  «•  , 


.IS 


.TT 


.46 


.Cl 


.4  t 


ts 


.31 


.T» 


M 


.SC 


.SC 


.SS 


»7,  =  a"  4-  a*  4-  «"  4-  «"  4-  «'*  4- « "  4-  a"  4-  «"  4-  «"  4-  «"  4-  «"  4-  «  '  4-  «"  4- 

3 


.1* 


4-  «*"  4-  a"  4-  «**  4-  «•  4-  a**  4-  «**  4-  «**  4-  «*  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»j*  4-  ^'  —  33»j'  4-  39if  4-  8  t=  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

y)\  =  19  H-  ij,  4-  3ty,  4-  5*;,  ,  ij^ij^  =  —  5  —  ij^  4-  Sty^  , 

^0^1  =  —  5  4-  31?^,  —  1?,  . 


%^ 


—  5  +  ^0  4- 1?,  , 


Congruenzwurzeln  mod.  jp. 


/* 

»Jo 

1i 

1a 

^j 

P 

»lo 

*Ii 

*li 

*J« 

11 

4-  2 

—  4 

—  3 

4-  4 

607 

+  96 

—223 

—146 

+272 

73 

-  8 

4-  13 

—  31 

4-  25 

619 

—  95 

+277 

+130 

+306 

139 

—  11 

—  60 

—  45 

—  24 

673 

—209 

+258 

—281 

+236 

251 

—  26 

4-  71 

4-117 

4-  87 

769 

—  39 

—867 

+  78 

+327 

263 

4-  75 

—118 

—127 

—  94 

797 

—  48 

—204 

+180 

+  71 

311 

+  9 

—106 

—165 

—  60 

823 

—  81 

+391 

+262 

+250 

317 

—  13 

+158 

—  44 

—102 

947 

+  75 

—422 

—265 

—346 

367 

4-  73 

—  85 

—101 

4-112 

971 

—348 

— 4?7 

+410 

+864 

443 

—  45 

4-  73 

—153 

+124 

977 

—  68 

+178 

+440 

+426 

467 

4-142 

—206 

—211 

—193 

153 


f^\)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p,  z.  B.*). 


p 

Ano) 

P 

A^o) 

-f-  11 

3-2t,, 

+311 

1-21,, 

—  73 

21-8„,-  2t,, 

—317 

l+2t,. 

-H139 

107H-8tj^-f.22ijj— 32ij, 

—367 

3— 2*,^— 2t,, 

+263 

9-2»?, 

—607 

1— 4t,^— 2t,j+2t,, 

P  Ano) 

-619  49-  4t,^+10t,j-  Ut,, 

-797  19+  2t,^-  4t,, 

+823  15—  2tj^—  4t,, 

—971  387+30t,j+80t,,— 1 12t,, 


Vn.    p  zum  Exponenten  44  gehörig. 
2  ^erundvierziggliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  30  von  89): 


v^  = 


«4. «10 +  «"4.  «"  +  «"  +  «"  +  „•*  +  «*'  + «**  +  «* +  «"+«" 
4.  «"  +  «"  4.  «•»  4.  «•»  +  a"  4.  «*'  +  a"  +  «"  +  «•  +  «•«  +  «" 

+  «"4.  «"4.  «"  +  «»'  +  „"  +  «*  +  «*•  +  «**+«" +  «"  +  «" 

+  «"  +  «" +  «»  +  a»«  +  a"  +  a*'  +  ««*+«"+a*^  +  «% 


»?,  = 


«»0     .    ^11     .     ^61     .    ^T     .    ^TO 


.TT 


.»8 


.46 


IS 


.61 


.T6 


a     -r  tt     +«     +Ä     +«     +  cf     +« 


.48 


I»     I     -.81    j     _1»    j     _tl  _j »9     ,     _TS  ^1 18  j 14  j 61     ,     _86     ,     _4» 


+  «"  +  «"  +  a"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «••  +  «"  +  «"  +  «"•  +  « 

+  «"  +  «"  +  «•'  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «^*  +  «"  +  a"  +  a" 

+  «"  +  «•  +  «*•  +  «••+«"+«"+«"+«"  +  «"+«»; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

t,!=22-t,„, 


—  22  =  0 ; 


V.^.  =  -  22 


'0  'J 


*)    Wegen  der  Complication  mit  den  Factoren  Ton  11  und  von  2  (auch  5)  liegen  die  Prim- 
fictoren /[yi0)  etwas  Tenteckt,  so  dass  einige  mittelst  der  folgenden  Normen  berechnet  sind: 

N(ll  —  2»i,)  =-  73.67  und  N(b  —  2ij,)  =»  —  11.67  ,  Nl  —  2t|,  —  2ij,)  =  139.11, 

-^(7  +  2ij,)  =  —  619 .  11 ,  N{1  +  8ij,)  =  971 .11 . 

Für  die  fibrigen  Primzahlen  p  haben  sich  folgende  Normen  ergeben : 

iV(17  +  2ij,)  =  11?251 ,  N(9  —  4»io  +  2iii)  =  261 .  467  , 

N{11  +  4»io  —  4ij,)  =  443.467 ,  A^l  +  4»i,  +  6»ia)  =  673. 11 .26  , 

N13  —  4ij,  +  8ij,)  =  769.1291,  iV(13  —  6ijo  —  4ij,)  =  947.139, 

AX13  —  6»io  +  21],)  =  947  .  179 ,  iV(U  +  2ijo  —  2ii,)  =  67  .  977  . 

Hier    ist    die  Zahl  2   fiberali  ausgeschlossen  worden  dnrch  Zugrundelegung   von  Congruenzen  in   2i); 
sonst  erscheint  2  sogleich,  z.  B. 

iV(l  — *l)  =  2    ,         JV(l  +  »i)=s  2»,         Ar(2  +  ii)  =  2.97,         A(l— 3iio— i,,;  =  8  .  11 .  73  . 

Das  Zeichen  +  Tor  den    Primzahlen  p   zeigt  an,   dass  Nßyi^)  as  +p,    das  Zeichen  — , 

dass  N/{no)  =  —  P  wt. 

20 


154 


X«89 

Congruenzwurzeln  mod.  p 

P       »Jo 

^1 

P 

1o    1i 

P        *»o 

1i 

P 

*»o 

»li 

5   1 

—  2 

167 

26  —  26 

409  114 

—115 

733 

191 

—192 

17   7 

—  8 

173 

37  —  38 

463  177 

—178 

761 

267 

—268 

47  14 

—15 

199 

20  —  21 

487  231 

—232 

811 

390 

—391 

53  23 

—24 

227 

30  —  31 

587  280 

—281 

821 

57 

—  68 

71  17 

—18 

267 

101  —102 

613  221 

—222 

881 

237 

—238 

79  28 

—29 

277 

110  —111 

641  226 

—227 

907 

419 

—420 

107  46 

—47 

307 

78  —  79 

643  113 

—114 

911 

85 

—  86 

109  15 

—16 

347 

87  —  88 

659  120 

—121 

937 

216 

—217 

131  36 

—37 

373 

86  —  87 

691   74 

—  75 

997 

809 

—210 

J{vq)j  PrimfiM^ren  der  Primzahlen  !>,*)• 


P 
+    6 

—  17 


17-  4t,, 
26-  6t,, 


—  47  101— 24t,^ 

—  53  5—  2t?, 
4-  71  211— 60tj^ 
-f.  79  43— lOt,^ 
+107  13—  2t;^ 
—109  41— lOt,^ 
—131  13—  4t,^ 


'0 

P 
—157 

+173 
—199 
—227 
+267 
+277 
—307 
—347 
+373 


A^o) 

109— 26t,, 
21-  4t,^ 
31-  8t,, 

186-44t,^ 
37-  8t,^ 
63— 12t,, 

26-  4t,, 


p 

Ano) 

P 

A^o) 

—409 

103— 24t,^ 

+733 

31—  4t,^ 

—463 

27—  8t,^ 

—761 

53—141,^ 

+487 

23—  2t,, 

+811 

29—  2t,^ 

+587 

26—  2t,^ 

+821 

277— 66tjj 

—613 

366— 84t,j 

—881 

171— 40t,j 

+641 

107— 26t,^ 

—907 

263— 62tjj 

+643 

35—  6t,^ 

+911 

51— lOiy^ 

—659 

313— 74t,^ 

—937 

305— 72tj^ 

+691 

49-lOV,^ 

—997 

61— 14t,^ 

Vin.    p  zum  Exponenten  88  gehörig,  in  Beziehung  auf  89 te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 


3, 


7,       13,       19, 


23,  29,  31,  41,  43,  59,  61,  83,  103,  113,  127,  137, 

149,     161,     163,     181,     191,  193,  197,  211,  229,  239,  241,  281,  293,  313,  337,  349, 

363,     359,     379,     383,     389,  397,  419,  421,  431,  439,  491,  521,  541,  547,  557,  563, 

669,     577,     593,     599,     617,  647,  663,  661,  677,  683,  709,  719,  727,  739,  748,  773, 

787,     827,     829,     839,     867,  869,  863,  877,  883,  887,  919,  941,  953. 


*)    Dm  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  seigt  «n,  dan  Nßyif^)  s  +p,  das  Zeichen  —  , 
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9S9 


I. 


a 
— lU 
+169 


97  m  +  1. 


97 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


+169       +167       —     4       +67       +142       +160 
+402       —  32       +418       —241       +  63       +218 


+  16       +121       —179 
—  56       +246       —179 


f 
31 

9 


11 


J9 


JS 


rl« 


1» 


IC 


AI 


18 


19 


,90 


a'*  a»*  a**  a»-  a**  a**  a»*  a*'  «••  «' 

+178       —  64       —  95       —  62       +66       —133       —     9       —141       +125       +143 
—150       —104       —  98       —  66       +415       +223       —182       +314       —339       —     2 


t>i 


.st 


Jt 


rt« 


,9i 


»96 


97 


,98 


r>9 


.80 


+  36       +175       —111       —183       —144       +78       +66       —  46       +187       +  77 
^71       —838       +167       +  64       +135       +482       —106       —436       +112       +479       +358 


.81 


r89 


rsa 


r84 


8» 


rSC 


r«T 


rSS 


r89 


r40 


389       +169       +184       +30       +81       +102       +  42       —120       +65       —  19       —168 
971       +300       +208       +196       +110       +141       —446       +364       +343       —293       +     4 


r41 


p 

389       +  91 
971       —295 


r«9 


r«8 


r44 


r«S 


.48 


r4T 


»4  8 


r4  9 


rSO 


«••  a-*  «••  a»*  «■•  a*'  a-"  a**  a« 

+129       +  76       —106       +  25       —127       +86       +35       —100       +119 
—334       —128       —270       +     7       +212       —  99       —224       +  13       +265 


»1 


»9 


rta 


»4 


,ii 


rS6 


,87 


»8 


,89 


»60 


p  *«•»  a"'  a*«  a«"  «••  a*'  «••  «••  «••  ä' 

389       +  49       —140       +11       —  87       +193       +171       —  44       —  41       +6       +94 
971       +371       —416       —392       —220       —282       —  79       +243       +285       —386       —     8 


rCl 


»69 


r6S 


»64 


(6S 


.66 


r6T 


.68 


.69 


rTO 


p  «••  a^'  a'«  a'*  a"*  a' 

389       +176       +164       —  24       +13       +74       +122       +96       —  52       +93       —  99 
971       —381       —303       +256       —431       —  14       —424       +198       +448       —  26       +461 


rTl 


rT9 


.78 


rT4 


.78 


.76 


.77 


.78 


.79 


,80 


P 

389       +     5       —181       +17       +7       —  20       —  54       —  68       —  28       +*  80       —173 
971       +229       —139       —187       +440       —407       +158       +485       +401       —201       +  16 


rSl 


.89 


»S8 


i84 


.88 


,86 


.87 


,88 


,89 


r90 


p 

389       —117       +112       +69       —  86       +79       —  69       +113       —  45       +73       —163 
971       —209       —365       +459       —109       +  28       —123       —396       +76       +52       +49 


.91 


.99 


.98 


.94 


.9$ 


.96 


p  a**     a"  «••     a**"     a*'     a' 

389   —  63   +180   +  97   —166   —137   +  68 
971   —458   +278   +374   +  91   —157   —316 

Primfactoren  der  Primzahl  p  ideal, 
wirklich  in  118982593 ter  oder  3437 .  118982593 ter  Potenz.? 

Es  ist  N(^l  —  «'  +  «")  =  971 .  304262509969 . 

20* 


156 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

48  zweigliedrige  Perioden  (filr  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 

t,^  =  «  +  a-S  ,,^  =  «"  +  1,-",         ^^  =  ««4.«-»,  ,,^  =  «"4-«-»% 

\  =  «"  +  «""  ,         %  =  «"  +  «-"  ,  i?jo  =•  «*'  +  «"*'  »  '»11  ==  «*  +  «"*  » 

*7ie  =  «"  +  «""  »        ''iT  =  «"  +  «""  »         »^li  =  «•  +  «"•  »  »^i,  *=  «"  +  «""  » 

^        -,»4  _,     „-84  ^        „46  _,     ^-46  ^        ^«»  _,     -,->$  ^        _41  _,     ..-41 

1,8  =  «*  +  «"*  »  '?,9  =  «**  +  «"*"  I  »^lo  =  «"  -*"  «""  »  *»«  *=  «"  +  «""  » 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


'Jo  =  24-t?,3, 

Vi  ^^14"+"  ^14  » 

^''s  ~  '^88  +  ''l«  » 

Ml  =*  ^'Si  "*■  *'4T  » 

^^'i  ==  ''l  +  \^ » 

%*»$  ="  ''l8"*'*'40» 

Vs  **"  ^'fi  "*■  ^'i«  » 

%1t  **  ^84  "**  ^'if  » 

Vb           ^'li  "*■  ^^19  ' 

%1»  =  *»j6  +  *»ig» 

%%0  ■■  ^'iQ  +  ^18  » 

Mll  ~  *'88  "*"  ^19  » 

VlJ  ~  ^'lO  ■*■  ^81  ' 

»?0*'U  —  lg  "^  ^At  » 

Ml 4  ~  *'l»"***'44» 

Ml»  ='*'l4"^^81» 

lo'^i«  '==%"*■ ''if  » 

Mit  "^^  ^'iT  "*"  '^41 » 

M18  "  ^4  "*"  ''i  » 

Mit  ==''•"*■  ^48  » 

%120  ~  ^'m  "^  ^'ll  » 

Vsi  ~  ^18  "*"  \%  » 

Mf ,  =  1,0  "^  *'8S  » 

M81  ~  *''88  "*■  ''4»  ' 

^Q^%A  "    ''t"*"*'i1» 

^^'SS  ■"  ''s  ■+■  '^88  » 

M8S  —  ''l  "*■  *'46  ' 

%''8T  "^  \9  "*"  ''48  » 

*'o''j8       ■  ^^8  "^  ^'ll  » 

%*'89  —  ^81  "*■  ''iT  » 

Mio  ™  ^14  ■*"  ^t%  » 

Mll  —  ^%0  "*■  ''84  > 

lo^^ia  =  lie  ■*"  *'4i » 

%1ll  —  lg  +  1?4T  > 

Ml4  =  I1  "*"  IjO  » 

Ml$  ■=  *'l0"*'''4l» 

%''i6  =  lg  ■*■  '^46  » 

Mar  =  ''iT  ■+■  '^88  » 

%*'l8  =  %  +  '^8  » 

^''ii  —  ''t  ■+■  ^%t » 

^0*^40           ^^5  ■+■  \\  » 

V4I  =  ''iT  "*■  ^18  » 

1o*»48  "^  '^18  +  '^87  » 

M41  *=  ''11  ■+■  ^tl » 

%*'44  "=  ^14  "^  ''4»  » 

''0^4»  —  \t  "♦"  ''44  » 

%146  =  '^86  +  ''iS  » 

1o''4T  =  1i  +  Ijl  • 

157 


A  «  97 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


P  1o  1i  1«  1j  I4  ''s  1«  I7  'Js  1» 

193       _     3       4-  73       —  18       -f-  96       -f.  12       —  71       —  45       —  69       —  87       —     9 


P  I10  In  'In  In  *Ji4  'li»  I16  I1T  I18  1l9 

193       +81       +70       +62       +22       —  20       —  33       —  27       +60       +84       +46 


P  1«0  "Jll  1«8  1«J  ''«4  1«»  1>i  *J«T  *ij8  1J9 

193       —  58       —  74       —     8       —  88       +91       +82       +19       —  86       +47       —  56 


P  ^so  *Iti  ^ss  Ist  ^34  1s&  *Itt  *l8r  las  1S9 

193       +41       —  11       +90       +63       —  38       —  85       +54       +63       +7       —  77 


P  I40  ^41  148  "J4I  I44  I45  l4fi  I4T 

193   —  64   —  50   —  51   +21   +93   —  66   +40   +  79 


Primfactoren  von  p  =  193? 


Normen  complezer  Zahlen  in  ^. 

^0+*»4Q+^4»)  =  «71 .  193  ,  ^(l+^„+^,6)  =  -  971 .  389 , 

iV(l+fj,— ij„)  =  —  193  .  389  ,         ^O+^'u+'Jje)  ==*  ^^^  •  3169183  , 
N(l^fl-V^^)   =  193  .  15131 ,  N^l-fi^+ri^^)   ==  -  193  .  4657  , 

JV(1— ij^— tj^)  =  389 .  3881 . 


158 


97 


m.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
32  dreigliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 


tj^  =  «  +  «"  -4- «" , 


=  a 


10 


.S8 


.»9 


". 

=: 

„">  +  a"  +  «•«  , 

I4 

f. 

SS 

„•'  +  „»»  +  „"  , 

1f 

". 

= 

a**  +  a*'+  a"  , 

lio 

»il. 

= 

1w 

1.5 

= 

1.. 

l» 

as 

1« 

1.1 

— 

~"  _i_  «.'  _i_  ~«» 

1.. 

1.4 

— 

a"  +  «**  +  «*  , 

1.. 

1.T 

— 

a»  +  „»»  +  „•«  , 

1.. 

1.0 

= 

««  +  „"  +  «« , 

1.1 

=  «•  -f  «•*  -4-  «**  , 
=  «"  +  «"  +  «", 

=»«"  +  «"4.", 

=  «"  +  «'" -4- «• , 
=  «"  +  «"4.«", 

s^  «     "n  <*     "T"  flf     > 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^,  =  a'  +  «"  +  «•  , 


.90 


»8 


.«• 


t7„  =  «'  +  «"  +  «"  , 


'14 


'IT 


=    «" 

=.   -«." 


JT 


88 


.69 


.88 


%«  =  «••4-«"4-ft", 


'10 


SÄ       "T"  Ä       -f-  «       9 


'18 
'19 


Vi* 

^''is 

Vai 

*'o''8o 


==  ''s  "*■  '^96  +  ''so ' 

=  ^,  4- 1?^  +  1?, , 
=  *>»  "^  *?s  '^"''14^» 

=  »?,  +  ^11  "*"  ''11 » 
=  *»,  +  *?„  +  '?„., 

==    ''1  "*■  '^98  "^  *'98  » 
=    *'9  "*■  ^^10  "*•  \i  ' 


Vi  **  ^i»  "*■  ''is  +  ''js  » 

Vf  =*  'Jf  +  •Jji  +  %i  » 

V18  ~  ''f  "*■  ^^M  "*■ '^94  » 

Vis  ^  3  4- »?,  +  1?,5  » 

Vl9  —  \l  "^  '^96  "*"  ''ai » 

V99  *™  %  +  *?!+  ''is  » 

V9»  ™  *?o  ■*"  ''s  "*"  ''9  » 

Vas  —  ^19  ■+■  ^as  +  ''as  ' 


Va  '^  ''4  ***  ^la  "♦"  ''iT  » 

Vs  *=  ^^l»  "*"  ^97  +  ^^a*  ' 

Vii  =  \o  "*"  ^^is  "*■  ''14  > 

*?o*'i4  ~  ^^is  "^  ''ao  "*■  ''l8  » 

%^iT  *=*  ''ao  "*"  ^Jai  "*■  ^^ii » 
Vao  =  '?§"*"  ^Jis  "*"  ^81 ' 

'»o^'as  =  ^s  "*■  ^^as  "*"  ''as  » 

%''aS  —  ''iQ  +  ^14  "t  »?,T  » 

Vaa  • 


»?j  +  *?„-*-*) 


9T 
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X  =  97 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

1o 

»Ii 

»I> 

*li 

14 

*I$ 

16 

•Jf 

1« 

1» 

61 

+  1 

+  3 

+  27 

+  17 

—  26 

+  14 

—  11 

—  25 

+  4 

+  5 

329 

+  3 

+114 

—  71 

—  57 

+  38 

+  81 

—  61 

+  47 

+  34 

—  83 

449 

+  8 

—206 

+110 

—142 

+148 

+155 

—  75 

+  45 

+147 

+178 

617 

+  9 

—143 

—  59 

+  80 

+118 

+209 

+  54 

—264 

+204 

+172 

811 

—  2 

+307 

+309 

+381 

+  60 

—163 

—321 

—  70 

+  44 

—104 

P 

lio 

»In 

In 

In 

*Ii« 

*Iii 

lie 

IlT 

118 

1l9 

61 

+  4 

—  3 

—  23 

+  3 

-  30 

+  5 

—  28 

+  15 

—  27 

+  10 

229 

—  26 

—  64 

+  33 

+  26 

—  12 

+  84 

—116 

—  59 

+  99 

+  63 

449 

+  28 

+184 

+139 

+131 

—  36 

—  36 

+  73 

+144 

—219 

—222 

617 

+  31 

—  42 

—283 

—319 

—  94 

—229 

+  75 

+251 

+293 

—135 

811 

—  58 

—337 

—398 

—264 

+  75 

—139 

—218 

—280 

—201 

+133 

P 

•Jio 

*I>i 

Iss 

*Iji 

114 

»li» 

Ist 

1>T 

1S8 

189 

61 

+  14 

+  5 

—  4 

—  21 

—  10 

+  25 

—  23 

+  3 

+  7 

—  4 

229 

+  48 

—  8 

+  12 

+  61 

+  96 

—  39 

—  62 

—  98 

+  37 

—  37 

449 

—  18 

—  95 

—  82 

—  58 

—  34 

—  46 

—  61 

—  31 

—  48 

—104 

617 

—  63 

—  77 

—  69 

+203 

—190 

—117 

—141 

+  28 

—  31 

+186 

811 

—258 

+378 

—371 

—  78 
P 

+185 
Ijo 

—274 

+  61 

—139 

—  25 

+190 

• 

61 
229 
449 
617 
811 

—  25 
+  48 
+125 
+  40 

—  56 

—  25 

+  97 

—  103 
+202 
+  10 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  3437  ter  Potenz  wirklich. 


Nonnen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(f})  =  27583 ,  -^0— »?o)  ==  ^^  •  ^^^^  » 

iV(ty^+i,„)  =  229 .  6283307  ,     ^(»»,4— »»i»)  =  97  •  449 .  3923  . 


iV(l+tj)  =  19950051 , 


160 


97 


IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
24  viergliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 

Tft    .      96    .      aa  .10    .    .71    .    .8?    .    ..s«  I    .      ai    . 


.10     .     „19     .     «6T^^T8 

la 


,,,  =  a'"  +  u"  + 


=  «" 


„,  =  a"  +  a"  +  a"  +  «" 


&0 

1,,  =  « 


+ „•♦  +  „"  +  „»» 


JI 


a     -1- « 


>),5  =  «"  +  a 

>)„  =  «'*  +  «"  +  tt*  +  «"  , 


'10 

'i* 


_„•» 


"  +  „**  +  „•» 


>19 


.14 


iy,.  «  «•'  -4-  «'*  +  «•*  +  «•  , 


80 


.81 


^«i  _,   ^i«  _,    „f «  _,    „SS 


»iii 

»»14 
1.0 


«••  +  «»'  +  „'  +  «*•  , 


„'+„"+„"+„", 

«" 

+ 

«" 

+ 

«"  +  a* , 

«»• 

+ 

«" 

+ 

a"  +  «•• 

9 

«" 

+ 

a" 

+ 

«"  +  «•* 

» 

«»• 

+ 

«" 

+ 

"  +  «•• ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»^0^8 

»Jo^s 

»»0''9 

Mia 
Mii 

%''ai 


=  >?, +  *?i5  +  *?i8-*-'?a8» 

=  *?,  +  »»„  4-  n„  +  *?„  » 

=  ^9  ■+■  ^'lo  ■+■  ^'ai  "*"  ''aa  > 
=  *?i  +  »Jy  +  ^j^  +  V^i  > 

==  »7,  +  l^  +  »Jj  +  »?i9  I 
=  *»lj+^15+'780"*'*'a8  » 


p 

269 
313 
463 
701 


'la 

*Io 

—  6 
-h  6 
4-  6 

—  1 


1?^  +  %  +  Vifi  -f-  *?,,  I 
*?i  +  »Js  "*■  ^^10  ■*"  ^'iJ  » 

*?»  +  *?g  +  »»jy  +  ^igl 
'  '?j  +  »»8  +  *?,  +  \i  , 
%"+"*'ll+''l8"^^18» 

^1  +  ^j  +  *?i,  4-  i?,j, , 

Congmenzwurzeln  med.  p. 


Vll 

''o^'is 

Ml9 

Vaa 


%^1T 

^'o^ao 

Vai 


=  ^8  4"  *?4  4-  *?i4  4-  t?jj  9 


=  ^18 

'l8 


4-1?,«  4-1?,.  4-1? 


'16 


18 


8S 


—  *?i«  +  *?ig  4-  i?jj  4- 1?2^ 


•IJ      '       '18      •       'IT 

^  i?4  4- 1?.  4-  i?,«4-i?„ 
—  i?o  4- 1?,  4-  »?j^  4-  i?,<j , 


'0  •   ''a  '   ''li 
=  i?8  4-  i?jj  4-  2i?jy  , 

'14 


—  1?,  4-  i?j^  H- 1?„ 


«"^''la» 
*?t  4-  i?j  4- 1?,  4- 17„  . 


1i 

—  21 

—  21 
4-  76 
H-125 


»la 
4-  75 

—  25 

—  98 
H-  95 


*I8 

—  57 
4-  41 
—141 

4-187 


14 

4-117 

—  43 

—  32 

—  56 


1i 
—105 
—106 
4-156 
—  76 


«l6 

4-  60 
4-lM 
—160 
—260 


*1t 
+102 
4-  54 
4-  73 
•+-   31 


4-  17 
4-  92 
—230 
—322 


4-  12 

—  32 
—113 

—  8 


P 

269 

313 

463 

701 


*Jio 
—  89 
+147 
+125 
—349 


In 
+  67 
+  56 
—121 
—209 


*»ia 

—  43 

—  55 
—216 
+132 


1l8 

—  37 
+1U 

—  24 

—105 


P  lao 

269  —  96 

313  +  59 

463  +179 


»Il4 

+  86 
+114 
+102 
—  65 


+134 

—  60 

—  46 
+162 


lai  laa 

+  6  +17 

—  66  —  66 

+  91  —  10 


701   —191   —315   —161 


1l6 

—  62 
+  54 
+103 

—  76 

laa 

—  25 

—  27 
+  58 
+212 


—  74 
—105 
+168 

—  88 


1l8 

+101 
—150 
—127 
+  45 


X*lo)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p  wirklich,  z.  B. 


P 
269 


P 

701 


/(lo) 
1+% 


+  78 
—187 
+117 
—100 


Alo) 
^-*»o"-^ai 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(yi)  =  1 ,         N(l-fi)  =  -  193  ,       N(l-hyi^^+V^^)  =  313 .  4969  ; 
^0^  -  ^11  -  \i)  =  ^13  .  389  ,  JV(l+t,^^-,,^  J  =r  463  .  7103  , 

i^(l4-U„4-i7,  J  =  313' . 
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X  =  97 


VI.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
12  achtgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  10  von  97) 


*?«  =  «-+- 


„*•  +  «'*  +  a«*  +  a»*  +  «*'  4-  «"  4-  «"  , 


.10 


*?•  = 


>?•  = 


»j.   =  a 


a 


^5    =^ 


a     +  a 


=  a 


•1 


=  a 


14 


er 


'10 


11 


«*•  4. « 


»  +  «"4- «"  +  «"+«"  4- «"-ha", 
4-  «"  4-  «•*  4-  «••  4-  «"  4-  a*  4-  «*  , 

»  +  „"  4.  „♦•  +  a"  +  a**  +  a"  +  «"  , 
»  4.  „»«  4.  „"  -j.  «"  4.  «"  4.  «»  4.  a"  , 


56 


=  a   4- «     4- 


«•*  4-  «"  4-  «**  4- «**  4-  «"  -h  « 


5 


Wurzeln  der  Gleichung: 

>y"  -h  n**  —  44*»^**  —  23tj'  4-  e08»>*  4-  a«8>j^  —  3367>j*  —  1647ij*  4-  74ö9>j*  4-  2633ij*  —  7037f|* 

-^  1034tj  4-  2209  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*»0 


Mio 


8  4-  >?,  4-  21,^  4-  2>j3  4-  2»j,^ , 

%  +  ^*'j  ■*"  ^''i  +  %  ■*"  *»§  "+"  ''lO  ' 

>?^  4-  >j,  H-  >)5  4-  >?5  4-  *)g  4- 1?,  4-  2t)jj  , 

^  ^  "~  %  —  *?a  "~  *?6  "  ^'b  » 

»?,  +  *?,  4-  »i^  4-  >?5  4-  2»y^  -H  %  4-  tj^^  , 

2»?o  -+-  21,  +  >J,  +  »>6  +  »?,  4- 1?,^  , 


%^9 


t?^  4-  2tjj  4-  >j^  4-  ,j^  4-  tj,  4-  2ijj^  , 
2»?,  4-  2ijj  4-  ,j^  4- 1,^  4-  ,,^  4-  ,j^^  , 
2»J,  4-  tj^  4-  2>jj  4-  17,  4-  >)g  4-  v\^^  , 
2%  4-  »j,  4-  tjj  4-  1?,  4-  2tj,  4-  »jj,  , 
2%  4-  >?,  -h  >?^  4-  tj,  4-  tjg  4-  2»yjj  , 
»?,  4-  2»?^  4- 1?5  4-  »jj  4-  »J,  4-  2tj^  ; 
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X==97 

Congruenzwurzeln  med. 

P' 

- 

p 

1o 

^i 

Ij 

1» 

14 

»li 

16 

17 

»Js 

19 

47 

0 

—  19 

—  22 

4-     8 

—  21 

4-     8 

4-    1 

0 

+  20 

+  15 

297 

—  7 

—  72 

—  34 

—  94 

4-110 

—  74 

4-  98 

+  63 

—  53 

+  98 

241 

4-10 

4-  45 

4-  40 

—  109 

—114 

—  45 

—  74 

—  34 

+  40 

—  60 

421 

—22 

—182 

4-184 

4-132 

— 19ff 

4-  82 

—  186 

—187 

+141 

—118 

743 

4-30 

4-  90 

—246 

4-  39 

4-208 

4-297 

4-303 

+138 

—282 

—  57 

809 

4-  9 

4-269 

—312 

—312 

—402 

4-238 

+120 

—382 

—  89 

—370 

823 

—  2 

4-314 

4-254 

—277 

—309 

4-393 

+108 

—233 

—145 

+110 

937 

—17 

—380 

—  156 

4-289 

P 
47 
227 
241 
421 
743 
809 
823 
937 

—321 

»Jio 

—  8 

—  10 
4-120 
4-  30 
—256 
—269 

—  6 
4-333 

4-248 

In 
4-  22 

—  26 

—  61 

—  98 
—286 
—119 
—208 
—460 

+  79 

+357 

—439 

+465 

/{yi^t  Primfiwtoren  der  Primzahlen  />,  z.  B.  •) 


^6 


+  47  1  — 

—227  4—    tj^+    iij+    t,^  +  t,^  +  J,,^  +  1,^  +    >,j^ 

—241  5  —  4t»j  —  2ij^  —  4tjj  —  ij^  —    »?y  — %  — 2tjj    —  i»^^ 

-421  2-    ,,j-    t,, 

—809  3  +  3t|^  +  3»j^  —  2f,j  +  i,j  +    »y^  +  t,^  +  2*,^^  —  >,„ 

—823  2  +  ij„ 


iV(0  -  47»  , 


Normen  complexer  Zahlen  m  \, 

jV(l+t,)  -  389  ,        iSr(>,^+>jg+i,j  J  =r  -  227  .  47  , 

i\^(l-»,^-i,^-„  j  =  -  64  ,  ^(l+2^o)  =  ^4^  •  1^743  , 

s-  —  421  .  47  ,  i^(i-^,,^— ,,^4.,,^)  =  —  743  .  313  , 

—  —  809  .  47  ,  -^(%-*"2»jjj)  =  —  937  .  241 , 

=  47  .  67  .  457  ,  iV(2— *?)  =  —  13967  . 


Sie  liegen  zum  Theil  den  obigen  Primfactoren  /(t?  J  zu  Crmnde. 


*)    Das  Zeichen  +  Tor  den  Primzahlen  p  «dgt  an,   daee  .A^vig}  ""  +pi  <lw  Zeichen  —  , 
«ia«  Wie)  =  —  p  ist. 

21- 
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VII.    p  zum  Exponenten   12  gehörig. 
8  zwölfglieflrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 

r,,  -  «*«  +  «"  -4-  «'•  4-  «'*  4-  «"  +  «"  -h  «"  +  «"  4-  «*•  4-  «"  4-  «"  4-  «"  , 
,,^  =  «»+«^»  +  a«*4-«"4-«"+«"4-a'*4-«"4-«*4-«"4-a"4-«", 
^^  =  «»«4-«*4-«''4-a"4-«"4-a"4-«"4-«"4-a''4-«"4-«"4-«", 
>,^  =  «' 4-«*' 4- «"4- «"4- «"4- «"4- «"4-«'' 4-«'*  4- «'4- «"  +  «**, 
>,^  =  a»«-+-«'*4-«**-ha"4-«"4-«"4-a'4-«"4-«"4-«*^4-«"4-«**, 
»,^  =  «"-Ha''4-«**4-«"4-«"4-a"4-a'*4-a**4-«"4-«'*4-«'4-«", 
r^^  =  «"  4-  «^^  4-  «*•  ^  «^^  H-  «"  -h  «"  4-a'*  4-  a"  4-  «"  4-  «"  4-  «"  4-  «"  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

t5*  -4-  r^  —  42»?'^  —  59tj*  -h  497*7*  -f-  719»j'  —  1792fj'  —  2295tj  -M93  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

yjj  =  10  -  2,,,  -  2tj^  -  ri^  , 

>Ii  4-  *?,  4-  3»j,  -h  3fj^  4-  t?j  4-  3*y,  , 
2t?i  4-  3iy,  4-  1?,  4-  2ijj  4-  8ij^  4-  i?, , 
»»0  +  3*^1  "*■  ^*'»  -»-  »7,  -*-  3»>4  4-  »?y , 


*?0^)f 


*'0*'4 


V€   = 


^  ■+■  *?o  ■*"  ''i  "■  ''l  +  *^«  "*-  ^*»«  > 
1  4-»j,j  —  *?i  4-  2»j,  4- 1?,  4-  1?,  , 

1  4-  tj^  4- 1?^  4-  »»5  —  tj,  4-  2i?,  , 

1  4-  %  —  1?,  4-  >j,  4-  2»,j  4-  »?y  . 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


P 

103 
113 
307 
479 
491 
673 
857 


^0 

4-  8 

—  3 

4-  9 
—62 

—  1 
—46 

—  2 


Hl 
4-  39 

—  39 
4-  94 

—  89 
-hl79 
—313 

—  61 


1» 

—  19 

—  41 

—  56 
—197 
4-168 

—  51 
—238 


-  16 

-  83 
-115 
-221 
-147 

-  83 
-370 


4-  9 
4-13 

—  80 

—  118 
—214 
4-278 
4-396 


—  49 

—  21 
H-  54 
4-137 
—226 
—290 
—117 


1« 

—  34 

—  56 
—106 
4-U9 
4-101 
4-132 
—290 


—  42 

—  47 
—108 

—  79 
4-139 
—301 

—  166 


/(»yj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p*) 


p 

Mq) 

—  103 

2-+-2»,^H-  *j,4-2tj. 

—  113 

34-  % 

-f-307 

24-  %+^\'-  »?r 

H-479 

24-  ri^+  *?^4-  \ 

■^-^, 


p 

ytia) 

+491 

14-»»o 

4-673 

24-t?,4-»»54-ij, 

1              —857 

24-% 

*)     Daa  Zeichen  4-  vor   den  Primxablen  p  xeigt  an,    dut  A^lo)  "*  4~^)    <^  Zeichen 
ÜMs   Ay(»)o)  =«  —  />   iit. 
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X=«97 

Normen  complexer  Zahlen  in  ". 

-A^(«-if.-i),)  «=  307 .  113  ,  jV(H-i,^-t,J  =.  -  16 .  103 ,  JV(i-^^-,,J  =  j*  ; 

diese  3  liegen  bei  obigen  Primfactoren  X^^o)  ^^  Grunde.  —     Femer : 

N(fi)   =  193,  J^Cl—v)   «  2777,       ^(^+2tj,)  =  103?61  , 

JV(1— «ijj  =  — 113 .  2909 ,    iV(6— 3tjj)  =  103 .  61 ,      JV(64-ij3  =  61 .  463 , 
iV(»— ij)  =  2063 ,  iV(l-4-2tj^— 2»j,)  «  103  .  132971 , 

^(''»-''4-^t)  =  -  ^'^^  -307  ,     iV(»-»»i+tJ,-i?.4-tj,)  =  479  .  467  . 


Vm.    p  zum  Exponenten  16  gehörig. 
6  sechzehngliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 


9t 


4-  a"  4"  «*•  +  «"  , 


.c< 


-«»     1     -.»0 


.hk 


,^  =  «»4.«"4.a"4.«^*4.«"4-«"4.a"4.«"4.«"^-«"4.«»*-l-«"4.«* 

+  «"4-«*H-«*\ 


«1»  4-  «••  4.  a" ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


ij*  4-  ij*  —  40i>*  H-  46ij*  4-  236ij*  —  230ij  —  389  »  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


=  12  —  4ij^  —  3tj,  —  2ijj  , 

=  —  3  —  2ij^  4- 1?,  +  tj^  —  2ijj  , 
\r,^  =  —  3  4-  >?j  4-  *»,  —  2ff,  —  2*»^  , 


Vi 


Vi 


—  3  +  %  —  *?i  —  2»^^  . 

—  1  4-  3t7^  4-  2ij,  4-  3ff,  +  21,^  , 

—  3  —  ff^  —  2ij^  -h  »jj . 
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X- 

97 

Congruenzwurzeln  med 

.p. 

p 

*lo 

ii 

1« 

•»» 

»»4 

»1* 

79 

4-  6 

4-  36 

—  1$ 

—     6 

+  20 

+  35 

89 

4-  2 

—  20 

—  10 

—  15 

+  27 

+  15 

109 

—  9 

-♦-  62 

—  86 

—  16 

—  29 

+  36 

167 

—  6 

-h  27 

+  47 

+  63 

+  22 

+  13 

983 

—14 

+  56 

+  71 

—  69 

—  16 

—  29 

487 

+  b 

+  40 

+219 

—119 

+199 

+122 

503 

—27 

+216 

+104 

—225 

+140 

—209 

661 

—77 

+109 

—249 

+136 

—133 

+213 

691 

-+-41 

—331 

+155 

+  60 

—159 

+233 

881 

+80 

+203 

—126 

—254 

—263 

+359 

997 

—21 

-163 

+  63 

+352 

+  35 

—267 

/(%))  PrimfiMStoren  der  Primzahlen  j>.*) 


p 

A^,) 

P 

/l»Io) 

—  79 

5+4i>^+  tJi+2»j,+  3»jj 

+503 

77-27i,^+5ij,-21iy,-54i,^ 

—  89 

2-% 

—661 

3-     »?,-  tj. 

+109 

2t;j+4tjj+  ri^ 

—691 

50+lli,^-3>,j+12u,+14ij,-l8i,^ 

—167 

17— 6ii^+  >?,— 6>?,— ISij^ 

+881 

2—  2n,+  ri^ 

+283 

2-  19,-  t,3 

—997 

96+20fj^-6i,j+21ij,+26i,,-83i,^ 

—467 

^'-'    *?2--    ^5 

Normen  complexer  Zahlen  in 
iN^(i+*f,)  -  -  6 ,         iV^»-H-3^-3*»4)  "*  27 , 

iV(4-2if3-»,3  =«  3*^^^  '  ^0-2i?,-ijJ  «  -  2?167  , 

iV(4+tj,+t?J  =«  -  2f691 ,  ^(3%+^)  =  -  2f997  ; 

gen  Primfactoren  X*?©)  ^^  Grunde.  —  Femer  ist: 

^(1-%)  =  -  8  .  47  ,  i^(6- V  =  8  .  467 , 

^(6+,,  J  =  79  .  167  ,  iV(5+2fjJ  =  —  109  .  269  , 

iSr(2-t7^+tj J  =  8  .  283  ,  i\r(2+*jj+2i,,)  =  -  27  .  283  , 
iVr(7— *j,— tjj)  =  503  .  79  ,  iV(7+2tjj)  —  79  .  2683  . 


IC 


^(*-ni+>j,)  -  -  3?79  , 
iSr(l+2i,,+t,  J  =  2f503  , 

diese  8  liegen  den  obi- 
iV(2+2i,^-,,,)  « 109» , 

i^(l+2i?,+t?,)  =  -  8  .  79  , 
iV^(5— ij^+i?  J  =:  -161 ,  «41 , 


*}    Das  Zeichen  +  vjof  den  Primzmhlen  p  zeigt  an,  dass  i^^1lo)  ~  +/>t   das  Zeichen  — , 
dass  N/{v\q)  =  —  p  ist. 
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X  =  97 

IX.    p  zum  Exponenten  24  gehörig. 
4  vierandzwanziggliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wm:^el  10  von  97): 


*f^  s=  «  4-  «'  4-  a"  -4-  «*•  H-  «•* 


«»  ^  ä"  +  «»•  4- «"  -♦-  a«*  4-  «"  4-  «**  4-  «•*  +  «•• 


4-  «"4-  a*^  4-  «"  4-  «**  4-  «*'  4-  «*  4-  «"  4^  «"  4-  «*  4*  «**  , 


,,^  =  «"  4-  «••  4-  «"  4-  «"  4-  «••  4-  «**  4-  «"  4-  a"  4-  a"  4-  «"  4-  «"  +  «"  4-  «"  4-  a' 

4.  «"  4-  «"  +  «»»  +  «*«+  «"  +  «*o  4.  «"  4.  «»•  4.  a"  H-  «»* , 


%  = 


«"  H-  «•»  +  «•«  4-  «•*  4-  «"  4- «"  4-  «•*  4-  «'• 


»J.  = 


„*•  4.  «»•  4-  «*  4-  «*' 


«"  +  «"  4.  «»  4.  a^*  4.  ««*  4.  «"  ^-  «"  +  ««  +  «-•'  4.  «»^ 


4.«"4.«"H.«»o^^«i^^Ti^^ii^^ii^^io^^«a^^68. 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»j*  4- 1?*  —  36ij*  4-  91i?  —  61  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Mf  = 


—  5  4-  2%  4-  «tj, , 


/ 

lo 

li 

»If 

1i 

43 

—10 

4-  11 

4-  20 

4-  »1 

73 

4-10 

4-  19 

4-  11 

4-  32 

101 

—  7 

—  22 

4-  47 

—  19 

161 

—  3 

—  72 

—  28 

—  49 

379 

—  2 

4-130 

4-  97 

4-153 

397 

—24 

4-146 

4-170 

4-104 

Vi 

=*  -^ 

*-♦*»%  + 

n^. 

fl.% 

=  - 

^-^^-^^V^' 

med 

.  p. 

P 

»Jo 

I1 

ij 

la 

431 

4-19 

—  45 

4-  78 

—  53 

461 

4-42 

—  87 

—217 

—200 

509 

—  9 

4^105 

—183 

4-  86 

683 

4-27 

4-108 

—  80 

—  56 

733 

—62 

4-259 

4-128 

—326 

877 

4-54 

4-367 

—251 

—171 

/(1}  ),  Primfactoren  der  Primzahlen. |7.*) 


p 

An.) 

P 

A^o) 

P 

A^o^ 

—  43 

6— 3ij^4-»?,4-2t}, 

—379 

«■+-^0 

—509 

7-  61,, 

—  73 

»-K-*»i 

—397 

9-4t,^4.2i,, 

—683 

24-  21,^4-  1?, 

4-101 

13-41,^ 

4-431 

12-31,^-  ijj 

4-783 

39-14i,^4-4»,,4-  Ä1,, 

4-151 

7-2»,^ 

—461 

124-  %-4i,. 

—837 

1254-10f,^4-4t,,-44»,, 

*)     Dm  Zeichen  4-  vor  den  Primzahlen  p  seigt  an,    daM  Nßjii^)  sss  ^p^  das«  Zeichen  — , 
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X«97 

Normen  complexer  Zahlen  in  V- 
^(4-%)  -  iN^(3-2i,,)  «  47,  N(i^n;)  =  iV(3-„J  =  -4, 

iN^(9--2f,^4-2>j,)  =  —  897  .  47  ,  i^(7— 6ijj+2>y3)  =  101  .  733  , 

iV(l94-2i,^-+-4tj,)  =  —  101 .  877  ,  iV(3--4»j  J  =  —  43  .  73  , 

iV(9-f-2»,,)  =  -  73  .  193  .  iV(2i,j-f.3i,j+,,  J  =  193  , 

A^(8-^i4-i»,)  =  -  4  .  431 ,  i\r(3+2i,^-4-i,3  =  -  4  .  461 . 

Diese  Nonnen  liegen  bei  obigen  Primfactoren  f(fi^)  zu  Grrunde;  es  ist  aber  femer: 

^(1+%)  =  -  4  .  47  .       ^^(3+^o)  =  -  4  .  151 ,        ^(5-»?,)  =»  4  .  61  , 
iSr(2-,,)  =  1 ,  ^(4+^)  »=  -  «09 ,  -^(6-^,)  «  701 , 

-^(6+1?,)  =  —  823  u.  s.  w.;  endlich:  ^(i— ,,^— ,,^)  «  3J43, 

iSr(5— 6»jj-f-2ij,)  ==  ll?43l ,    iN^(54-6ij^+4ij,)  «  431 .  673  ,   iV(74-4ij,— 2ij,)  =  461 .  363  , 
iV(94-3fj^4-»»,)  =  —  877  .  43  U.  8.  W. 


X.    p  zum  Exponenten  32  gehörig. 
3  zweiunddreiBsiggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 


t,^  ==  «  4-  «"  -+-  «"  4-  «"  -4-  «*•  4-  «**  H-  «••  4- «"  4- «"  4-  «'*  4-  «"  4-  «"  4- «"  4-  «" 

4.«"4.«"4.a»«4.««'4.a»«4.a"4-«*'4-«"4-a*4-«"4-a"4-«"4-«"4-« 


69 


,,  =  «'•  4-  «•  4-  «'•  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  H-  «"  +  «'*  +  «••  +  «"  +  «" 

+  „"  +  «"  4. «"  4.  «•'  +  «"  +  «"  +  „"  +  „»»  +  «••  4. «'»  +  «"  4-  ««  4. «»»  4.  «" 

+  „»»  +  «•  +  «"^.««, 

,^  =  a»  +  «»•  4. «"  4.  «'  4.  «•»  4.  «»•  4.  «"  4.  ««  4.  «»>  +  a"  4-  «"  +  «•*  4-  »•*  4-  «" 

+  «"  +  «»'  +  «»«  +  „'  +  «"  +  «»•  +  „**  4.  «»•  4-  „"  +  ««»  4.  a«  +  „♦•  +  ,»•  ^.  „>» 

4.  „' 4.  „"  +  „»♦  4.  «••  . 

Wurzeln  der  Gleichung: 

t)*  +  ri*  —  Ziri  —  79  -=  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

»fj  =  S3  4-  3.J,  4-  »J,  ,  i|,»),  —  lOif,  4-  9»),  4-  13»),  , 

»lol,  —  9%  +  »8»),  4- 10»(,  . 
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97 


Congmenzwurzeln  med.  p. 


p 

1o 

»li 

»I» 

P 

no 

»Ji 

n% 

19 

—  2 

+  6 

—  5 

443 

+  9 

+  31 

—  41 

67 

—  6 

+  31 

—  26 

457 

+139 

+144 

+173 

127 

+  4 

—  19 

+  14 

563 

—104 

—156 

+258 

131 

4-  2 

—  25 

+  22 

601 

—  65 

+162 

—108 

139 

4-  3 

—  23 

+  19 

669 

—  10 

+107 

—  98 

149 

—  7 

+  47 

—  41 

709 

+  49 

+104 

—164 

239 

—57 

—113 

—  60 

757 

+165 

+212 

—378 

257 

+48 

+  81 

+127 

821 

+143 

+293 

+384 

263 

4-37 

—  80 

+  42 

827 

—168 

—240 

+407 

271 

—  8 

+  65 

—  58 

839 

—166 

+344 

—179 

311 

—60 

+139 

—  90 

853 

+211 

+362 

+279 

337 

+32 

—106 

+  73 

907 

+  93 

+184 

—278 

433 

—21 

+  48 

—  28 

919 

+124 

+277 

—402 

439 

—  9 

+  85 

—  77 

/()}),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^o) 

19 

+  2+  >?, 

67 

H-  «-H  % 

127 

-  *-H  % 

131 

-  2+  % 

139 

-  3+  v^ 

149 

+  7+  u. 

239 

+13—2»,^ 

267 

+  3+2»j, 

263 

—  ^—  %-^^i 

P 

Ano) 

271 

+  »+  ^0 

311 

-10-21,^+1,, 

337 

+19-3»j^ 

433 

—  7+  ij^— ij. 

439 

H-  9+  % 

443 

+  9-  % 

467 

—  S—  %+*»! 

563 

—  5— 2fjj+ijj 

601 

+  3+3fj^+»j, 

P 

/(lo) 

659 

+10+  ro 

709 

-  6-2>,^4-  f,, 

757 

-  1+2»,, 

821 

-37+61,^ 

827 

+13+21,, 

839 

-15—  »,o+2>,j 

853 

+16+3f,. 

907 

-  2+21,^-'  »,, 

919 

—  9+  %-2»,, 

22 
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X  =  97 


XL    p  zum  Exponenten  48  gehörig. 
2  achtundvierziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 


r=«        -+"«        "HÄ        -T-ft  "+"<*        "HÄ        "T«        -T"Ä 

-f-f<        -T"Ä        "T"**  "T"Ä        -T'Ä        "T~Cf        "+"<* 

+  „»♦  +  „"  +  „'•  4-  a"  +  «"  4-  «"  +  «* 

+  „"  +  „«  4.  „"  +  „»•  +  „»  + „» 

v;="rt      -f-ct      -r«      -+"<*  -nCf      -r«      ■+"«      -r-« 

-f-rt     -t-«     "T~Of  "T"Ä      'T'  et     -r  et     -^  et 

-t-«        -+"«  "T"'*        "+"'*        "T~Ä        "T"« 


4-  «•*  H-  a^'  4-  «**  +  « 
-h  a"  H-  «•  -H  «'*  -f-  « 
-Ha'    4-«*    -4-«"  4-« 


4-  «*"  4-  «**  4-  «"  4-  « 
4-  a"  4-  «**  H-  «**  4-  « 
4"öf  4*«  4"«  4"^ 
"T-  a     4"  a      -T"  a      4"  a 


»  +  «»• 
'  +  «" 

•  +  «". 

«  +  «" 
'  +  «" 
>  +  «« 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»,»  4- »!  —  24  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»»Ü^ä*-»  , 


lo*)!  =  —  24  . 


Congruenzwurzeln  mod.  j). 


p 

1o 

»li 

P 

•Jo 

1i 

P 

»lo 

»li 

P 

1o 

1i 

2 

0 

1 

191 

55 

—  56 

571 

101 

—  102 

677 

110 

—111 

3 

0 

—  1 

197 

28 

—  29 

593 

84 

—  85 

727 

114 

—  115 

11 

1 

—  2 

293 

59 

—  60 

607 

163 

—164 

751 

164 

—165 

31 

14 

—15 

419 

150 

—151 

613 

284 

—285 

773 

130 

—131 

53 

18 

—  19 

487 

132 

—133 

631 

277 

—278 

787 

79 

—  SO 

163 

44 

—46 

557 

173 

—  174 

647 

62 

—  63 

967 

215 

—216 

171 


X  =  97 


f(Vo)y  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


p 

Alo^ 

-¥-     2 

31-  In, 

4-     3 

9-  ^\ 

—  11 

53— 12»jj 

—  31 

35—  8»jj 

4-  53 

19-  41,^ 

—163 

13-  41,^ 

H-191 

151-34»,^ 

—197 

23—  6t7j 

p  A^o) 

—293  451— 102tj^ 

-4-419  275—  Q2r)^ 

4-487  187—  42vi^ 

4-557  337—  Ißf}^ 

4-571  35—     6ij^ 

—593  557— 126i?j 

4-607  83—  18ij^ 

4-613  161—  36ijj 


P 
—631 
—647 
—677 
4-727 
—751 
—773 
—787 
—967 


Ar^o) 

855— 149ijj 

211—  48ijj 

11-     6ij^ 

37-     6ij^ 

353—  80fj^ 

121—  28»j^ 
601  — 136»j, 


XIL    p  zum  Exponenten  96  gehörig,  in  Beziehung  auf  96te  Einheitswurzeln 

selbst  compleze  Primzahlen: 

5,         7,  13,       17,       23,       29,       37,       41,       59,       71,       83,  107,  131,  137,  157,  173, 

179,     181,  199,     211,     223,     233,     251,     277,     281,     317,     331,  347,  349,  359,  367,  373, 

383,    401,  409,     499,     503,     521,     523,     541,     569,     577,     587,  599,  619,  641,  653,  683, 

687,     709,  739,     761,     769,     797,     859,     863,     883,     911,     929,  941,  947,  953,  977,  983, 
991. 


^    Das  Zeichen  4-  vor  den  Primzfthleü  p  zeigt  an,  dus  NAn^)  ^=^  -\-Pi  du»  Zeichen  —  , 

22* 


Zweite  Abtheilung. 


Einheitswurzeln,  deren  Grad  k  eine  Potenz  einer  ungeraden  Primzahl  ist. 


Die  Bezeichnungen    sind  dieselben   wie  in   der   ersten   Abtheilung,  des- 
gleichen die  Anordnung  der  (primitiven)  Congruenzwurzeln. 


173 


n. 


Lp«  9m-4-  1. 

6  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

«•  +  «•  -h  1 


Congruenzwurzeln  mod.  j>. 


? 

a 

tt' 

•• 

•• 

tt' 

tt» 

19 

+  5 

+  6 

—  2 

+  9 

—  3 

+  4 

37 

—  4 

+  16 

—  3 

+  12 

+  7 

+  9 

73 

+  2 

+  4 

+  16 

+  32 

—  18 

—  36 

109 

—  43 

—  4 

+  16 

—  34 

+  27 

+  38 

127 

—  24 

—  59 

+  52 

+  22 

—  28 

+  37 

163 

+  53 

+  38 

—  23 

—  78 

—  30 

+  40 

181 

-f-  73 

+  80 

+  65 

+  39 

+  43 

+  62 

199 

—  37 

—  24 

—  21 

—  19 

+  58 

+  43 

271 

—  13 

—102 

+106 

—  23 

—  98 

+126 

307 

+  53 

+  46 

—  33 

+  93 

—  20 

—139 

379 

+180 

+185 

+115 

—145 

+  84 

—  40 

397 

—  85 

+  79 

—111 

—  93 

+196 

+  14 

433 

+  27 

—137 

+150 

+153 

—177 

—  16 

487 

+220 

+187 

—  95 

+  41 

—126 

—228 

523 

+  94 

—  55 

—113 

—162 

+  19 

+217 

541 

+225 

—229 

—  36 

+  16 

—189 

+214 

577 

—256 

—242 

+287 

-193 

—  31 

—142 

613 

+160 

—146 

—139 

—  172 

—  21 

—296 

631 

—255 

+  32 

—  238 

+114 

—138 

—146 

739 

+317 

—  15 

+225 

—368 

+197 

—366 

757 

+  3 

+  9 

+  81 

+243 

—  84 

—252 

811 

—279 

—  15 

+225 

—328 

+  64 

+343 

829 

—204 

+166 

+199 

+  25 

+  5 

—191 

883 

+286 

—323 

+135 

—242 

—421 

—318 

919 

—  95 

—165 

—345 

—309 

+440 

—445 

937 

—241 

—  13 

+169 

—438 

+  72 

+461 

991 

—  70 

—  55 

+  52 

+324 

-f-  18 

—269 

174 


19  n-  a  — «' 

37  1-h  rt  — a* 

73  2—  « 

109  24-2«* -4-«* 

127  24-  «  4-«* 

163  24-  «'— «• 

181  24-  «■— «* 

199  24-  «*— «* 

271  34-2«  — «* 


f(a\  Primfactoren  der  Primzahlen  j?. 

14-2a'—  «* 

1—  «'—  «*-h2«* 
3-h  «*4-  «*—  «' 
1—3«  4-2«'— 2«^ 

2—  «  —  «*4-  «' 


— « 


P 

307 
379 
397 
433 
487 
523 
541 
577 
613 


2—  «•— 3a' 

14-3«'—  «•4-  «* 

24-3«* 

3— 2«'4-  «• 


P 

631 
739 
757 
811 
829 
883 
919 
937 
991 


34-  «  4-  «*—  «' 

24-2«*4-  «*—  «' 
3—  « 

2—  a'-h2a'-h2«' 

3—  a*4.  «'—  «• 

2—2«  —  «•4-2«* 
34.3a»_  «»—  «• 

14-2«"4-  «*— 2«' 

34-  «*-*-  «* 


n.    ^  zum  Exponenten  2  gehörig. 
3  zweigliedrige  Perioden  (ftlr  die  prinodtive  Wurzel  2  Von  9) 

Wurzeln  der  Gleichung: 


*?'  —  3»j  4- 1  =  0 , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

I0 

^1 

1j 

P 

I0 

I1 

I1 

P 

*lo 

»li 

•Jj 

17 

—  3 

4-  7 

—  4 

359 

—  58 

-f-131 

—  73 

701 

—  9 

-f-  79 

—  70 

53 

H-  4 

4-  14 

—  18 

431 

—113 

—163 

—  165 

719 

—  13 

4-167 

—154 

71 

—16 

—  30 

—  25 

449 

—103 

—169 

—177 

773 

—  41 

4-133 

—  92 

89 

—12 

—  36 

—  41 

467 

—  20 

—  69 

4-  89 

809 

+  24 

—235 

-♦-«11 

107 

—  7 

-h  47 

—  40 

503 

4-  40 

-f-  89 

—129 

827 

4-116 

4-222 

—338 

179 

—34 

4-  80 

—  46 

521 

—  31 

—  83 

4-114 

863 

—  80 

4-357 

—«77 

197 

—  6 

4-  34 

—  28 

557 

4-  22 

—  75 

-f-  53 

881 

4-120 

-f-302 

—422 

233 

4-56 

4-105 

4-  72 

693 

—  80 

—125 

4-205 

953 

4-  80 

—273 

-+-193 

251 

-t-56 

4-122 

4-  73 

647 

4-  96 

-f-156 

—252 

971 

-«-  10 

4-  98 

—108 

269 

4-35 

—  122 

-*-  87 

683 

-hl24 

—335 

4-211 

175 


X  =  9 

A%). 

,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 

p 

Xlo) 

P 

Xlo) 

P 

/(I0) 

17 

-  4+31J, 

359 

H-11-  6,,, 

701 

-10-h  9i,j 

53 

-17-91,, 

431 

-19-  91,^+12»,, 

719 

-13-  3»,,-!-  61,, 

71 

+14-9»?^ 

449 

+  54-  6»7,—  6»,, 

773 

+  5-12»,,-  3»,, 

89 

-f-  2-t-3»?,- 

-3,. 

467 

7       3»,,       6,,^ 

809 

+  8-  9i,,+  6»,, 

107 

-t-  8H-3%- 

-3,, 

503 

-h23-hl2i,. 

827 

-22-f-15»,j 

179 

-  4-t-9t?j 

521 

-16-  91,, 

863 

-  1-  3»,,-i-  9r, 

197 

-  74-6>,, 

557 

+  14—  3»,^+  61,, 

881 

-h23-h  9t,,-12»,, 

333 

— 13-|-9»7j 

593 

4-17-  9i,j+  6»,, 

953 

-  7-*-12% 

351 

-t-  2-9% 

647 

—  1—  9»,,—  61,, 

971 

-  1-  9»,, 

369 

-h  8+3»?, 

683 

-11-h  61,,-h  3»,, 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig: 


7,  13,  31,  43,  61,  67,  79,  97, 

241,  277,  283,  313,  331,  337,  349,  367, 

571,  601,  607,  619,  643,  661,  673,  691, 

859,  877,  907,  967,  997. 


103,  139,  151,  157,  193,  211,  223,  229, 
373,  409,  421,  439,  457,  463,  499,  547, 
709,     727,     733,     751,     769,     787,     823,     863, 


Ihre  bei  X  =  3  angegebenen,  aus  dritten  Einheitswurzeln  gebildeten,  Prim- 
factoren   sind  auch  in  Beziehung  auf  9te  Einheitswurzeln  prim;  denn  von  den 
dreigliedrigen  Perioden  der  9ten  Einheitswurzeln  sind  die  primitiven  null: 
« -4-  a*  -h  a'  =  «'  +  a'  -t-  a*  =  0 ,    die  nichtprimitiTen    aber   reduciren   sich  auf  die 
dritten  Einheitswurzeln:  3a*  und  3a*. 


rV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig,  in  Beziehung  auf  9te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 


2, 

5, 

11, 

23, 

29, 

191, 

227, 

239, 

257, 

263, 

461, 

479, 

491, 

509, 

563, 

821, 

839, 

857, 

887, 

911, 

41,  47,  59,  83,  101,  113,  131,  137, 

281,  293,  311,  317,  347,  353,  383,  389, 

569,  587,  599,  617,  641,  653,  659,  677, 

929,  941,  947,  977,  983. 


149,  167,  173, 
401,  419,  443, 
743,     761,     797, 


*)  Sie  sind  so  bestiiiimt,  dass  die  Coefficienten  der  i,,  nach  Wegschaffuog  eines  Gliedes 
mittelst  der  Gleichung  v)o~^^i+^i^^^>  durch  9  oder  wenigstens  durch  3  theilbar  sind;  es  gibt  da- 
her bänflg  einfachere  Formen  der  Primfactoren  /(iiq),   z.  B.  IQr 

p  =        17,  53,  197  u.  s.  w. 

A^q)  =  +    34-»Io>     +  4— ijo,     -¥      6  4-»io  «•«•w. 


{ 


176 


25 


I.    j?  «  25m  +  1. 


20  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


«»•4-a"4-«"-l-a»H-l  «  o. 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

a 

a> 

a* 

a* 

tt« 

tt» 

«• 

a» 

«»> 

«»» 

101 

-h  16 

—  47 

—  45 

—  13 

+  5 

—  21 

—  33 

—  23 

—  30 

+  «5 

151 

—  57 

—  73 

—  67 

+  44 

—  41 

+  72 

—  27 

+  29 

—  3 

+  «0 

251 

+100 

—  40 

H-  16 

+  94 

+  5 

—  2 

+  51 

+  80 

+  63 

+  25 

401 

—177 

4-  51 

+196 

+195 

—  80 

+125 

—  70 

—  41 

—  86 

—  16 

601 

—111 

—300 

+245 

—150 

—  75 

—  89 

+263 

+256 

+128 

+216 

701 

—118 

—  96 

+112 

+103 

—  74 

+320 

+  94 

+124 

+  13 

—132 

751 

4-171 

—  48 

+  53 

+  51 

—195 

—301 

+348 

+179 

—381 

—276 

P 

tti» 

«»* 

«»• 

«1» 

«»• 

«>• 

«»» 

«" 

«" 

««« 

101 

—  4 

+  37 

—  22 

—  49 

+  24 

—  20 

+  31 

—  9 

—  43 

+  19 

151 

+  68 

+  50 

—  26 

—  28 

—  65 

—  70 

—  24 

+  9 

—  60 

—  63 

251 

—  10 

+  4 

+  91 

+  64 

+125 

—  50 

—  8 

—  47 

+  69 

+123 

401 

+  25 

—  14 

+  88 

+  63 

+  77 

+  5 

—146 

+178 

+173 

—146 

601 

+  64 

+108 

+  54 

+  16 

+  27 

+  8 

+  4 

+157 

+  2 

—228 

701 

+154 

+  54 

—277 

—261 

—  46 

—180 

—245 

+169 

—314 

—101 

751 

+117 

—270 

+193 

—  41 

—252 

—285 

+162 

—  85 

—266 

+825 

/(«),  Primfactoren  der  Primzahlen  j>. 


p 

yr«) 

p 

/(«) 

P 

/(«) 

101 

!_«•-.«» 

401 

1— «»-.«* 

701 

l+a*+a*+«" 

151 

i«««_«i« 

601 

1—«  _a»*^a" 

751 

l+a*+a'+«* 

251 

i_«»-«i» 

178 


26 


m.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
5  viergliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  2  von  25) : 


ri^  =  a  -h  a'  -t-  a"  H-  «"  ,  ij^  =«  a'  4-  «**  +  «"  -4-  «" 

»7j  =  a*  -h  «•  ^  a"  4-  a"  ,  \  =  «"  -4-  «*'  -*-  «*  H-  «"  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»?J  =  4  +  >,^  4-  21,,  , 
%»?,  =  —  ^  +  2%  4-  »7^ 


%*?i  =  —  1  —  *?i  —  ♦?,  » 


=  a*  4-  «•  4-  «»*  4.  a**  , 


'?o''»  ~  —  1  4-  ^,  4-  2ii, 


Congruenzwurzehi  med.  p. 


p 

I0 

I1 

I1 

1» 

*J4 

P 

^0 

I1 

1» 

1» 

I4 

7 

4-  1 

—  2 

4-  3 

4-  3 

4-  2 

467 

—  67 

4-164 

4-117 

-M09 

4-144 

43 

—  3 

4-  10 

—  19 

4-  19 

—  7 

667 

4-  37 

4-212 

4-197 

—269 

—187 

107 

—18 

H-  62 

—  40 

4-  27 

—  21 

693 

+  66 

—220 

4-117 

—  86 

4-128 

167 

—  6 

—  54 

—  52 

4-  43 

+  69 

607 

4-  34 

4-212 

—240 

—137 

4-131 

193 

—16 

4-  58 

4-  29 

—  96 

4-  26 

643 

—  82 

—156 

+132 

4-323 

—117 

267 

—  6 

—  26 

4-114 

—105 

4-  22 

743 

4-  24 

—224 

—  44 

—346 

—IM 

293 

4-  6 

—  82 

4-  70 

—  95 

4-102 

767 

—  58 

—109 

4-128 

—168 

4-197 

307 

—  7 

—  20 

—100 

—121 

-  59. 

857 

4-  36 

—160 

4-369 

4-267 

4-356 

443 

4-75 

4-218 

4-  94 

—178 

—209 

907 

4-110 

4-290 

4-347 

—446 

—301 

p 

7 
43 
107 
157 
193 
267 


-34-  ly^-ty, 
4-24-  *?i— »7, 
4-1-2*,, 

4-44-  t,j4-i?, 


/(*?^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P  A^io) 

293  4-24-21,^4-  t?,4-  •,, 

307  4-3»j^4-  *?,—  »I, 

443  —14-  *?o+3»?,4-2»,, 

467  — 6-h3»?^ 

657  —64-  *?,— 2*?,—  ^4 

593  -.3-2»?^— 31,,—  v^ 


p 

/(«»•) 

607 

"*•  %""  *»j+2f,^ 

643 

4-1-41,^-2*,,-  f,^ 

743 

-44-21,^4-  *,, 

767 

—1+  %+2i,j—  ti^ 

867 

—34-  »?,—  1J4 

907 

-M-3i,, 

179 


X   =:   25 

IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig: 

11,       31,       41,       61,       71,     131,     181,     191,     211,     271,     281,     311,     331,     421,     431,     461, 
491»     521,     541,     571,     631,     641,     661,     691,     761,     811,     821,     881,     911,     941,     971,     991. 

Ihre  bei  \  ^  h  angegebenen,  aus  5ten  Einheitswurzeln  gebildeten,  Prim- 
ÜACtoren  sind  auch  in  Beziehung  auf  25  te  Einheitswurzehi  prim,  denn  von  den 
fbn%liedrigen  Perioden  der  letzteren  sind  die  primitiven  nuU: 

«  +  «"  +  «*  +  a'i  ^  ^11  --,  0      U.  8.  W. 

und  die  nichtprimitiyen  reduciren  sich  auf  5a' ,    5a^® ,    ba}^ ,    ha?^ ,  d.  h.  auf  die 
5ten  Einheitswurzeln. 


V.    p  zum  Exponenten  10  gehöiig: 

19,       29,       59,       79,       89,     109,     139,     179,     229,     239,     269,     359,     379,     389,     409,     419, 
439,     479,     509,     569,     619,     659,     709,     719,     739,     769,     809,     829,     839,     859,     919,     929. 

Ihre  bei  X  =  5  angegebenen,  aus  den  zweigliedrigen  Perioden  der  5ten 
Einheitswurzeln  gebildeten  Primfactoren  sind  auch  hinsichtlich  der  25ten  Eiu- 
heitswurzeln  prim,  weil  von  den  zehngliedrigen  Perioden  der  letzteren  die  primi- 
tiven nuU,  die  nicht  primitiven  aber  nichts  anderes  als  die  Fünffachen  von  den 
zweigliedrigen  Perioden  der  5ten  Einheitswurzeln  sind. 


VI.    p  zum  Exponenten  20  gehörig,  in  Beziehung  auf  25  te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,         3,       13,  17,       23,       37,  47,       53,       67,       73,       83,  97,  103,  113,  127,  137, 

163,     167,     173,  197,     223,     227,  233,     263,     277,     283,     313,  317,  337,  347,  353,  367, 

373,     383,     397,  433,     463,     467,  487,     503,     523,     547,     563,  577,  587,  613,  617,  647, 

653,     673,     677,  683,     727,     733,  773,     787,     797,     823,     827,  853,  863,  877,  883,  887, 

937,     947,     953,  967,     977,     983,  997. 


23« 


180 


27 


l,    p  ^  27m  +  1. 


18  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

a"  +  a»  4.  1  «  0 . 


Congraenzwurzeln  med.  p. 

p 

a 

tt* 

«* 

a> 

«' 

a< 

«10 

«»> 

alt 

109 

—  28 

+  21 

4-  6 

—  31 

+  3 

+  26 

—  20 

+  16 

—  12 

163 

-4-  22 

—  5 

4-  25 

+  61 

+  21 

—  27 

—  28 

+  36 

—  17 

271 

—  60 

4-  77 

—  33 

+  83 

—113 

+  6 

+114 

—  66 

—127 

379 

+  24 

—182 

+161 

—166 

—108 

+  61 

—111 

—  11 

+107 

433 

+  3 

4-  9 

+  81 

—190 

+  22 

+  66 

+161 

+  60 

+  17 

487 

—  12 

4-144 

—205 

+  26 

+191 

+143 

+138 

—195 

+166 

541 

+  76 

—175 

—212 

+118 

—  92 

+  41 

—142 

+  28 

—  31 

757 

-h228 

—249 

—  73 

+  10 

—219 

+  30 

+100 

+  90 

+300 

811 

-h213 

—  47 

—224 

+137 

+  49 

—106 

+116 

+878 

+  76 

919 

—404 

—366 

—218 

—152 

—427 

—264 

+129 

+267 

—308 

P 

ai* 

«16 

a>» 

«1» 

«»0 

a" 

«" 

«»» 

a*« 

109 

-h  9 

—  29 

+  49 

4-  48 

—  36 

+  7 

+  22 

+  26 

+  35 

163 

—  48 

4-  77 

+  64 

4-  6 

—  31 

—  8 

—  18 

+  66 

—  37 

271 

-t-  32 

4-  25 

+126 

—  64 

—  12 

—111 

—116 

+  88 

—181 

379 

—  85 

—  69 

—140 

+  87 

—186 

+121 

—128 

+177 

+  79 

433 

4-  61 

4-  26 

+  78 

—164 

—  59 

—  98 

+139 

—  48 

—144 

487 

—  44 

—  5 

+  60 

—126 

4-  51 

+  39 

+  19 

—186 

—203 

541 

—192 

4-  58 

+  80 

+  66 

+147 

+243 

+  74 

+  84 

—121 

757 

4-270 

4-143 

+  63 

—328 

+159 

—227 

—280 

+  76 

—  83 

811 

—  32 

—118 

+  7 

—329 

-331 

+148 

—105 

+  69 

+  99 

919 

+367 

—148 

+  67 

+276 

+  99 

—393 

—215 

—344 

+207 

/(ff),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(«) 

P 

/(«) 

P 

X«) 

109 

!-««>  -«10 

433 

l+a"-a" 

767 

1_«  ««» 

163 

l-a»  ^.ftio 

487 

1— a«  4-«» 

811 

l-H««-«" 

271 

1_«T  -a" 

641 

1-.«  '+«"+«" 

919 

l_«»_«i* 

379 

H.«"4.«"-i. 

181 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
9  zweigliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  2  von  27): 


%  ^  et    -4-« 

's 


-1 


if,  »  «**  +  a"*' 


»?j  =  a*  4-  «"* ,  %  =  «**  + 


I       i        -8 


-10 


-^  ^» 


»?,  =  «     -4-a 


-7 


Wm'zeln  der  Gleichung: 

ij*  —  Sij'  +  »7ij*  —  30ij'  -♦•  9i>  4- 1  =  0    oder    (»?*  —  8»|)'  —  3(*j*  —  3»?)  -h  1  =  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen:*) 


V4    = 


2  +  iJi, 

•W      I 

m    . 


*?Q*?J  —  ^   "t"  l,  > 


Congmenzwurzeln  mod.  p. 


53 

107 
269 
431 
693 
647 
701 
809 
868 
971 


»lo 

—  3 

—  8 
—27 
+28 
+56 
+49 
—36 
+31 
—76 
+46 


+     7 

—  46 

—  80 

—  80 
+169 
—189 
—179 
+160 
—418 
+172 


—  6 

—  10 

—  58 

—  67 
+  95 
+134 
—207 
—154 
+396 
+462 


1» 

—  19 

—  9 
+134 
+177 
+128 
—162 
+  86 
+263 
—252 
+392 


14 

—  12 

—  28 

—  69 
—136 
—222 
—286 
—317 
+  96 
—360 
+244 


1» 

—  17 

+  33 

—  83 

—  39 
+  63 
—299 
+244 
+316 
+148 
+303 


1« 
+  22 

+  17 
—107 
—206 
—184 
+113 
—  51 
—284 
+327 
—438 


V»  =  —  1  + »?, , 

"  _l_ 


1f 

-  6 

-  34 
-120 
-215 

-  53 
■173 
-205 
-246 
•  86 
-416 


18 

+  23 

—  23 
—128 
+106 
—158 
+165 

—  37 
—161 
+319 
+216 


p 

Ä^o) 

53 

+1  +  »,,+1?, 

107 

—1  +  %—v^ 

269 

+1  +2»|, 

431 

+%+  ^2"% 

/(^o)'  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P  A^o) 

593       — 2+*j,— 2»?j 
647       +1— ij^—  *?,+i>, 
701       +2-1?^+  >,, 


p 

Ano) 

809 

—%+  ^s+*?s 

863 

+2  +21,^+»,, 

971 

—  1    +    *Ji— *?8+'»4 

—»7, 


^    Hier  kommen  anch  die  nicht  primittren  zweigliedrigen  Perioden  Tor,  d.  h.  die  zweiglie- 
drigen Perioden  der  9ten  Einheitswnrzeln  nnd  find  dnrch  f)',  f)",  i{"  bezeichnet,  so  daas  aUo: 


f)'  SS  a'  +  a 


S4 


a<+a 


91 


tu 


IS 


+  « 


1» 


182 


X  — 27 

m.    p  zum  Exponenten  3  gehörig: 

19,       37,       73,     127,     181,     199,     807,     397,     523,     577,     613,     631,     739,     829,     8SS,     937, 
991. 

Ihre  bei  X  =  9  angegebenen,  aus  9ten  Einheitswurzehi  gebildeten  Frim- 
factoren  sind  auch  in  Beziehung  auf  die  27ten  Einheitswurzehi  prim,  denn  die 
dreigliedrigen  primitiven  Perioden  der  letzteren  sind  null  («  -h  «*•  -+-  «*•  ==  o  u.  8.  w.) 
und  die  nichtprimitiven  reduciren  sich  auf  die  9ten  Einheitswurzeln 

(a*  4-  «"  4-  rt"  =  3a'  u.  S.  W.). 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig: 

17,       71,       89,     179,     197,     233,     251,     359,     449,     467,     503,     521,     557,     683,     719,     773, 
827,     881,     953. 

Ihre  bei  X  =  9  angegebenen,  aus  den  zweigliedrigen  Perioden  der  9ten 
Einheitswurzeln  gebildeten  Primfactoren  sind  auch  in  Beziehung  auf  27te  Ein- 
heitswurzeln prim,  weil  von  den  sechsgliedrigen  Perioden  der  letzteren  die  pri- 
mitiven null  sind  (« -f  «'  -f-  «**  +  «*'  -f  a^'  -f-  «"*  =  o  u.  s.  w.),  die  nichtprimitiven 
aber  auf  die  zweigliedrigen  Perioden  der  9ten  Einheitswurzeln  zurückkommen    ' 


V.    p  zum  Exponenten  9  gehörig: 

7,  13,  31,  43,  61,  67,  79,  97,  103,  139,  151,  157,  193,  211,  223,  239, 

241,  277,  283,  313,  331,  337,  349,  367,  373,  409,  421,  439,  457,  463,  499,  547, 

571,  601,  607,  619,  643,  661,  673,  691,  709,  727,  733,  751,  769,  787,  823,  863, 

859,  877,  907,  967,  997. 

Ihre  bei  X  =  3  angegebenen,  aus  den  3ten  Einheitswurzeln  gebildeten 
Primfactoren  sind  auch  hinsichtlich  der  27ten  Einheitswurzeln  prim,  weil  von  den 
neungliedrigen  Perioden  der  letzteren  die  primitiven  null,  die  nichtprimitiven  aber 
nichts  andres  als  die  Neunfachen  der  3ten  Einheitswurzeln  sind. 


VI.    p  zum  Exponenten  18  gehörig, 

in  Beziehung  auf  27 te  Einheitswurzeln  selbst  complexe  Primzahlen;  übrigens  sind 
es  dieselben  Primzahlen  jp,  welche  bei  X  =  9  in  IV.  zusammengestellt  sind. 


183 


49 


I.     />  =«  49wi  -♦-  1. 


4:2  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


p 

197 
491 
«83 


a 
—  97 
—109 
H-126 


—  47 
+  97 

—  18 


«*'  -h  a"  -♦-  a"  -♦-«"  +  «"  -4-  a'  4-  1  =  0  , 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


+  28 

+229 
+381 


+  42 
+  80 
+324 


+  63 
+118 
+206 


—  4 

—  96 
+349 


—  9 
+  17 
—101 


+  85 

+111 
—364 


«10 

+  29 
+176 
+  52 


1 1 


—  55 

—  35 
+371 


P 

197 
491 
883 


+  16 
—113 
—  53 


+  24 
+  42 
+386 


1» 


+  54 
+146 
+116 


«16 

+  81 
—202 
—395 


«IT 

+  23 

—  77 
—322 


«18 

—  64 
+  46 
+  46 


«19 

—  96 
—104 
—385 


«Jo 

+  53 
+  43 
+  55 


«8» 

+  70 
+243 
—107 


«2« 

—  92 
+  27 
—237 


P 

197 
491 
883 


««4 

+  59 
+  8 

+160 


«>» 

—  10 
+164 
—149 


«9  6 

—  15 
—200 
—231 


rJT 


+  76 
+196 
+  33 


—  26 
—137 
+289 


«10 

—  39 
+203 
+211 


a«i 

+  40 
—  32 
+  96 


«aa 

+  60 
+  51 
—266 


«ai 

+  90 
—158 
+  38 


«a4 

—  62 
+  37 
+373 


P 

197 
491 
883 


»sc 


—  41 
+152 
+350 


iti 


+  37 
+126 
—  50 


«18 

—  43 
+  14 
—119 


J9 


+  34 
—  53 
+  17 


r40 


+  51 
—115 
+376 


«4  1 

—  22 
—231 
—306 


«4  8 

+  49 
+179 
+210 


.44 


—  25 
+129 

—  30 


45 


+  61 
+178 
—248 


,46 


—  7 
+238 
—343 


P 
197 

491 
883 


+  88 
+  81 
+  49 


«4  8 

—  65 
+  9 

—  7 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  43ter  Potenz  wirklich. 


Normen  complexer  Zahlen  in  a. 

N(l  —  «"  +  a")  =  197  .  491 ,  iV(l  —  «"  —  a")  =  883  .  197 , 

iV^(l  +  a'   +«")  =  197.28818. 


184 


X  «  49 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
21  zweigliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  3  von  49): 


% 

SS 

a     +  «** , 

>), 

.= 

a     -f-a     , 

*»« 

== 

«•     +«*•. 

''i 

« 

a     -f-a     , 

*?4 

a= 

„ai  _.    „IT 

•>» 

= 

a     4-  a     , 

*?e 

« 

«*•+«•    . 

^f 

sss 

% 

== 

a     -Ha, 

•I» 

« 

*»10 

- 

a     -f-a     , 

*»ii 

s 

a     -f-a     , 

\, 

= 

a     -f-a     , 

"x. 

^ 

*»14 

= 

a     -f-a     , 

^1» 

= 

a     -f-a     , 

"16 

= 

•'»T 

= 

a     -f-a     , 

^8 

— 

a     -f-a     , 

*»19 

= 

a     -l-a     , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

(»,^  —  7i?*  H-  14ij'  —  7»j)'  —  (ly*  —  7i,*  +  14tj'  —  7ij)"  —  2(ij'  —  7tj'  -f-  14i>'  —  7ij)  —  1  —  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen:*) 


2     +*?,    , 

»J4    +%    • 


Vi 

■"  f» 

+  ^0» 

•»O*»! 

«    *»lt  +  *»l|  » 

V» 

-    •»     +  ^f  » 

1,1» 

=  "0 

+  *?!     , 

«Jo*»« 

=    V      +%     , 

Vf 

"    *?4     -f-  »?i4  • 

%% 

+  "io» 

VlO 

=    *?!+%» 

Vll 

"    *»M  ■*"  •»!♦  » 

%\t 

=    *». 

+  •»19» 

Vl4 

=    *?,     +•»!§» 

Vii 

«•V   + »?,  t 

Vit 

=    *»t 

+  •»!•» 

%^l 

%*»19 

"  •»ll  +  *»lt » 

JP 

97 
293 

587 
881 


—  3 

—  6 
—41 
—12 


—  18 
-f-  96 
—119 
-f-  70 


Congruenzwurzehi  med.  p. 

I9             *lt           ^4         1|             Ift           *)?           *)•           ^9  *Iio 

-f-  42     -f-  48     —  35     H-     7     -f-  31     -f-  16  —  26  —  38  4-47 

4-  65     —111     +133     -f-  34    —  60     -f-121  -f-  13  -f-107  —  1$ 

—  112     +  99     +278     —  82     +71     +215  —180  —202  +S65 

+  81     —  45     —247     +142     —388     +392  +261  +218  —101 


P 
97 

293 

587 
881 


•lii 
—  11 
+  82 
—244 
—109 


In 

—  37 

—  11 
—150 
+368 


P 
97 

293 


In 
—     5 
—126 
+113 
+282 


1l4 

—  13 
+  20 
-288 

—  52 


—  24 
+  29 
—217 
—373 


I1C 
+  22 
—  17 

+247 
+426 


+  9 
+119 
+192 
—252 


+  23 
+  52 
—147 
+232 


/(i}^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


^19 

—  27 
+105 
+175 
+  59 


—  8 

—  40 
+127 

—  71 


1  -  *?i  4-  *»i. 


p  Ano) 

687     —1  +  1,^  +  1,^^ 


p  Ano) 

881       +  tJo  —  *»i9  "  •»»0 


*)    Die  hier  rorkommenden  sweigliedrigen  Perioden  der  7ten  Kinheitawnrzeln  sind  mit  ij',  11", 


y)'"  bezeichnet,  so  dass  also  ij'  ^  a^  +  a* '  , 


14 


+  « 


ts 


i,'"=sa»»+a 


19 


185 


49 


ni.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
14  dreigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  49): 


.16 


39 


I,,  =  «"  +  «"  +  a"  , 


"lO 


<=  «*    +  «**  +  a*   , 


In 


_»   j_  /,»»  _i_  „1» 


Wurzeln  der  Gleichung: 

,,!«— 28iy"+7i?"+14»j'-+-189ij'— 90tj'— 98ij'— 196ij'-M27ij*— 217tj'-.14(hj'+119ij+79  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen:*) 


<- 

H  +  *»i, 

> 

^0*»l    = 

'-    V  +r 

'lO  +  '»11 

>          %'^ 

>  -  *». 

■+-  \  +  ^^n  » 

%^l  = 

V   +*?, 

-+-%   1 

Vi  = 

'■    ^-^v 

5    +*?iai 

'          %'^t 

+  ^6  +  ^T     ' 

%%  = 

»?,-+-% 

+  »?„, 

Vf  = 

3     +1? 

*    ■+-*»ii» 

*?o*'i 

1  =  1. 

+  *»,  +  »),     , 

%%  = 

+  *?,   » 

*'o''io  ~ 

^1+^1 

»   ■*"*'io» 

Vii 

n 

-+-'?0-+-*?5     » 

^0^19    = 

v.-^v. 

+  *?„, 

Vit  *= 

V  +»J, 

>   +*»n- 

Congruenzworzeln  med. 

;>• 

» 

P           1o 

'll 

1> 

ii 

14 

»Is 

16 

»IT 

»»8                      19 

67       +1 

—  24 

—     7 

+  30 

+  29 

+  33 

—  32 

—  13 

—  11       +24 

79             0 

+     3 

+  10 

—  23 

—  21 

+  13 

+  36 

+  31 

+  11       —  29 

263       +  8 

+104 

+  27 

+  85 

+103 

+117 

—  42 

+  50 

—  70       —  34 

373       —26 

+  77 

—  79 

—120 

+  76 

+158 

+179 

+  35 

+102       —  37 

657       +  8 

-1-184 

—120 

—230 

—  33 

+239 

—219 

+  37 

+195       —  45 

669       —15 

+129 

+  98 

+  41 

+219 

+188 

+240 

—  36 

+  92       —  27 

863       —  1 

—342 

+213 

—178 

+294 

—274 

—  16 

+173 

+239       +247 

P 

lio 

In 

In 

'In 

67 

—     7 

+  22 

+  27 

—     5 

79 

.  +  26 

+  18 

+  17 

—  13 

263 

+  10 

+  31 

—  36 

—  90 

373 

—112 

+130 

—140 

+130 

557 

+179 

—231 

—  10 

+  46 

569 

+207 

—251 

—272 

—  44 

863 

—384 

+393 

—345 

—  19 

*)    Die  hier  TOTkommendeii  dreigliedrigen  Perioden  der  7ten  Einheitswnrzeln  dnd  mit  ij'  und 
»j"  beteiehnet,  go  dw  ako  ij'  =  a^  +  «i«  +  >• ,        ij"  =  a>i  +  a«»  +  a«'  . 

24 


186 


67 
79 


X  —  49 

J(%)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 

p  A^o) 


263     1-,,  -.»,^4-,,^-,,^^ 
373  VI  —V^—fl, 


'19 


p  A^o) 

657     !-+-»?,—*?«—*?„ 
669     1+V— i,j-htj^ 


P      /M 
863     l+fj^ 


IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
7  sechsgliediige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  49): 


tj^^rt       -T-ft        -t"**       "T"<*        "T*  Ä        "T*  ^       9 

Wurzeln  der  Gleichung: 


• 

ijj  ==  «**  4-  «'•  +  a"  4-  a'   4- «"  4-  ä"  , 


tj'  —  21ij'  —  21»j*  4-  91iy'  4-  112ij"  —  84ij  —  97  =  0 , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


6  4-  2*7^  4-  2»,^  4-  t,,  , 

—  1+    *?i  +   »?,  4-  *?,  4-  2ijg 
-l  +  S^Je  +  Stj^  +  t?,, 

—  1  4-   >?i  -h  2»jj  4-  »?4  +   t?5 


—  l4-2tjj4-    »?,  +  2fj,, 
--14-    yj^-h    *»,  4-  2ty^  4-  »?^  , 


P 
19 
31 
227 
313 
609 
521 
607 
619 


4-  1 
4-  2 
—47 
—25 
4-10 
—82 
—  8 
4-16 


CongruenzworzelQ  med.  p. 

*Il  •Jj  *ll  *l4 

—  6       4-8       4-3       —     8 

—  9      —  12      —     7      —  14 

—101       —  71 

4-  45 

4-  81 

4-  84      --125 


4-49      -f-  86 
—100 

4-  18 


—  62      —  83 
4-249      —219 


—248      4-214 

4-236      4-292      —137       —299 

4-112      —  64      —209      —273 


»I» 
4-    9 

—  9 

—  68 

—  47 

—  88 
—162 
4-  66 
4-145 


1« 

—  8 

—  13 

—  84 

—  41 

—  61 
—202 
—149 
4-263 


*}    Das  in  zweien  der  Primfactoren  A^o)  vorkommende  v{  hat  dieselbe  Bedentnng  wie  oben, 
,,'  =  a^  4-  «**-+- «"  und  i«t  (vgL  X  =  7)  ij'  =  4- 164  mod.  373 ,      V  =  —  179  mod.  669. 


187 


^ 


Ä\) 

,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

/» 

A^o) 

p            Ano) 

P 

/('io) 

19 

+1-^0 

313       -i-,,^+2t,^ 

607 

— l^'Jo+^^s'^^^i 

31 

+2-1?^ 

609       4-H-%+2»j, 

619 

—*?,—*?,— *?e 

227 

+1— »?,— »75 

521       -24-ij^4-  1,, 

V.    p  zum  Exponenten  7  gehörig: 

29,      43,       71,     113,     127,     211,     239,     281,     337,     379,    421,     449,    463,     547,     617,     631, 
659,     673,     701,     743,     757,     827,     911,     953,     967. 

Ihre  bei  X  =  7  angegebenen,  aus  den  7ten  Einheitswurzehi  gebildeten 
Primfactoren  sind  auch  in  Bezug  auf  49  te  Einheitswurzehi  prim,  indem  die  primi- 
tiven  siebengliedrigen  Perioden  der  letzteren  null  sind, 

die  nichtprimitiven  aber  auf  die  Tten  Einheitswurzeln  (la'  u.  s.  w.)  sich  reduciren. 


VI.    p  zum  Exponenten  14  gehörig: 

13,      41,       83,     139,     167,     181,     223,     251,     307,     349,     419,     433,     461,     503,     601,     643, 
787,     769,     797,     821,     839,     853,     937. 

Ihre  bei  X  =  7  angegebenen,  aus  den  zweigliedrigen  Perioden  der  Tten 
Einheitswurzeln  gebildeten  Primfactoren  sind  auch  hier  prim,  weil  die  primitiven 
vierzehngliedrigen  Perioden  der  49ten  Einheitswuzeln  null,  die  nichtprimitiven 
aber  nichts  anderes  sind,  als  die  TÜEtchen  zweigliedrigen  Perioden  der  7ten  Ein- 
heitswurzeln. 


24* 


188 
Vn.    p  zum  Exponenten  21  gehörig: 

2,  11,  23,  37,  53,  107,  109,  137,  149,  151,  163,  179,  191,  193,  *  238,  277, 
317,  331,  347,  359,  389,  401,  431,  443,  457,  487,  499,  541,  571,  599,  613,  641, 
653,     683,     709,     739,     751,     821,     823,     877,     919,     947,     991. 

Ihre  bei  X  =  7  angegebenen,  aus  den  dreigliedrigen  Perioden  der  7ten 
Einheitswurzeln  gebildeten  Primfactoren  sind  auch  in  Beziehung  auf  49  te  Ein- 
heitswurzeln prim,  weil  deren  primitive  21  gliedrige  Perioden  null,  die  nichtprimi- 
tiven  aber  nichts  anderes  sind  als  die  7  fachen  dreigliedrigen  Perioden  der  Tten 
Einheitswurzeln. 


VUl.    p  zum  Exponenten  42  gehörig,  in  Beziehung  auf  49te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

3,  5,  17,  47,  59,  61,  73,  89,  101,  103,  131,  157,  173,  197,  229,  241, 

257,  269,  271,  283,  311,  357,  367,  383,  397,  409,  439,  467,  479,  523,  563,  577, 

593,  647,  661,  677,  691,  719,  733,  761,  773,  787,  829,  857,  859,  887,  929,  941, 

971,  983,  997. 


189 


81 


1.    p  BS  81m  +  1. 


34  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


«»*. 

+  «"  +  1 

=  0. 

Congruenzwurzeln  med. 

P' 

p 

a 

a> 

a* 

a» 

a^ 

a» 

«10 

«11 

«13 

«1« 

163 

+  10 

—  63 

+  57 

+  81 

—  50 

—  11 

+  41 

—  79 

—  76 

+  55 

487 

+189 

+170 

+167 

—  92 

—  56 

+130 

+185 

—  99 

+215 

+214 

811 

+184 

—206 

+264 

—  84 

+273 

—  50 

—243 

—107 

+145 

—  83 

P 

«»• 

«>» 

ai> 

a>o 

a>> 

a" 

a>» 

«»« 

««8 

a" 

163 

—  42 

+  69 

+  54 

+  51 

+  47 

—  19 

+  56 

+  71 

—  72 

—  68 

487 

—145 

—133 

—208 

+135 

+  61 

—159 

+242 

—  40 

+  18 

—  7 

811 

+  67 

+163 

—327 

—154 

+  95 

—362 

—  40 

—  61 

+401 

—  17 

P 

«" 

a»> 

a»* 

a«» 

a»' 

a«8 

a*o 

a*» 

«4  8 

«4  4 

163 

+  46 

—  29 

+  34 

+  14 

—  67 

—  18 

—  7 

—  70 

+  9 

—  73 

487 

—216 

+  84 

+157 

—  34 

+  64 

—  79 

+206 

—  26 

—  37 

—175 

811 

+258 

—377 

—194 

—  12 

+  39 

—123 

+197 

—247 

—211 

+104 

P 

a*« 

a*T 

a*» 

a»o 

a»» 

a»« 

a»» 

a»6 

«48 

«59 

163 

+  36 

+  24 

•-i-  45 

+  39 

—  12 

+  43 

+  62 

—  32 

+  60 

—  52 

487 

—  43 

+152 

+  29 

+124 

+139 

—  27 

—207 

—  163 

+  49 

+  8 

811 

—338 

+255 

+185 

—  22 

—334 

+180 

+226 

+223 

+289 

—350 

P 

a«i 

«•> 

«•* 

««» 

a6T 

«68 

aTo 

«Tl 

«TS 

a^^ 

163 

+  16 

—  3 

+  26 

—  66 

—  80 

+  15 

+  33 

+  4 

+  74 

—  75 

487 

—101 

—  96 

+238 

+178 

+  66 

—188 

+182 

—179 

—236 

+200 

811 

—  79 

+  62 

+204 

P 

163 
487 
811 

+230 

—  2 

—  90 
—280 

—342 

—  20 
+  35 
+384 

+330 

«T» 

—  44 
+106 
+374 

+144 

a8  0 

+  49 
+  67 
—119 

—267 

—146 

—101 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal  (in  2593  ter  Potenz  wirklich). 


.16' 


N{i  +  «"  +  a") 


Normen  complexer  Zahlen  in  a. 

3  .  163?  487  ,  N(l  —  «"  —  «") 


N(l  +  a"  +  «")  =  3  .  487  .  121501 , 
iV(l  +  «  —  «*•)  =  811  •  163'  . 


N(l  -  «*»  +  «") 


163.1133677, 
811.163.1459, 


190 


X  =  81 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
27  zweigliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  2 


von  81): 


"o 

= 

a 

-+-«"' 

> 

^1 

=  «'   H-«"*, 

»»,==«*+  «"*  » 

*?, 

=  «•     +«"•, 

"4 

= 

«" 

+  a-^ 

L6 

} 

^» 

%  =  «"  H-  «-"  , 

^^T 

=  «"  H-  «-'* 

". 

^ 

«" 

+  a-^ 

IS 

} 

% 

s=  a     "T"  tt       9 

''u 

=  «"  H-  «r** 

1» 

= 

«" 

+  a"^ 

1» 

f 

^11 

=s  a     -^  fit       , 

^14  "=  «       -t-  «           , 

^5 

=s «"  -♦-  «-*' 

•»u 

^ 

a' 

+  «"' 

» 

^T 

„14  _,     ^-14 

»J,8  =  «"  +  «""  » 

*»1» 

".0 

^ 

a" 

+  «"' 

11 

1 

^11 

=  «"  +  «-"  , 

t,„  •=  «"  +  «-"  , 

'»11 

=  «*  +«-*, 

»».4 

s= 

a*^ 

+  a'^ 

10 

> 

^» 

=  «"  +  «-"  . 

Wurzeln  der  Gleichung: 

(*?'  -  3»?)'  -  9  (>?'  -  3»7)'  +  27(,,'  -  3tj)»  -  30(1,* 

[(^»  -  31,)'  -    3(i,'  -  3v)Y  -  3[(t,« 

mit  den  fundamentalen  Relationen:*) 


3*»)'  +  9(iy»  -  3tj)   +1  =  0 
3tj)' -  3(i,' -  31,)]  +  1  =  0; 


oder 


^J  =  2  +  »,J, 

*?o''i  —  *?o  ■♦"  ^'o » 

%*?j  —  %  "^  ''ii » 

^Jo^'i  *™  •>   ^"  ^'l«  » 

''o^^i  =  *»i  +  *?6  ' 

V»  '^  *'4  "*■  ^90  » 

Vt  =  ''i  +  *?i,  f 

^^'s  *=*  *?!  +  *JlT  ' 

Vs  ==  ~"  1  "4"  *7i9  > 

Vio  *==  ''e  ■*•  ''is » 

%\l  =  »»i  +  »»14  » 

^^'la  —  ^^    "t-  »?y  > 

Mit  =  *»1  +  *»J4  ' 

Vl4  "=  ^^T  +  ^11  > 

Vis  =  '»"'  +  *>i,  » 

\^is  =  *Ji  +  *»i » 

Vit  ~  *?j  +  *?8  » 

Vi«  ^  ■"  ^  +  ^^lO  » 

Vl9  '^  ^'j  ^"  %     » 

Vjo  ■=  ^J«  ■♦"  ^»  » 

V«  =  ^J»  +  *»15  » 

^Jo^'l«  *^  *?!  "^  ^Jj  » 

%*?84  =*»+*?«» 

Vis  ~  •^T  +  '^ai» 

Vi«  "^  ''s  +  ''i«  • 

^    Hier  find  die  zweigliedrigen  Perioden  der  9ten  Einlieitswurzeln  mit  vf,  i)",  f{**  und  die« 
jenigen  der  27ten  mit  vig,  n],  >  ii|  n.  s.  w.  bezeichnet,  so  dass  also: 


t 

s= 

a   4-  a      , 

„18  _.     ^-11 

1." 

=  «»• + «-" , 

femer: 

% 

SS 

< 

«  <<•  +  «-•, 

=  «" + «-" . 

1 
"4 

:= 

1 

^5 

„14  _.    ^-IS 

=  a     +«       , 

-  a»»  +  «-»• . 

»         _.      ^11        L.  ^-»1 

1 

»»8 

= 
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rV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig: 

53,    107,    269,    431,    593,    701,    863.        Ihre  Primfactoren   smd  dieselben  wie  bei 
X  =  27,  n.  aus  ähnlichem  Grunde. 


V.    p  zum  Exponenten  9  gehörig: 

19,       37,       73,     127,     181,     199,     307,     397,     523,     577,     613,     631,     739,     829,     883,     987, 

991.  —     Primfactoren  dieselben  wie  bei  X  —  9,  I. 


VI.    p  zum  Exponenten  18  gehörig: 

17,       71,       89,     179,     197,     233,     251,     359,     449,     467,     503,     521,     557,     683,     719,     773, 

827,    881,    953.  —     Primfactoren  dieselben  wie  bei  X  =  9,  11. 


Vn.    p  zum  Exponenten  27  gehörig: 

Dieselben  53  Primzahlen  wie  bei  X  =  27,  V.  mit  denselben  Primfactoren 
wie  bei  X  =  3,  I. 


Vlil.  p  zum  Exponenten  54  gehörig,  in  Beziehung  auf  Site  Einheitsworzeln 
selbst  complexe  Primzahlen.  Es  sind  dieselben  Primzahlen  p  wie  bei  X  »  S7,  VI. 
und  bei  X  =  9,  IV. 


Dritte  Abtheilung. 


Einheitswurzeln,   deren   Crrad  n   eine   aus  verschiedenen  Primzahlen    zusammen- 
gesetzte ungerade  Zahl  ist. 


Bezeichnungen: 

»  ist  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  w"  =  i , 

or^,  wo  r  eine  Zahl  kleiner  als  n  und  prim  zu  n  ist,  eine  Periode  der  primitiven 
Wurzeln  w,  wobei  der  Index  r  dem  Exponenten  der  niedrigsten  Potenz 
von  w  gleich  ist,  welche  in  der  Periode  vorkommt; 

oTj^,  wo  k  irgend  eine  Zahl  kleiner  als  n  ist,  eine  beliebige  primitive  oder  nicht- 
primitive Periode. 


Die  den  nichtprimitiven  Wurzeln  und  Perioden  entsprechenden  Congruenz- 
-wurzeln  werden  aus  den  früheren  Tafeln,  in  welcher  sie  zuerst  aufgestellt  worden 
sind,  nicht  wiederholt,  aber  es  wird  bei  jedem  n  auf  dieselben  verwiesen.  Die 
den  Wurzeln  w  entsprechenden  Congruenzwurzeln  sind  auch  hier  stets  aus  dem 
Canon  arithmeticus  genommen. 


In  den  Ausdrücken  der  Primfactoren  und  anderer  complexer  Zahlen  wer- 
den die  nichtprimitiven  w  und  or,  obwohl  sie  meistens  durch  die  primitiven  aus- 
gedrückt werden  können,  zur  Abkürzung  gebraucht. 
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m. 


n 


15 


I.    p  =  Ihm  -h  1. 


8  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w'  —  Ol'  4-  w*  —  Ol*  -f-  w*  —  Ol  -f- 1  =  0  ; 

die  nicht  primitiven  lassen  sich  durch   die  primitiven  ausdrücken,  mittelst  der 
Gleichungen:  w"  -f  w*  +  i  =  o ,  w"  +  w*  +  w*  -f-  w'  +  1  =  o  (oder  mittelst  der 

obigen  Gleichung). 


f 

31 

61 

151 
181 
211 
341 
371 
331 
431 
541 
671 
601 
631 
661 
691 
761 
881 
991 


u 

+  10 
—  4 
H-  38 
-f-  82 
+100 
-f-100 
+  87 
+  83 
H-  35 
—234 
+265 
+  18 
+  64 
—259 
+331 
—232 
+196 
+106 


Congruenzwurzeln  mod.  jp.  *) 


u' 


+  7 
+  16 

—  66 
+  27 
+  83 
+119 

—  19 

—  62 

—  38 
+115 

—  69 
—277 
+310 
+320 
—308 
—248 
+299 
+336 


—  13 
+  12 

—  23 
+  5 

—  74 

—  68 
+  90 
—128 
+181 
+241 
+193 
—199 
+188 

—  65 
+197 

—  78 
+191 
+242 


—  11 
+  25 
+  2 
+  29 
21 
24 
9 
2 


w 


(U 


1 1 


+ 
+ 
+ 


+  82 
+198 

—  98 

—  37 
+  79 
+144 
+169 
+168 

—  58 
+469 


+ 

+ 


14 
22 

—  75 
+  25 

—  10 

—  10 

—  30 
+165 

—  77 
+194 
+134 

—  65 
+  8 
—280 
+113 
+  76 

—  14 
+  95 


—  13 

—  5 

—  46 

—  36 

—  77 
+  64 

—  3 

—  76 
+107 
+110 

—  71 
+151 
—292 
+  12 
+228 
—337 
+276 
+  86 


+     9 

—  19 
+  16 

—  67 

—  61 

—  81 
+  57 
+  16 
+144 
+207 
—240 
+243 
—287 
—126 
+268 
+216 
—198 
+  71 


w 


14 


—  3 
+  15 
+     4 

—  64 
+  19 
+  94 
+  81 
+     4 

—  12 
+262 
—103 
+167 

—  69 
+245 
—286 
—314 
+120 
—402 


*)    Die  den  nichtprimitiTen  Wuneln  (•>*,   wV^;   w',  w^,  w',  w*'  entsprechenden  Congnienx- 
inmeln  stehen  in  den  Tafeln  für  X  ss  3  and  >.  ^  6  (resp.)* 
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p 

31 
61 
151 
181 
211 
241 


l-f  öü    -hw^ 

l-f  w    —  w' 

2  —  0?^ 

2  +  w'  —  w^ 

2  4-  w*  4-  w' 

2  +  w*  +  w'  4-  w' 


n=  15 
/(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

1  —  w*  4-  to* 


271 
331 
421 
541 
571 
601 


2  4- w 

2  4-  w*  —  w*  —  2öy* 

2  4-w*4-w*4-    w^  — to* 

2  —  w*  4-  w" 

2  4-  üü*  4-  w** 


631  2  — w^4-    to' 

661  2  — w'—    w"  — w 

691  2  —  w'  4-  2to' 

751  2  4-w*4-    w* 

811  2  4-w   4-    '" 

911  2  +  w 


14 

I 

14 


W^ 


—    w'    4-  «w     — 


du 


IL    |)  zum  Exponenten  2  gehörig; 
4  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

n,  1.     p  ==  15m— 1;        m^  =  a7'"4-rt"'',     also: 
oTj  =  w  4-  w"*  ,        oTj  =  w*  4-  w~' ,        OT^  ss=  to*  4-  flu"*  ,        tTy  =  cü'  4*  w"'  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  ot'  —  4tü'  4-  407  4-  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter   einander  und  zu  den  nicht  primitiven, 
d.  h.  zu  den   zweigliedrigen  Perioden  der  5ten  Einheitswurzeln  w^^  w^  (während 

OT     =07       5=   —  1^ : 
S  10  /• 


trj  =  2  4-  07,  , 

«^1 

07      ==    03 

f   4-  tr   • 
1  ^^     1 » 

14 

:^    — 

-  14- tr 

1' 

^l^T    = 

=  tr^-f 

07.07      =    07 

,  +  w,. 

«^1 

07      s^    — 

-14- «7, 

(allgemein:  t 

J7j07      =5 

«^*-l  +  ^iH-l)' 

Congruenzwurzeln 

mod 

[.  p. 

P 

«^1 

^2 

«^4 

07, 

P 

^l 

W, 

«^4 

07, 

29 

—     8 

4-    4 

4-  14 

—     9 

449 

—  25 

4-174 

4-191 

4-110 

59 

—  13 

—  10 

—  20 

—  15 

479 

+  53 

—  67 

4-176 

—161 

89 

—  22 

4-  37 

4-  32 

4-  43 

509 

—  45 

—  13 

4-167 

—108 

149 

—  21 

—     8 

+  62 

—  32 

569 

—  72 

4-  61 

—264 

4-276 

179 

—  23 

—  10 

—  81 

—  64 

599 

—179 

4-292 

4-204 

4-283 

239 

—     9 

4-  79 

4-  25 

—  94 

659 

4-  49 

—237 

4-152 

4-  37 

269 

—     6 

4-  34 

4-  78 

—105 

719 

—101 

4-133 

—288 

4-257 

359 

—  79 

4-136 

—174 

4-118 

809 

4-144 

—300 

4-199 

—  42 

389 

—  61 

—124 

—186 

—  27 

839 

4-  73 

+293 

4-269 

4-205 

419 

—185 

—135 

4-206 

4-115 

929 

—381 

4-235 

4-412 

—265 

*)    Für  07,  ist  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congmenzenpaars : 
«1  4-  v^  E=  —  tv^  ,  ^1^4  ^  —  1 4-  V,   (mod./))  gewählt;    die   den  nichtprindtiTen  Perioden 

07,  und  07^  entsprechenden  Congmenzwurseln  stehen  in  der  Tafel  für  X  =»  6»  II  (alt  n^  und  q,). 
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31  l  +  w  +C(ü^ 

61  1  +  w  —  oy' 

151  2  —  öü^ 

181  2  +  öü'  — w' 

211  2  +  cü*  4-  w' 

241  2  +  Cü'  +  üy'  +  w* 


n«  15 
/(bo),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

1  — w'-j-w» 


p 

271 
331 
421 
541 
571 
601 


2  +  aü' 

2  +  w*  —  cü«  —  2oü' 

2  +  ttJ*  +  w*+    («'  —  «• 

2  —  w'  +  w" 

2  +  w*  +  w" 


P 

631 
661 
691 
751 
811 
911 


-f-    w'    —  UJ 


14 


14 


2  —  w'  -f-    w  ^ 

2  —  cü'  —    w**  —  w 
2  —  w'  +  2c(ü' 
2  +  cw*+    («• 

2  -h  w   +    w' 

2  +  (ü   —    w'    +  w*    — 


II 


OD 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig; 
4  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

n,  1.    j?  =  15m— 1;       w^  =  «/  +  «"'",     also: 

m     ==   (o  +  w"*  9  «7     5=   öü*  -4-  Oü~*  y  «y^   a=5   w*  -f-  «-*  ,  OTy   =  w'  -4-  w"^  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  w'  —  4w'  +  4w  +  1  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter   einander  und  zu  den  nicht  primitiven, 
d.  h.  zu  den  zweigliedrigen  Perioden  der  5ten  Einheitswurzeln  v,,  w^  (während 

s  =  «^10  =  -1)2 


w 

» 
w\    =    2  -f-  tTj  ,  (TjOTj    =    Wj  -4-  «Tj  ,  «TjOT^    =    —  1+  «T^  , 

(TjtTj  s=  w,  -4-  w^ ,        ^1^«  ™*  —  1  -4-  «^y    (allgemein :  w^w    sa=  wjt_i 


tr, 


07 


*+l 


)• 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

^i 

«r. 

«^4 

«Ty 

P 

«'i 

«T, 

«^4 

«Ty 

29 

—  8 

+  4 

+  14 

—  9 

449 

—  25 

+174 

+191 

+110 

59 

—  13 

—  10 

—  20 

—  15 

479 

+  53 

—  67 

+176 

—161 

89 

—  22 

-4-  37 

4-  32 

-4-  43 

509 

—  45 

—  13 

+167 

—108 

149 

—  21 

—  8 

+  62 

—  32 

569 

—  72 

+  61 

—264 

+276 

179 

—  23 

—  10 

—  81 

—  64 

599 

—179 

+292 

+204 

+283 

239 

—  9 

-4-  79 

+  25 

—  94 

659 

+  49 

—237 

+152 

+  37 

269 

—  6 

+  34 

+  78 

—105 

719 

—101 

+133 

—288 

+257 

359 

—  79 

+136 

—174 

+118 

809 

+144 

—300 

+199 

—  43 

389 

—  51 

—124 

—186 

—  27 

839 

+  73 

+293 

+269 

+205 

419 

—185 

—135 

-4-206 

+115 

929 

—381 

+235 

+412 

—265 

^}    Ffir  07,  Ut  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Gongmenzenpaars : 
«,  +  v^  ^  —  Vf  ,  «,tiTf  =  —  1  +  V,   (mod./))  gewihlt;    die  den  nicfatprindtiTeo  Perioden 

tr,  und  07 f  entsprechenden  Gongraenzwnneln  stehen  in  der  Tafel  für  X  sb  5^  ü  (alt  ij^  und  ii,)« 
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p 

S9 

69 

89 

149 

179 
939 
969 


1  +  2»^ 

1  +  Sw^ 

3  +  2Wy 

»+    aT^4-2Try 

5  +  3tITj  —     «Ty 

2  4-3tiT, 

1+    tp, +  3tr^ 


11=^  15 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p\  ^A^ö 

P                  Ä^O  p 

9flO       A Jl«*r     -1-     *R  KQQ 


869  4  —  Zw 

389  3« 

419  3aT 

449  4—    (T 

479  2  +  3tr 

609  6-4-    OT 

669  6+    (T 


«7 

—  2w 

—  4aT| 

-4-    w 
+  3w 


—  2tF 

T 


699 
669 
719 
809 
839 
929 


-P' 

A^i) 

2-h2aTj 

+  307^ 

14-3aTj 

-4(17, 

1  — 2aTj 

+  8tIT^ 

-4,r, 

7-f-3orj 

-2w, 

707^ 

-      ^T 

3  — 2trj 

—     07 
8 

+  8w. 

«"  -4-  c" ; 


n,  2.    j>  s  l6m  +  4;     oT^  a=  ««'■  +  W*'',  also: 

W      =    W  -f.  W*  ,  Wj    s=s    w'  -h  w'  ,  «Tj    SB    w'  -t-  W*'  ,  tTjj    = 

Wurzeln  der  Gleichung: 

«r*  —  tr'  -h  207'  -f-  w  -f-  1   =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Belationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
cL  h.  OT,,  w^  (Perioden  der  5ten  Einheitswurzeln,  wie  in  11,  1.)  und  w^  =  2»*, 
w^^  s  iu)^^  (dritten  Einheitswurzeln): 


i 

=  20,» 

■ 

-4-«^,f 

w  w 

=  -1, 

W  W      =s 
IT 

-«*, 

QT  ocr 
1    11 

=  2  + 

^t' 

tv  tr 

=  w^ 

+  w,, 

w  w 
1   « 

=  2u;"  -4-  Wj 

2w^, 

w  w 

1     10 

=  2w 

11 

• 

Congruenzwurzeln  mod. 

?.•) 

P 

^1 

«^. 

Wj 

«^11 

P 

«^1 

«'j 

Wj 

«^11 

19 

+    3 

+     6 

+    9 

+     2 

439 

—117 

—  16 

—  64 

+187 

79 

+  21 

+  16 

+  36 

+     9 

499 

-1-  63 

-4-198 

+  77 

+162 

109 

+  60 

—  24 

+  14 

—  39 

619 

-4-198 

—297 

+  56 

+  46 

139 

—  28 

+     6 

~  68 

—  47 

709 

-4-178 

-4-236 

+304 

—     7 

199 

—     6 

-4-  40 

+  98 

+  67 

739 

-f348 

—189 

+  71 

—229 

229 

+    4 

+  67 

+  91 

-4-  78 

769 

-1-231 

+253 

+178 

+108 

849 

—118 

—139 

—     4 

—  87 

829 

—339 

+269 

—364 

—394 

379 

-4-117 

-4-149 

—168 

—  97 

869 

+141 

—396 

+120 

+136 

409 

-4-  67 

—116 

—  13 

-4-  63 

919 

-4-269 

—110 

—206 

+  68 

*}    Hier  ist  Vj   TÖllig  bestimmt  darcb   die  Congraens  ariw^^ar^  (mod.  p)  oder  als  die 
Würfel  der  beiden  Congmenzenpaare : 

JZ         —  o^Jf»  JZ       —        «    r   «od.  p.    Vgl.  X«  3  and  X«  6. 

25^ 
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»=16 

^(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^O 

19 
79 

2-     07,^ 

207,+     07^^ 

109 

2  —    w^  —  2o7j 

139 

2  +  3a7jj 

199 

3  4-2o7y 

229 

4—      07 

1 

349  4  4-    Wy 

379  2  +  4oTy  —  3«7jj 

409  4—    o7j+    07j^ 

439  1  —  4a7j  +  207^ 

499  1  +    07j  —    07,  —  3a7j^ 

619  3a7j  -4-  2a7j 


A^y) 


709  4  +  3o7 

739  4  +  307 

769  1  +  3oT 

829  6—07 

859  5—    07 

919  6—    tr 


—  2w^  +  3Wj^^ 

+    07    —    «r« 

—  307 

-f-  07 

—  207 

11 


n,  3.     jp  a=  16m  —  4  ;        07^  =  w^  +  w"**"  =  — 


w 


6r 


d.  h.  hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  5ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  jp,  nämlich 

11,       41,       71,     101,     131,     191,     261,     281,     311,     401,     431,     461,     491,     621,     641,     701, 
761,     821,     881,     911,     941,     971, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren,  als  die  aus  den  5ten  Einheitswurzeln 
(vgl.  X  =  6,  jp  =s  6m+ 1),  welche  auch  in  Beziehung  auf  15te  Einheitswurzeln 
complexe  Primzahlen  sind. 


III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
2  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 


in,  1.     p  =  16m  +  2,-7; 

07      =s    ÖÜ  -t-  CO*  -4-  CÜ*  -4-  Öü'  , 


07^  ==  »»•  -h  w""  -h  oj**'  -h  oy-'*" , 
07y  ==  w^  -j-  oy"  -f.  w"  -j-  w"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


07*  — 07  +  4  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

07J    =    —  4-h07j,  W^Wj    SÄ    +4. 

(Nichtprimitive  Perioden  kommen  hier  nicht  in  Betracht,  da  07,^ 


also: 


1, 

3  ist.) 
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»  =  15 

Congruenzwurzeln  med. 

P.*) 

p 

»1 

«^T 

P 

«T,          W, 

P 

«r,         Wj 

P           07, 

w, 

9 

1 

0 

197 

87     —  86 

467 

31     —  30 

743       39 

—  38 

17 

6 

—  5 

227 

83     —  82 

503     227     —226 

773     363 

—362 

93 

7 

—  6 

233 

22     —  21 

557     164     —163 

797     253 

—252 

47 

10 

—  9 

257 

56     —  55 

563 

34     —  33 

827     158 

—157 

63 

21 

—20 

263 

73     —  72 

587 

69     —  68 

857     231 

—230 

83 

33 

—31 

293 

106     —105 

593     276     —275 

863       42 

—  41 

107 

15 

—14 

317 

98     —  97 

617     141     —140 

887     235 

—234 

113 

48 

—47 

347 

65     —  64 

647     228     —227 

947     362 

—361 

137 

41 

—40 

353 

27     —  26 

663 

89     —  88 

953     403 

—402 

167 

37 

—36 

383 

88     —  87 

677     143     —142 

977     462 

—461 

173 

19 

—18 

443 

60     —  59 

683     216     —215 

983     457 

—456 

Piimfactoren  /(w,  w^)  =  4*(!^i)  -*-  »*  ♦i(^i) 

der  Primzahlen  jp.**) 

P 

«K«',) 

4>i(Wi) 

P 

¥Pi) 

♦,(Wi) 

2 

2 

+       Wj 

467 

2+16a7j 

+30+     «7^ 

17 

6—     Wj 

—  2-h  3tüy 

503 

18+llWj 

+22+  9or^ 

23 

2+  3Wj 

+  6-h     w^ 

557 

34—  707^ 

— 14+17tr^ 

47 

10—     Wj 

—  24-  bWj 

563 

34—     w^ 

—  2+1707^ 

53 

10—  3w^ 

—  6-f-  5w^ 

587 

34—  907^ 

—18+1707^ 

83 

6-h  5a7j 

-hlO-+-  Sw^ 

593 

30— 13ti7j 

—26+1507^ 

107 

2-4-  7Wj 

4-144-     Wj 

617 

18+13ti7j 

+26+  907^ 

113 

14—  bw^ 

— 10-f-  7w^ 

647 

6+17a7j 

+34+  307^ 

137 

144-  3a7j 

+  6-f-  707^ 

653 

30+  7«7^ 

+14+1507^ 

167 

18—  bw^ 

—104-  9w^ 

677 

38—  507^ 

—10+1907^ 

173 

24-  907^ 

+18-4-     w^ 

683 

6— 19a7j 

—38+  307^ 

197  • 

18—  7w^ 

—14+  dw^ 

743 

2+19ti7j 

+38+     Wy 

227 

22—  3a7^ 

—  6-4-1107^ 

773 

34—1507^ 

— 30+17Wy 

233 

22—     OTj 

—  24-1107^ 

797 

38+  3«7j 

+  6+1907^ 

257 

104-  9aTj 

+18-4-  bWj 

827 

10— 2107^ 

—42+  507^ 

263 

14—1107^ 

—22+  7Wy 

857 

30+ 11  «7^ 

+22+15«7y 

293 

64-llaTj 

+22+  3aTy 

863 

42—     tüj 

—  2+21«7y 

917 

6— 13a7j 

—26+  3Wy 

887 

30—1907^ 

— 38+15ar^ 

347 

22+  5Wj 

+10+llWy 

947 

26— 21a7j 

—42+1307^ 

353 

2-f-13aTj 

+26+     07^ 

953 

38+  7a7j 

+14+1907^* 

383 

26—  9aTj 

— 18+13«7y 

977 

38— 17(i7j 

—34+1907^ 

443 

14— 15Wj 

—30+  707^ 

983 

26+15tr^ 

+30+1307^ 

*)    Ffir  tu,  ist  diejenige  gewählt,  welche  >0  nnd  <  ip  (resp.  =s  ^p  fOr  p  =  2)  ist. 

•^  Es  ist  +(07,)  ^  <|>,(a7,)  ^  0  (mod.  p)  und  iV^07,)  =  N^^iw^)  =  2/),  alsdann  ist 
Agp/t«*»^!)  =  — w!P  "nd  Nu/{'4)fW^)  =  +p'.  —  Indessen  hängen  die  beiden  complexen  Zahlen 
^  nnd  +,  so  Ton  einander  ab,  dass,  wenn  +(0?,)  =  2a  +  a,0T,  gesetzt  wird,  +|(07,)  ==  2a,  +  aw, 
ist,  oder  es  ist  +1(07,)  =  ^v,  .(^(v,),  und  daher  kann  der  Primfactor  anch  in  die  Form  gesetzt 
^irerden:y(w,07,)  =  ^07,)(1  +  ^w*07,),  wo  also  (^(07,)  die  erste  der  in  der  Tafel  enthaltenen  com- 
plexen Zahlen  nnd  l+^w'o7,  ein  fQr  alle  Primzahlen  p  gemeinschaftlicher  complexer  Factor  ist^ 
dessen  Norm  «= — ^v*  ist,  nnd  der  anch  in  die  Form  -^(2  +  w  + w' +  w^  + w")  gesetzt  werden 
kann. 
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fisr  15 

III,  2.     p  =  16m  —  2,  +  7  ;    07^  =  »•'  -h  w'*"  +  w**"  -4-  w"""  =  —  w"% 

d.  h.  hier  reduciren  sich  die  primüiTen  Perioden  auf  die  Sten  Einheitsworzeln^ 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nfimlich: 

7,  13,  37,  43,  67,  78,  97,  103,  127,  167,  163,  193,  223,  277,  285,  307, 
313,  337,  367,  373,  397,  433,  457,  463,  487,  623,  647,  577,  607,  613,  643,  678, 
727,     733,     767,     787,     823,     853,     877,     883,     907,     937,     967,     997, 

haben  daher  keine  andern  Primfactoren,  als  die  aus  den  dritten  Einheitswurzeln 
(vgl.  X  =s  3,  jp  a  3m  +  i),  welche  auch  in  Beziehung  auf  die  ISten  Einheits- 
wurzeln complexe  Primzahlen  sind. 


n  =  2l 
I.    p  =  2im-4-i. 
12  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w"  —  w"  -♦-  «•  —  «•  -♦-  w*  —  oy*  +  w'  —  flu  +  1  s«  0 ; 

die  nichtprimittven  Wurzeln  lassen  sich  durch  die  primitiven  ausdrücken,  mittelst 
der  Gleichungen: 

cü"  -j-  (»'  4- 1  s=B  0 ,     w"  +  «"  -♦-  w*'  -4-  «•  +  w*  •!•  w*  -f.  1  ta  0    (oder  der  obigen). 
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m 

11=^21 

Congraenzwurzeln 

med. 

;>.•) 

p 

w 

«» 

w« 

«» 

w« 

„10 

tfii 

«1« 

^16 

«IT 

43 

+  10 

+  14 

—  19 

—  18 

+  17 

—  20 

+  15 

—  5 

—  12 

+  9 

127 

—  27 

—  33 

—  64 

+  61 

—  5 

+  38 

—  10 

—  61 

+  25 

—  40 

211 

—  31 

—  94 

—  26 

—  38 

+  43 

—  33 

—  32 

+  54 

—  50 

+  73 

337 

+  13 

—168 

—  84 

—  81 

—  21 

+158 

+  32 

+  16 

+104 

+  4 

379 

+  93 

—  68 

+  76 

—133 

+  91 

—124 

—162 

+  25 

—  57 

+  5 

421 

+122 

+149 

—112 

—192 

—  86 

—184 

—135 

+  93 

—182 

+109 

463 

+163 

+178 

+200 

+190 

+182 

—  44 

+  33 

—146 

—212 

+169 

547 

+  14 

+196 

+126 

+123 

+  13 

—187 

+117 

—  42 

+169 

+178 

631 

+272 

+157 

+  40 

+153 

—293 

+  62 

—173 

—  28 

+  33 

+142 

673 

—156 

+108 

+223 

+208 

—  73 

+192 

+333 

+295 

—  55 

—169 

767 

+  79 

+186 

+160 

—229 

—138 

+208 

—222 

—192 

+119 

+317 

883 

—  45 

+259 

—  27 

+332 

—154 

—151 

—269 

+  86 

—125 

+327 

967 

+181 

—117 

+151 

+255 

P 
43 
127 
211 
337 
379 
421 
463 
547 
631 
678 
757 
883 
967 

—407 

—  3 
+  50 
+101 
+  2 
+  39 
—178 

—  13 
—120 
+209 

—  81 
+356 

—  75 
+281 

+236 

w>o 

+  13 
+  47 
+  34 
+  26 
—163 
+176 
+196 
—  39 
+  58 
—151 
+115 
—157 
—390 

+168 

—316 

+292 

—333 

p  /(«) 

43  1+«*  +w* 

127  l+«"+w" 

211  1+w"— «" 

337  1— w*  +w*  +w"— w 

879  1— »"+«*• 


J{(»))j  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

p  /(w) 

421  1— cü*  — w'  —Qu" 
463  1+w'  +w"+w" 
547     1— w    +(«• 


16 


.10 


II 


.10 


631     l+w*"— w"— w"— w 


.so 


p 

673 
757 
883 
967 


1— «•- w*  +w" 
2-01  -«"-u;" 
l+oü'+w'  — w^*+w" 
l+w  +oy*  +C(ü^' 


^    Die  den  nichtprimitiTen  Warzeln  w',  w'^;    w',  w*»  w',  w",  w^*,  w'*  entiprechendeii 
Congrueimnurfeln  ttehen  in  den  Tafeln  für  X  as  3  ond  X  ss  7. 
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n  =  21 

n,    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
6  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


n,  1.    jp  =  2im  —  1 , 


m   =s  w^-i-c«-^,    also: 


w,    = 


üü    -t-  Oü"^  , 


tr. 


Ol 


fit) 


>s 


(T^    =    W*  -t-  6Ü~*  , 


W, 


=    W*  +  00"*  , 


W- 


8     •         -8 


10 


w 


10 


fiÜ 


-10. 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  w*  —  6w*  +  6w*  -4-  8w'  —  8or  +  1  =  0 ; 

mit  den   fundamentalen  Belationen   unter  einander   und  zu  den  nichtprimitiTen, 
d.  h.  den  zweigliedrigen  Perioden  der  7ten  Einheitawurzeln  or, ,  v^ ,  tv,  (während 


T    =    «^14    =    -0- 

rr\  =     2-Hayj,         w^ 

W      =    TT 
11                 ] 

l+tIT,, 

14 

=  «r,+ 

«T,, 

(allgemein: 

1^$    "■   «'i  +  ^6  »           ^1 

x^z  =  o^,  +  tr^  ,         0^3 

W        =3     *— 

18 

•  1  +  »3  , 

1     10 

w  w 

+    + 
B^B- 

11     II 

«^10  5 

^10- 

Congruenzwturzeln  mod.  p*) 

P 

«^1 

OT, 

«^4 

«^» 

«r, 

tP,o 

41 

+     8 

—  20 

—  12 

—  10 

+  19       +16 

83 

—     7 

—  36 

—  34 

—  21 

m^^ 

8       +24 

167 

—  17 

—  47 

+  36 

—  76 

—  42       —  56 

251 

—  34 

—101 

—  92 

—  89 

—  72       —113 

293 

—  61 

—  90 

—106 

+  36 

+100       +122 

419 

—  13 

+167 

—186 

—  33 

—183       —170 

461 

—     8 

4-  62 

+164 

+178 

+203       —127 

503 

—  64 

+  70 

—132 

—214 

—183       +  21 

687 

+  44 

+173 

—  10 

+210 

+  98       +73 

797 

+125 

—317 

+  65 

+  55 

+238       —165 

839 

—  109 

+138 

+  68 

+264 

—412       +  57 

881 

—  22 

—399 

—262 

—393 

—  76       +272 

^*+I)* 


^)    Für  Vj  ist  die  absolat  kleinere  der  beiden  Worzeln  de«  Congruenzenpaars 
Wj  +  «Tj  ^E  —  Wj  ,  w,Wg  =  —  1  +  w,     (mod.  p) 

gewählt;   die  den  nichtprimitiYen  Perioden  <V|,   w^,   w^   entsprechenden  Congmenzwnrzeln  stehen  in 
der  Tafel  f&r  >.  =  7,  11.  (als  ijo,  v}, ,  t},). 
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n  =  21 
/(«^i)j  Primfactoren  der  Primzahlen  jp.     Nfi^^)  = 

P 

587 
797 
839 
881 


p 

A^^) 

;> 

A^i) 

41 

1  —  2a7j 

293 

3—     07^4-     «Tj     —  Wj 

83 

1-     «^1     +     «^8 

419 

1                 8       "^       10 

167 

2  -  3w 

461 

1  —  3w^ 

251 

3aT     4-  2w 

503 

1+    Wj4-3aT^^ 

5  +  tTj  —  2aT^ 

tTj  4-    «7j  4-  3aTg 
3  4-  OT^  4-  2ayj  4-    tr^ 


11,2.    j9  =  2lm  — 8;        w^  =  w*'4-w"»'',    also: 

ar    =  cü*  4-  w 


11 


w  4-  «**  , 
«  «"  4-  0,"  , 


«7      s=s    w'  4-  W* 

(Pjg  =  «^*  4-  w 


tv 


1». 


^  =  u,*4-u,", 


Wurzeln  der  Gleichung: 

«7*  —  w*  4-  3w*  4-  507'  —  2w  4-  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  ar, ,  tr^ ,  «7,  (den  zweigliedrigen  Perioden  der  7  ten  Einheitswurzeln  wie  in 
n,  1.)  und  Wj  =  2ui\    w^^  =  2üü**  (den  dritten  Einheitswurzeln): 


07 

1 

w  w 
1   11 


1   » 

tV  tl7 
IT 


»    ^    9,..l* 


=  2«"  4- 
=  w.  +  «^. 


«7 


j' 


^4  "^  ^1«  ' 


==  .207,  , 


07  07 
11 

tP  07 
1     16 


07  07 
16 

07  07 
1     14 


=    07,  4-  07^  , 
=    W^  +  rü 

=  2«'4- 


07 


j07^  =  Wj  4-  tTj^j ,         ^1^8  =  2  4-  w,  , 


11 ' 


07 


207^. 


OT    ^  07   4-  tp  : 


Congruenzwurzeln  mod.  jp.*) 


13 
97 
139 
181 
223 
807 
349 
433 
601 
643 
727 
769 
811 
853 
937 


w 


—  2 

—  21 

—  7 

—  87 

—  37 
+106 
4-  44 
4-152 
4-297 
—284 
—201 
+  3 
—226 

—  21 
4-  50 


07, 

—  2 

—  17 

—  4 
4-  65 
4-111 
4-160 

—  53 
4-120 

—  88 

—  6 
—146 
4-  58 
+245 
+  30 
+335 


07^ 
—        1 

—  27 

—  68 

—  34 

—  22 
+125 

—  86 
+148 
—117 
—318 
+  70 
+241 
—249 
—393 
+  78 


07, 

—  5 

—  20 

—  16 

—  13 
—105 

—  66 
+172 
—214 

—  84 
—114 

—  24 
—314 
—184 
—355 
+171 


«^11 
+  4 
+  2 
+  63 
—  3 
+  34 
—101 
+108 
—140 
+197 
+298 
—111 
—104 
+  70 
—307 
—183 


»1« 

—  6 

—  13 

H 
73 

+  20 

+  94 

+165 

—  65 
—204 
—218 
—314 
+117 
+345 
+194 
—450 


*)     Hier  ist  07,    völlig  bestimmt  durch   die  Congraenc  or,  w'^  =  ^c  (mod.j?)  oder  als  die 
^emeinfchaftlicbe  Wanei  der  beiden  Congmenzensysteme : 


07 


1+07,   =       -07^1 
07jWg  =2+  07,/ 


W,  +  W^  +  07j,  r= 


=  _«T 


07, W4 


07^07,,+ 


107^07,,   =   1  f 


mod*  p, 
X  as  3  und  V  s  7. 

26 
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n  =  2l 
X<r  J,  Primfsctoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^i) 

i» 

13 

1+    tü^ 

601 

07 

97 

2-07^ 

643 

tr 

139 

A  J 

1-      07, 

,+  »'«  +  <ü„ 

727 

1  -f-2o7j 

181 

1  4-207^ 

,  +  2<IT,l+      "l. 

769 

3—     07j 

223 

2-f-    op^ 

.+  "l. 

811 

1  4-    «7j 

307 

3  —     07j 

-4-07       —      07 
1     "^          8                     16 

853 

1  4-2orj 

349 

^] 

—  2o7      —  207 

l                  4                     11 

937 

2—      OTj 

433 

3  —    w 

—      OT        -f-      OT 

A^i) 


4  «  11 

1  4  "ll 


—  «7 


IS 


+  3o7^    -+-2Wjj  4-    tr 


16 


—  207  —     07       —      07 

1  4  16 

—    w  —    07     -4-    tr 

4  11  ^^  16 

4-    OT^  4-    «7,    4-207,^ 


16 


II,  3.     p  ^  21m  4- 8;         OT^  =  w**  4- w«*"  =  —  w"'^ , 

d.  h.  hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  7ten  Einheitswurzeln^ 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  />,  nämlich: 

29,       71,     113,     197,     239,     281,     449,     491,     617,     659,     701,     743,     827,     911,     953, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren  als  die  ans  den  7ten  Einheitswurzeln 
(vgl.  X  =  7 ,  p  =  7m  4-  1) ,  welche  auch  in  Beziehung  auf  21  te  Einheitswurzeln 
complexe  Primzahlen  sind. 


111.    p  ^zum  Exponenten  3  gehörig  (/>  =  2lm  H-  4 ,  —  5); 
4  dreigliedrige  Perioden:  w^  =  («''4- w**" 4- »"*'',  also: 

Wj  =  w  4-  w*  4-  w"  ,      Wj  =  a..'4-w*  4-  »'**  •      o^^  =  w*  4-  '^'^  4-  c«)'^  ,     w^^  =  w'^  4-  »"  4-  «f"  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  w'  —  07*  —  2o7  4-  4  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  den  dreigliedrigen  Perioden  der  7ten  Einheitswurzeln  w^,  w^  und  07^  =  3w' , 
tüj^  =  3w**  (den  3ten  Einheitswurzeln) : 


wj    =   Wj  4-  207j  , 


W-07-    =    2w     . 

1      3 


07   07       =    —  1  -4-  O'     , 

07  07    =  07   +  2o7     : 

1      •  1  10 


OT   07       =    2  , 

IS  ' 

OTjOT^     =    307^  , 


OT 


14 


07     =  2«^'  : 

1     10  ' 


"'l"'l4    ="    ^^9  • 


204 


n  =  21 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
2  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen. 

IV,  1.     I?  =  217»  —  4,  +  5  ;         w^  =  w*"  4-  w**"  -h  w**"  4-  w"''  4-  w"*'"  -h  w-**" ,     also 
tüj  =  u;  4-  w*  H-  w*  4-  ttj*®  4-  w"  4-  w"  ,         oTj  =  w*  4-  w^®  4-  w*  4-  w"  4-  w"  -^  -"  • 

Wurzeln  der  Gleichung: 

«7*  —  w  —  5  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

Wj  =  5  4-  Wj  ,  ^1^1  "^  —  ^  » 

(Nichtprimitive  Perioden  kommen  hier  nicht  in  Betracht,  weil  w^^ 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


-i,  tr,^  =  -3). 


P          07, 

5       1 

0 

P 
227 

«^1 
97 

^2 

—  96 

P 
509 

^1 
51 

^2 

—  50 

P 
773 

w 
1 

165 

—164 

17       8 

—   7 

2bl 

lA 

—  73 

521 

157 

—  156 

857 

66 

—  65 

47     16 

—  15 

269 

2*9 

—  28 

563 

206 

—205 

887 

137 

—136 

59     14 

—13 

311 

40 

—  89 

593 

55 

—  54 

929 

333 

—332 

89     17 

—16 

353 

78 

—  77 

647 

151 

—150 

941 

127 

—126 

101     42 

—41 

383 

170 

—169 

677 

262 

—261 

971 

129 

—  128 

131     53 

—52 

467 

38 

—  37 

719 

47 

—  46 

983 

186 

—185 

173     30 

—29 

479 

130 

—  129 

761 

357 

—356 

/(^(fJ,  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     N/(w^)  =  — />. 


P    /(«'j) 

P 

A^,) 

P 

Aoj,) 

P 

/(^,) 

5             w 

227 

24-  707^ 

509 

1— lOoPj 

773 

94-14trj 

17     1 4-207  j 

257 

4—  7a7j 

521 

7-1007, 

857 

1— I3a7j 

47     1— 3a7j 

269 

84-  9tr^ 

563 

34-lla7j 

887 

7— 13tr^ 

59     34-4a7j 

311 

14-  8or, 

593 

14-lltrj 

929 

34-14Wj 

89     44-5Wj 

353 

44-  907^ 

647 

94-13o7j 

941 

84-15w^ 

101     94-7Wj 

383 

24-  907^ 

677 

84-13o7j 

971 

74-16Wj 

131     3— 5«7j 

467 

114-1207^ 

719 

144-15o7j 

983 

ll4-16tPj 

173     14-6«7j 

479 

74-llw, 

761 

134-15o7j 

*)     Für  V,  Ut  diejenige  gewählt,  welche  >  0  und  <  ^p  ist. 
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n==33 

Congruenzwurzeli 

i  mod. 

;>.•) 

p 

uc 

Uü' 

w* 

w* 

u>' 

«• 

tt," 

tt," 

c«** 

^1« 

lu 

67 

■+■   10 

+  33 

+  17 

—  31 

—  18 

+  21 

+  23 

H-  19 

—  11 

—  28 

199 

H-  5 

+  25 

+  28 

—  59 

—  82 

—  12 

+  98 

—  88 

—  42 

—  66 

331 

—  13 

—  162 

+  95 

+  89 

+146 

+  88 

—  23 

—  112 

+132 

+131 

397 

—  43 

—136 

—163 

—137 

—  27 

—  30 

+110 

+  140 

—  65 

+106 

463 

-f-133 

+  95 

+228 

+229 

6 

+128 

+122 

+143 

+  36 

+179 

661 

4-  20 

—261 

+  38 

+  99 

—  60 

+122 

—  114 

+180 

+295 

—319 

727 

—  90 

+103 

—296 

—259 

+222 

—351 

+197 

4-  34 

—162 

+338 

859 

+348 

—  15 

+225 

+  131 

—247 

—  56 

—  19 

+395 

+  20 

—300 

991 

-h45l 

+246 

+  65 

-415 

—  17 

+261 

—209 

—296 

+289 

—  268 

P 

Uü'' 

c«" 

«'« 

w'* 

w" 

tt," 

c" 

(«" 

i«" 

«" 

67 

—  12 

+  6 

—  7 

-  32 

+  16 

+  26 

—  13 

+  4 

—  2 

—  20 

199 

—  76 

+  90 

+  52 

—  67 

—  83 

—  17 

—  27 

+  64 

+  8 

4-  40 

331 

—  48 

+163 

—133 

72 

+  79 

—  34 

—119 

—108 

—  47 

—  61 

397 

—  191 

+171 

+190 

—  83 

+172 

+147 

—  142 

+151 

+108 

+120 

463 

+194 

—  90 

+  68 

—148 

—170 

+  77 

—  93 

+132 

+  39 

4-  94 

661 

+230 

+121 

—224 

—  29 

+298 

4-  11 

—127 

+  87 

—238 

—  33 

727 

+114 

+110 

+278 

+155 

29 

—298 

—160 

—140 

+120 

+106 

859 

+398 

4-  43 

+361 

+226 

+  46 

—313 

+400 

4-  42 

+229 

—  196 

991 

—411 

—  24 

+  77 

+422 

—243 

+408 

+277 

+  61 

4-141 

+167 

P 

A«; 

67 

1  u>'     c«" 

199 

l-o;*-«" 

331 

l-c«*+«" 

— CÜ 


16 


/(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P  A»)  P  A») 

397     !+(«•+«"+»"  727     l+w^+w^+w 

463     1+w*— w*  869     1+w*  — w" 

661     1— oü  +w*  +«" 


991      14-oy    _oy*  — w**— I 


.19 


•)     Die  den  nichtprimitiven  Wurzeln  w**,   w"  ;  «•  ,    w*,   w*,   «*',  w'*,  «*•,  «••,  w**, 
w" ,  »so  entsprechenden  CongraeDSWurcefai  «tehen  in  den  Tafeln  för  X  ss  3  and  X  =:  11. 
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n  =  33 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
10  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


n,  1. 


W^    =    07 


<«-^ 


tr.     = 


W-f-  (t)"^  , 


W.       =    ÜÜ 


Ui 


-T 


p  =  33/n  —  1 ; 

w    =  uj^  -h  w""'  ,  OT^   =  w*  -I-  w~*  , 

8     I         -8  10     I         -10 

Wj  =  oü"  +  oü    •  ,  Wj^  =  w     4-  w        , 


also: 


W      =    (Jü 


U) 


-i 


IJ 


IS 


«--", 


OT 


14 


UJ 


14 


07  , 


-18. 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w^o  —  07*  —  lOw*  -h  lOoj'  -h  34a7*  —  34w*  —  43tr*  -h  43w'  -h  12w'  —  12w  +  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  zu  den  zweigliedrigen  Perioden  der  1 1  ten  Einheitswurzeln  tr, ,  w^,  w^, 
^11'    «'i»    (während  w^^  =  07„  =  —  i): 

W^   =  2  -f-  «7j  ,         WjWj  =  W^  4-  Wj  ,         '''i^i  =  ^1  +  ^§  >         ®1^5  "^  ^4  "^  ^6  >       ''l°'^7   ^^  '''ß  "^  "^S  ' 

OTjW,  =  tr^  -h  tr,  ,         aTjWj^  =  —  1+  w,  ,      WjW^,  =  w^,  4-  tr^^  ,     »^07^^   =  ar^,  4-  tr^^  , 

W.W.  ^    =    07..  4-  07.  ^  I  07, 07.    =    07^  4"  W,  ,  W  07      =    07     4"  07     , 


—  =    07        4-  07       1  07   07      =    07     4-  W     . 

1     18  1$  ^^       18  >  11  «'j  T^  «'4  » 


OT   07       ■=    QT     "4"  07 
19  8  ^^       10  ' 


07  07         =    —  l  4-  07       «       W  07         =    07       4-07       I 
1     J»  ^^       18  ♦  1      15  14  ^^       18  ' 


(allgemein:  WjW^  =  tr^_i  4- ^it^i). 


Congruenzwurzeln  med.  />.*) 


P 
131 

197 

363 
461 
598 
669 

857 


1 
4-  19 

4-  18 

4-  67 

—  99 

—  78 

—  161 

—  45 


07 
J 

—  34 

—  30 
4-  16 
4-118 
4-152 
4-218 
4-309 


w. 


4 

—  25 

—  87 

—  9 
4-  92 

—  25 
4-  74 
4-352 


w. 


59 
4-  60 

—  30 
4-170 
4-  89 

—  42 
—266 


—  31 

—  18 
4-  93 
—166 
—193 
4-  80 
4-226 


07 
8 

—  32 
4-  81 
4-  79 
4-164 
4-  30 
4-202  • 
—363 


w 

10 

—  58 
4-  52 
4-109 
—145 
4-210 
—215 
—377 


OT 
18 

—  44 

—  56 
4-  44 
—183 
4-216 
4-  93 
—135 


^^14 

4-  42 

—  72 

—  32 

—  106 
—112 

—  192 
—346 


OJ 
18 

—  36 

4-  58 

—  73 
4-156 
—288 

—  56 
—211 


P 

131 
197 
263 


/(wj),  Piimfactoren  der  Primzahlen  p;     Nf(w^)  =  — /?. 


A^,) 


1  —  07-  —  07,^ 
ft  10 

1  —  07     4-     07     —  07 

J  ^^  4  11 


07   4"  2o7   4"  w 


11 


p  A^,) 

461     1  —  2o7,  —  07 


11 


593     2  4-    07^  4-  Wy  4- 


07 


18 


p 

/K) 

659 

3  —  07     07 

1               10 

857 

3  —  W     —  07 

i              10 

OT 


18 


*)    FQr  07|   iat  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congraenzenpaar» 
Wj  4-  WjQ  =   —  Wj,  ,  "'i^'^io  ^  ^  1  -f-  Wj  (mocL  p)  gew&hlt.     Wegen  der  den  nichi- 

primitiven  Perioden   v,  >  ^^  t  «,  >  ^7^^,  07^^    entaprechenden    Congraenzwurzelu    ist   Xs»  ii    tu   ver- 
gleichen, wo  sie  resp.  v\^,  i]],  i),,  v), ,  i|^    beissen. 
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W.    = 


W.    = 


tr_-   = 


sa 


n  = 

>  33 

n,  2. 

p  =  33«»  -4-  10 ; 

»,  =  *•■  +  e»"'  , 

also: 

u.  +  «."  , 

»,  =  <«•  +  tt»** , 

W^   =  (U*  +  »'  , 

*. 

<«•  +  <«" , 

0,^,  =  u."  +  u."  , 

«r,,  ==  «,'•  4-  u.»«  , 

«»it 

«."  +  <«" , 

<r,.  -  u,"  +  u.»  ; 

=    w'  +  to^'  , 


=s    (tf 


19 


tu 


9i 


Wurzeln  der  Gleichung: 

tr"  —  tr'  4-  5w'  —  2!r'  4-  16tP*  —  Tor*  +  20tr*  -h  or*  -f-  12tr'  —  Sw  +  1  ==  0  ; 

mit  den  fiindamentalen  Relationen  untereinander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h. 
^i'    °^6'    ^9»    "'n»    ^1»    (zweigliedrige  Perioden  der   Uten  Einheitswurzeln   wie 


a  11, 

1.)  und 

w      — 
11 

2u)*\ 

«^99  - 

2«"         ( 

3te  £] 

mheitswu] 

rzeln) : 

'l 

-  20," 

-i-tTj, 

^1^9 

=  tr,4- 

«^19'             «^ 

i^A  = 

Wj  4-1^3, 

tr  tr 
1    » 

=  «^e  + 

^1»' 

18 

-aT,-h 

«^15» 

1    11 

^ss    XB       ^~  V       .        flT 

"'is  = 

«'s  +  «^9«  » 

=  w,4- 

«^i.« 

1      23 

=  2  4-  tr^  , 

w  tr 

1     96 

-aT,+ 

«^6»               ^ 

l«^l  = 

tp   4-  tv 

4  ^^      11  » 

tr  tr 
1    « 

=  cr^4- 

«^1«' 

*1*9 

-OT^-h 

«^19» 

I      19 

=  2tt;"  4-  w     ,    w 

tv       = 

15 

tr     4-  tv 

IS  ^^  ^19 

:  tu  txr 

=  2tr„ 

> 

1     99 

-    2«^99 

> 

Congruenzwurzeln 

mod. 

!>••) 

P 

43 

'^l 

4-  18 

4-  11 

^4 

H-     6 

tr 
—     2 

tr 

8 

—  19 

w 
11 

—  20 

tu 
1« 

—  12 

°^19 

4-  15 

98 

4-     3 

^96 

4-     1 

109 

—     8 

4-  47 

4-  48 

4-  54 

—     2 

4-  18 

H-  23 

—  17 

—  33 

—  20 

241 

—112 

4-  44 

—  22 

4-  20 

4-  34 

4-  19 

—  79 

—  62 

H-     7 

—  89 

307 

H-  65 

—  37 

4-107 

4-  75 

4-126 

4-  52 

—122 

—119 

—123 

—  23 

373 

4-  41 

—     6 

140 

—  154 

H-     9 

4-161 

—  95 

—  55 

—122 

—  11 

439 

4-196 

4-128 

—201 

—  32 

—  82 

—  66 

—203 

4-  56 

—152 

—  129 

571 

—213 

4-  42 

4-271 

—  187 

4-135 

4-  10 

H-173 

—  131 

4-  19 

—HS 

769 

4-184 

—  27 

4-     9 

H-  84 

H-  34 

—250 

—333 

H-  30 

4-106 

4-164 

967 

—  54 

—269 

-hl22 

+  86 

H-  95 

4-482 

—359 

—  48 

—  14 

—  40 

43  1-«-,, 

X09  1 — m    — w 

"  11  19 

241  1— Wj  4-tP„ 


/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


/(ar^) 


307     l_tr^^4-w„ 

373     1— Wj  — Wj  — Wjj 

439     1— w.  — S«r,^ 

9  lO 


571 


769     1— w,4-  »1,— 
967     l-haT,4-2tiTj^ 


w 


16 


^     Hier  ist  tv^  völlig  bestimmt  durch  die  lineire  Congraenz  v,»*'  =,  «j,   (mod.  p)  oder 
mls  die  gemeinschaftliche  Wnrxel  der  beiden  Systeme  Ton  Congmenzen: 


r   4-  XD      =^      —  tv    1 

1  ^^       91     19  l 

t»^tr„  =  2  4-  t»,  J  ' 


m 


4-tiT4«tv     4-tv     4-tv      = 


14     11     16     19 


I  (BOd.   |l). 
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Congraenzwurzeln  mod.  jp.*) 


p 

31 

«^1 
-f-  14 

tr 
—     2 

H-     8 

4-  12 

P 
487 

w 
4-  70 

w 
4-     7 

—239 

4-168 

37 

H-     5 

H-     8 

—  18 

4-     6 

499 

—  64 

—117 

—  22 

4-204 

97 

H-  45 

H-  13 

+  23 

4-  17 

577 

—140 

—169 

—  44 

—223 

103 

H-  25 

—     4 

—  42 

4-  22 

619 

—319 

4-130 

4-237 

—  47 

157 

—  62 

+     9 

+     4 

4-  40 

631 

4-180 

4-305 

4-283 

—186 

163 

—  22 

—  52 

—     6 

4-  81 

643 

—220 

—114 

—  63 

-245 

181 

—  59 

—  43 

—     5 

—  73 

691 

4-317 

4-109 

4-329 

—  68 

*  223 

+  47 

-4-  57 

—  96 

—     7 

709 

—  17 

—167 

—314 

—210 

229 

4-  23 

4-  30 

—124 

4-  72 

761 

4-  59 

4-331 

—258 

—131 

313 

-f-  91 

—  65 

—159 

4-124 

757 

—194 

—160 

4-133 

4-222 

367 

—  19 

—174 

—109 

—  64 

823 

—162 

4-381 

—206 

—  12 

379 

—  81 

+  14 

4-  38 

4-  30 

829 

4-107 

4-  93 

—218 

4-  19 

421 

-hl07 

+122 

—142 

—  86 

883 

—314 

4-374 

4-172 

—231 

433 

—  61 

—213 

+  16 

—173 

907 

—377 

—409 

4-  25 

—  146 

/(^i))  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/K) 

P 

A^,) 

P 

A^^) 

31 

2-h  tr. 

367 

Wj4-2aTj 

643 

24-4Wj4-3«r^ 

37 

2 —    OT  4-   tTy 

379 

24-2aTj—  Wj 

691 

6— 2aT^4-  «Ty 

97 

44-  w,—  «^T 

421 

7— 4»^ 

709 

2— 2arj4-3try 

103 

3—    07^4-    OT^ 

433 

6 —  OTj — 2Wj — 4w^ 

751 

4—  trj4-2Wy 

157 

44-  Wj 

487 

24-  «Tj- 2w^ 

757 

54-4Wj— 4aTj4-4ttry 

163 

l-h2ar^ 

499 

24-2arj4-3t«rj4-  «r^ 

823 

24-2aTj4-4«rj— öWy 

181 

4— 3arj 

577 

6— 3trj4-2aTj4-2«rj 

829 

44-2trj4-  w, 

223 

24-2arj4-  w^ 

619 

44-2»^- 807^ 

888 

7 —  m^ — Zw^ 

229 

4 —  w — 2w^ 

631 

7— 3w^ —  Wj — 6Wy 

907 

1  — 4w — 6w  4-4tiy 

313 

4 —  «r — Zm^ 

•                   •                     • 

*)    Hier  ist  tp,   v5Ilig  bestimmt  durch  arjw>>  =  or,  (mod.  p.)  oder  als  gemeiiisehallUdie 
Wurzel  der  2  Congmenzenpaare : 

^i  +  «^s  ^  •— «^l    I 
Wj  4-  Wy  =  —  w"  , 

Vgl.  die  Congroenzwnrzelii  bei  X  =s  3  und  X  as  ll,  ni  (wo  i)o,  «}|,  was  bier  w,,  w,). 


w  w    =  —  2  4-  w-  1 

w>,  =       8.»»       )  (»«»^  P'^ 
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rV.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
2  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen. 

IV,  1.     p  =  33m  4-  2,  —  4,  -h  8,  —  16  ; 


also: 


o» 


j  =  w   4-  w*   4-  w*   4-  w*    4-  w"  4-  to"  4-  w"  4-  cw"  4-  w'*  4-  w"  , 
tr^  x=  oü»  4-  w"  4-  w'^  4-  w'    4-  üü"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w*  — tp  — 8  ==  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

w\  =  8  4-  Wj ,  TT^tTj  s=  —  8  ; 

(nichtprimitive  kommen  hier  nicht  in  Betracht  da  tr,    =»  —  i ,    w^^    =  —  5  ist.) 

Congruenzwurzeln  mod.  p,^) 


p         W^         Wj 

P         Wj         Wj 

P 

P 

tZT                tZT 
1                 4 

2       1           0 

173     65     —64 

479 

181     —180 

743 

235     —234 

17       7—6 

227     22     —21 

491 

175     —174 

761 

228     —227 

29     14     —13 

233     38     —37 

503 

64     —  63 

809 

81     —  80 

41     10     —  9 

239     88     —87 

557 

34     —  33 

821 

247     —246 

83     23     —22 

281     48     —47 

563 

233     -232 

827 

71     —  70 

101     15     —14 

293     49     —48 

569 

59     —  58 

887 

169     —168 

107     26     —25 

347     27     —26 

677 

128     —127 

941 

204     —203 

149     18     —17 

359     47     —46 

701 

307     —306 

953 

333     -332 

167     19     —18 

431     30     —29 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p;    Nf(w^)  =  —  p. 

P        /K) 

p      A^,) 

P 

/K) 

P 

/K) 

2       24-     Wj 

173     314-14arj 

479 

34-  8aTj 

743 

294-16Wj 

17       34-  2Wj 

227     254-12(7^ 

491 

63— 20tv^ 

761 

34-lOWj 

29       14-  2w^ 

233       54-  6v, 

503 

14-  8Wj 

809 

1— lOtPj 

41     134-  ßWj 

239     134-  89^ 

557 

374-18arj 

821 

3— lOWj 

83       54-  4trj 

281       14-  6arj 

563 

194-12arj 

827 

134-12arj 

101     114-  6»^ 

293       1—  6trj 

569 

114-lOw, 

887 

274-16Wj 

107       34-  4»^ 

347     234-129^ 

677 

574-26arj 

941 

194-14tPj 

149     214-lOtrj 

359       94-  8aTj 

701 

774-34tr, 

953 

554-26Wj 

167     154-  8aTj 

431     334-16tr, 

*)    Für  Wi  iit  diejenige  gew&hlt,  welche  >  0  und  <ip  ist  (resp.  s=  ^p  f&r  p  ss  2). 

27* 
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ll«33 
IV,  2.     p  =  83171  -ho,  —  7,  —  13, -f-  14 ; 


«»r 


-Tj 


w^  =  üü*'-f-w**'H-w"''4-w"^''-f- 


u» 


Ilr 


o; 


SSr 


(0 


I6r 


.14r 


et; 


4r 


(II 


'Ilr 


d.h.  hier  reduciren  sich  die  primitiTen  Perioden  auf  die  f&nfgliedrigen  der  Uten 
Einheitswurzehi,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  |?,  nfimlich: 

5,  47,  53,  59,  71,  113,  137,  179,^  191,  251,  257,  269,  311,  383,  389,  401, 
443,  449,  467,  509,  521,  587,  599,  641,  647,  653,  719,  773,  797,  839,  863,  911, 
929,     971,     977, 

haben  daher  keine  andern  Primfactoren,  als  die  aus  jenen  Perioden  bei  X  =  ii,  III, 
die  auch  hier  Primzahlen  sind. 


IV,  3.     p  =  33m  —  5,  -4-  7,  H-  13,  —  14  ; 


^^^r.^-l^r 


OÜ 


4r 


W 


ISr 


—  «u 


SSr 


d.  h.  hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  3ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  |?,  n&mlich: 

7,  13,  19,  61,  73,  79,  127,  139,  151,  193,  Sil,  271,  277,  283,  337,  349, 
409,  457,  523,  541,  547,  601,  607,  613,  673,  733,  739,  787,  811,  853,  877,  919, 
937,     997, 

haben  daher  keine  andern  Primfactoren,   als   die   bei   X  «==  3,   welche  auch  hier 
Primzahlen  sind. 


•  ->   s    •    •  . 


213 


n 


35 


I.    jp  8SS  35m  +  1. 
24  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

«"— w"+tt;"— w"+w"— w"+w"— w"+w"— w"+eü'— w'+w^- w*+w*^  =  0  ; 

mittelst  derselben  lassen  sich   die  nichtprimitiven  Wurzeln  durch  die  primitiven 
ausdrücken,  oder  mittelst  der  beiden: 


a„»o  ^  ^1»  ^  ^10  ^  ^1»  ^  ^10  ^  ^f  _^  1  ^  Q^ 


w 


98 


+  Oü"  +  w"  +  flu'  +  1   =  0  . 


Congruenzwurzeln  med.  j:>.*) 


p 

fiü 

U)' 

«• 

flu' 

flu' 

w- 

flu' 

flu*' 

Du" 

flu" 

71 

+  10 

+  29 

+  6 

—  11 

—  35 

—  21 

+  3 

+  16 

+  18 

—  33 

Sil 

—  98 

—102 

+  79 

+  65 

—  89 

+  5 

—  68 

—  27 

—  97 

+  11 

281 

+  35 

+101 

—118 

+  85 

—126 

—  81 

—  25 

+  4 

+140 

+123 

421 

—104 

—130 

+  48 

+  60 

+199 

—189 

—131 

+190 

+  27 

+139 

491 

+  20 

—  91 

+144 

—  66 

+114 

—  63 

+213 

—234 

+230 

+181 

631 

—106 

—122 

+312 

—260 

+170 

+  83 

+  36 

+  25 

—126 

+106 

701 

—114 

—323 

—381 

—120 

+205 

—321 

+142 

—301 

—  35 

—216 

911 

—183 

+380 

—435 

—449 

—263 

+270 

—381 

+  69 

—  67 

—199 

P 

«" 

«;" 

c«" 

w" 

w" 

«" 

«»* 

w" 

u," 

«'• 

71 

+  15 

+  8 

+  9 

+  19 

—  28 

+  4 

—  31 

+  24 

+  27 

+  2 

811 

+  25 

+  82 

—  18 

+  76 

+  96 

+  87 

—  86 

—  80 

—  42 

+  64 

281 

+  98 

+  58 

+  63 

—  43 

+  16 

—  2 

—  70 

—  45 

+111 

—  29 

421 

—  64 

—  80 

—100 

—125 

—106 

+  78 

—113 

—  45 

+  49 

—  55 

491 

+  41 

—162 

+197 

+  12 

—236 

+190 

—128 

—136 

+226 

+  56 

631 

—  52 

—167 

+  84 

+182 

—  6 

+  6 

+101 

+298 

—  38 

+219 

701 

—  6 

—  17 

—165 

—117 

+172 

+  20 

—177 

—311 

—297 

—106 

911 

+  20 

+  73 

+312 

P 
71 
211 
281 
421 
491 

+410 

—  13 

+  13 
—119 

—  7 
—186 

+206 

+  12 

—  8 
+  50 
—114 
+208 

—  68 

—  22 

—  60 
+  64 
+  68 
+232 

—  66 

—  7 

—  28 

—  8 
+  85 
+221 

+428 

—442 

—336 

• 

631 
701 
911 

—216 
—111 
—130 

+180 
+  36 
+400 

—150 
+102 
—362 

+125 

+289 
—127 

*)  .  Die  den  nichtprimitiTeii  Wurteln  entsprechenden  Conc^raenzwaneln  stehen  in  den  Tafeln 
far  X  SS  5  and  X  «  7. 
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/(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p^) 

p  A^) 

71      i  —  £»■'  +  tit^  (oder  to  —  w*  H-  w') 


211  IH-  c;;     —  a" 

281  iH-u,     —  w»    +  et*    -f-w*    4- 2w**  —  w" -h  »"  •+•  «" -4- w" -4- öy" -4- üü" -h  «*" 

421  l-f-w'    —  ci*' 

491  1  -f-  üt.*    —  c».*    —  oü"  4-  w"  —    w'*  +  w" 

631  l-o;     -u,'    -2u'    +  o."  -    o,"  -  o," -«"  +  «"- a;"  -  et"  -  u," 

701  1  4-  tf'*  -  tr"  (oder  w*  4- 1«"  -  w") 

911  i_ct."4-jL"  (oder  o;  --oy"-hw"). 


U.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.    p  SS  35m  —  1 ;       w^  =  «''  -h  oü""" , 
woraus  die  Werthe  der  12  primitiven  Perioden     «Tj  ,  tp^ ,  tp, ,  ar^ ,  «r^ ,  w^ ,  tr^ ,  «r^^ , 
w,a»  «^1,1  Wjg,  oTjy  von  selbst  sich  ergeben; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

tr"— tr"— 12ari°4-llw'4-64w'--43tr'— 113aT*4-71ar'+110tü*--46w*— 40tr'+8w-4-l  =  0; 

deren  fundamentale  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiyen  Perioden, 
d.  h.  den  zweigliedrigen  Perioden  sowohl  der  7ten  (w^,  w^^,  ^i»)'  ^^  auch  der 
5ten  (wj,  v^J  Einheitswurzeln,  sfimmtlich  die  Form  haben:  w^wj^  ==  «i^_i  +  otj^^.,  , 
woraus  sie  unmittelbar  sich  ergeben. 


*)    Die  3  complicirteren  sind  durch  die  DiyiMoiumethode  ans  den  Normen  heilgeleitet; 
iV(l  +  »»    — w»«)  =  71.281,  i\r(l -.«"«  — «»•4-«")«  71.491, 

iV(14-w»*4-w«")  ==  71.631. 
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91  =  85 

Congraenzworzeln  mod.  p.*) 


p 

139 

tu 
1 

—  88 

—  58 

—  45 

«^4 

+  61 

—  62 

^8 

—  34 

w 

9 

+  55 

11 

—  4 

w 
11 

—  50 

+  14 

349 

—  88 

+   91 

—  51 

—  97 

+156 

-  16 

+188 

+140 

—  96 

+  54 

419 

—  34 

—103 

+184 

+138 

—  85 

—176 

+  98 

—  58 

+100 

+  10 

769 

—845 

+  41 

+197 

+141 

+357 

—115 

+153 

—817 

—807 

+178 

839 

+898 

—316 

—874 

+  13 

P 

139 
349 
419 
769 
839 

+403 

+  42 

—  95 

—  32 
+150 
+200 

+167 

—  35 
—125 

—  35 
+337 
+  67 

-839 

—387 

—359 

+374 

y(wi)»  PrimfiMjtoren  der  Primzahlen  p.    i^(w,)  =  —p. 


p 

/K) 

P 

/K) 

P 

139 

l-«Tj  +(ITj, 

419 

l-«^i-*-«^it 

839 

349 

1-1-  tir„  -  m^^ 

769 

l-tü.  +  Wj, 

*)    Hier  ist  or,  die  absolut  Ideinere  der  8  gemeioschafUichen  Warzeln  der  beiden  Congruenzen- 


fljstenie 


or. 


«r,+w,  +  aT^  +  aT,,  =  -    w,^ 
S,(nTj  ,  w,  ,  «r^  ,  «Tj,)  =  -  3        +       ^ 

^1  ^$  ^«  ^11     =     1  —  «^5  +    «'lO  f 

W    +  W    ^  V       +  W    +  tIT       +  W      ^^  — *  (T 

Wj  -r  w^  -r  Wjj  T^  »"e  ^^  ^n  "i"  *9  —  ^^ 

S,(Wj  ,  tp^  ,  Wj,  >  «P«  >  «^11  »  «^t)  =  —  5  -H    tp 

^a(^i »  ■'4  >  "^i«  >  ^«  »  ^11  »  ^%)  —  —  4  —  5ar 

^4(^1  '  "^4  >  "^1«  »  ^«  »  "^11  >  "^9)  —  5  —  4«r 

S^(w^.9  w^  ,  Wj^  ,  w^  ,  tlTjj  ,  w^)  =  1  +  5w 

=  —  1+     OT 


W-     w. 


«r^    w. 


w. 


1       "4       "'l«  6       "11       -'S 


med.  p. 


med.  j7. 


(wobei  die  SomiDen  der  Nionen  durch  ein  den  Elementen  w  TorgesetEtee  S^^  beseicbnet  sind). 
Wegen  der  Ckingmenswnneln  für  die  nichtprimitiven  w  ygL  X  ss  5  nnd  X  ss  7 . 
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na=36 
tr^  =  •'■  4-  w*'" ,    also  die  primitiven  m : 


^  =r  flu'     4-  •"  ,  «r.  a=  (W*     4-  flu"  ,  TT,   =  W*     4-  »" 


Wj  a=  (W 


(ITjj  =  flu"  4-  flw" 


..»1  _,     ,.11 

flu      -K  flu 


or 


sa 


w^j  =  «"  4-  «"  , 

w,,  =«  w"  4-  «'* ; 


II,  2.     j?  =  35ni4-6; 

m    =s  uj     -{-  uu   f  tu 

OTg  =  fly*  4-  öw*'    ,  iTj  =  flu*    4"  Otf**  t 

iTj,  =  fly"  4-  w"  ,  OT,,  =  flu"  4-  fly"  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

or"— w"4-3aT"— 4w*4-9(iT'4-2ar*4-12(iT*4-w'4-26t»*— llar*4-6w*— 2wH-l  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  untereinander  und  zu  den  nichtprimitiTen  Pe- 
rioden, d.  h.  txTj^  (Perioden  der  7ten  Wurzeln  wie  in  II,  i.)  und  w^^  =  2w^^  (5te 
Einheitswurzeln) : 


"] 

==  2flü^  4-  0^,  1 

w  w 
"i"s 

=  w,  4-  w,  ,         w^ 

l«'l  =  «^4    -*-«^9' 

^14 

=  «^»  +  «^10» 

*1     9 

==  2»"  4-  «r,  , 

w  w 

=s  V     4- 

«^„ »      «^1 

"'ii  =  «^,  +  «^ir » 

11« 

=  »ir  "♦"  «^11  ^ 

«'i^'ir 

==aT,4-tr„, 

IM 

=  2flü"  4- 

«T„,      Wj 

ja 

■^4  -*"  ^M  » 

IS» 

=  24-w,; 

w^w^ 

-07^4-07^,, 

w  w 

ssw      4- 

^11  ^^ 

^ic »       Wj 

W          3^ 
1» 

2«"  4-  Wj, ; 

w^w^ 

=  207,, 

w  w 

1     14 

=  2«     . 

1» » 

«'i 

l    Jl 

2ar„, 

«^1^18 

«  2tI7„  . 

Congruenzwurzeln 

med. 

?.•) 

P 
41 

^1       «'l 

—  12       4-1 

«^1 

—  16 

«^4 

4-     6 

4-    3 

4-  10 

«^11 
4-  19 

4-  18 

^IT                    t« 

4-17       4-13 

181 

4-3      —  76 

4-  11 

—  76 

—  66 

—  73 

—  73 

4-  11 

4-37       —     4 

261 

—  63      4-73 

4-112 

4-122 

4-  36 

—  34 

—  19 

—  77 

—  70      —116 

461 

4-192       4-204 

—103 

—102 

4-  86 

4-149 

4-166 

4-206 

—217      4-123 

601 

—272       —184 

—171 

—  63 

—266 

4-298 

—206 

—166 

4-  61      —«90 

811 

4-204      —169 

4-132 

4-309 

4-266 

—144 

—183 

4-290 

4-143      —186 

881 

—141       —  37 

—164 

—438 

P 
41 
181 
261 
461 
601 
811 
881 

4-  96 

4-  16 

—  81 
4-  84 

—  71 
4-122 
—166 
—217 

—226 

4-     7 
4-  13 

—  66 
—161 

—  66 
4-307 
4-200 

—211 

-392 

—166       —  65 

*)     Hier  ist  v,  die  gemeinschaftliche  Wnriel  der  beiden  Congmenzensysteme: 


tr. 


w     4-  VJ  •——  — "  flu 

11  ^^       16  


91 


"^i    II  ^^     11     16  ^^  '*^i6    1   —  "; 


^1^11^16 


flu 


BT 


Ift 


S,^  .  w,  ,  w„  ,  O   =        2  +  w, 

(SuDunenzeichen  5  wie  zoTor).   'Vgl.  X  ss  5  and  X  ss  7.    Übrigen«  tot  v,  adch  TOlIlg  bettinuat  dolrdi 
die  lineare  Congrnens  w,w>*  =  aT,^  (mod.  />). 
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p 

41 
181 
251 


1— w. 


A^,) 


n»35 
y(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P  A^,) 


»  4 


l+W,+W,-tITjj+aT,, 


461 
601 


w. 


P  /(w) 

811     l+ar,+arj, 
881     1 — w^ — tTj — Wjj 


w.   = 


14 


n,  3.     jp  =  35m  — 6;    w^  ==  w^'  +  w 


-«r 


CF-    =    ftü*  +  « 


OT,    ^    6ü     +  W 


91 


11 


ov      +  w     , 


CT         ^    tti 


18 


o; 


11 


«", 


also: 


=  «,♦+<»", 


,  =  <«•+»", 


w,.  s=s  («; 


11 


19 


=  w     +  w     , 


11 

W        SS 
14 


C«", 


t«y'*+w 


•1. 


Wurzeln  der  Gleichung: 


.11 


—  tr**  +  2aT*"  —  3aT*  +  6»'  —  8w'  +  13tr*  +  8w*  +  5w*  +  3»'  +  2»'  +  w  +  1  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  untereinander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden,  d.  "h.  w^^  (Perioden  der  5ten  Wurzeln  wie  in  ü,  i.)  und  w^^^2u}^^  (7te 
Einheitswurzeln) : 


< 

-  2»"  +  tr,  , 

tr  tr    ""~ 
11 

Wj  +  tr 

14' 

W  OD      — 
11 

^sf  *•• 

14 

=  2c<y'  +  t»j,  , 

w  tr 

16 

=  2  +  tif^  , 

tr  tr    — 

18 

w,  +w 

9' 

tif  tIT      — 
*^1      9 

2W*®  +  m 

tv  tv 

=  tr   4-  tP,,  , 

tr  tr 
1    11 

s=    —  1  , 

^1     18 

2w"  + 

"19  '          «^l'^l9    = 

2w''  +  oTj,  ,  Wjtr,^ 

=  2u,»  +  tr„  ; 

tlf  w 

=  «fj  +  tü,, 

*1     14 

^s'^ 

tr  tr    = 

14 

2tr^, 

tIT  W 
^1     10 

=  2tr^, 

W,tF.. 

^=  2tr.  , 

tr.tj^.«  = 

2tlT,,  , 

trtr  _   = 

2ar  . , 

tr,tF.^ 

=  2tir., . 

1     IS 

9  ' 

1     10 

14  * 

1     15 

19  ' 

1     SO 

14 

Oongruenzwurzeln  med. 

p-') 

P 

tr,             tu. 

0^, 

W, 

fF* 

^^ 

0^« 

tp,- 

w             w 

m 

1                1 

s 

4 

6 

8 

9 

11 

It                    18 

29 

—     4       —     1 

+     9 

—  13 

—     9 

+  13 

+     7 

+     4 

-7+6 

239 

+106       —  67 

—  89 

4-  94 

+  73 

+  36 

+  13 

—  92 

+  66      —118 

379 

+153       +118 

—  31 

—110 

+  16 

+101 

+175 

—  13 

—  109      —  85 

449 

—109       —145 

—  33 

—  68 

+155 

+  84 

—  31 

+  29 

—173       +  73 

669 

+148       +  38 

+113 

—  36 

P 
29 
239 
379 
449 
659 

+224 

«^19 

+     1 
—109 
—106 
+  96 
+  62 

—203 

"l4 

—  5 
+  79 

—  107 
+123 
+239 

+232 

—196 

—236       +284 

*)    Hier  iat  v,    völlig  bestimmt  dareh  w^w^^  ^w^^  (mod.j))  oder  als  gemeinschaftliche 
VTunel  der  beiden  Congmenzensjsteme : 

Wj+tTg    =   —  w"l 
so  I  > 

tWjOFg    =    —  W      J 

Vgl.  X  =  5  und  X  =  7. 

28 


w   -4-  tu   +  w   +  tr   +  w     +  tr      —  ^  w 


*^l  ^4  "^9  ^8  "^14  "^19 


=  12  +  8tü,  u. 


s.  w.    J 


(mod.  p). 
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/(wj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P 

29 
239 
379 


1  —  w  — 
i 

l  +  w.  — 


A^,) 


1  8  ^^       19  J4 

07, 


11 


p  /K) 

449       1  —  Wj  +  tp^  —  Wj  -4-  ^3  -4-  w^g 
659       1  4-  w,  +  tr^  -f-  w,  4- 


or 


13 


III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig, 

(p  =  35m +11  ,-4-1«). 

8  dreigliedrige  Perioden 


w,  =  w    -f- 


flu        -4- «        , 


aUo: 


w. 


m   -4- w" -4- w**  , 


w.  = 


w 


19 


fly*-hw'    -h«", 

W       -f"  Cü       +  flu       I 


W- 


tr. 


w 


13 


w.  =  flu'  -4-  w"  -4- 


Ctf 


IS 


1:8 


m     =   fly"  +  flü"-4- 


«", 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr'  —  w'  —  07®  +  3o7*  —  w*  +  6or*  —  4w'  —  8»4-  16  =»  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiveti, 
d.  Bu  07^,  w^^  (dreigliedrige  Perioden  der  7ten  Einheitowurzeln)  und  m^  «=  3«»^'' 
(5te  Einheitswurzeln): 


2flü**  ,        w^w^  =  —  1  -*-  «7j  , 
2üü" ,      w^w^^  =  2 ; 


30Tj  ,  ^i^jg    =    307^  . 


< 

— 

-«,'  + 

«X,, 

tr  o7 

=    -  W"  +  «T,  , 

»r^w, 

16 

s= 

2(u', 

07  07 
18 

=  -(«"-hw„, 

"»"t. 

W   CT 
16 

s= 

2«,«, 

07  07 
11» 

=  ^«"4-w,; 

17 

— 

3<r,, 

l"^14 

"     1»  » 

07  07 
l     91 
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n  =  35 
Congruenzwurzeln  mod.  p.  •) 


p 

1 

«^s 

«^1 

w 

4 

«^6 

«^» 

tXT 

«'if 

11 

—  1 

4-  2 

-h  1 

—  3 

+  3 

—  4 

+  5 

—  2 

151 

H-  29 

—  53 

-h  37 

+  44 

—  48 

+  50 

—  6 

—  52 

191 

—  16 

—  51 

—  30 

—  25 

—  23 

—  79 

+  58 

—  24 

331 

4-  61 

—  49 

+  54 

—  68 

+146 

—118 

—101 

+  76 

401 

—189 

+  26 

—185 

+  48 

+117 

—133 

+  3 

—  87 

431 

—111 

—201 

+   15 

+  54 

+  16 

—131 

—204 

+132 

541 

—  82 

—  88 

-h209 

+123 

+  44 

+104 

—  52 

—247 

571 

+  35 

-1-276 

-1-120 

+135 

+  55 

+284 

+189 

+  49 

641 

—161 

-1-287 

—134 

—101 

—311 

+213 

—  3 

+211 

751 

+S15 

+168 

-♦-152 

—  73 

+144 

—232 

+123 

+255 

831 

+  89 

—  33 

+398 

—387 

—227 

+372 

—128 

—  83 

991 

—263 

—468 

—251 

—279 

+103 

+  54 

—367 

+471 

y(aT^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


11  l+aTj 

151  1+tFj—    tTj, 

191  l— Wg—  Wj^ 

331  1— Wj- 2aT^  '"''i» 


401  1+  Wj— Wj  +w„ 

431  1+  w,— w^ 

641  l+2tr^+aTjj 

671  l—  «r^- Wg  +"^11 


P  /(«r,) 

641       2—    tTj+TTj^ 

751     l+2aTj+tF^  +trj 

821     1 —  W- — w,  — tr.  — ar.+oT 

1  #  4  O  , 


991     1+  w^—w^^—w 


11 


19 


*)    Hier  ist  iv,  v61lig  I>e8tiiiiiiit  durch  ar,u>i*  =  07,^  (mod.  p)  oder  al«  die  gemeinschaft- 
liche Wurzel  der  beldeti  CongntencensTsteme  (Sammenzeichen  wie  oben  II,  1.): 


tr.  +  tP    +  W    +  07      2=    —  tTjj 


ff  • 


^1     >     «^,     I    O^ 


,,«-,)  =  -!  + 
<r,)  =  -3- 


TT 

a 


w. 


w. 


w      w      ^        2  +  3n7 


Vgl.  die  Congmeni wurzeln  bei  X  s=  5  und  X  =  7. 


tr^  +  w,  =  -    «"I 


28« 
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n  =  35 
IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 

6  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     p  =^  35w  —  8  ,  +  13  ;        w^  «  w»"  +  «-*'  +  to"*'*  +  w"'' ,     also 


OT. 


w. 


w. 


=   W    +C(ü'^  +  «"  +  »", 
=  #;•  +  «"  +  w"  +  Ol*    , 

=    01+«       +W       +C(Ü       , 


W,  =    W* 

W^  =    6Ü* 

«T  =    W" 
18 


.19 


sa 


SS 


+  Du"  +  tu"  +  «'•  , 


«"  +  «•* 


ta> 


.11 


IS 


.»♦. 


tti        +  Oü        +  ftü        5 


Wurzeln  der  Gleichung: 

IT«  —  CT*  +  8»*  —  8w*  +  92aj'  —  22w  +  29  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiTen, 
d.  h.  tr,  =  2(0)*  +  flu") ,  w,^  =  2(fltf"  +  w") ,  Wjj  =  2(flü"  +  oü")  (zwei^edrige 
Perioden  der  7ten  Einheitswurzeln),  w&hrend  w^^  =  —  i  nicht  in  Betracht  kommt: 

TTj   =  —  2  +  tTj  +  tr j  , 


13  «'j  -I-  **',  -f-  Wjj  -1-  Wji 


»lOTj    =    Wj  +  Wj  +  Wg  + 


v 


18 »  «^i«^6  =  3  -  itr^  (oder  3  -  ÄJ , 

w^ar,  =  w,  +  w,  +  tr^  +  w^^ ,  w^oT^,  =07^  +  07^  +  w^^  +  w,,  ; 

WjWj  =  2(wg  +  w,j)  ,  WjW^^  =  2(aT,  +  tr,)  ,  w^w^^  =  —  2  +  2a7,  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


13 

^1 
+  2 

w 
j 

—  1 

^1 
+  2 

^6 

+  3 

«^9 

+  4 

+  4 

83 

—  20 

—  33 

—  18 

—  37 

+  23 

+  3 

97 

+  6 

—  12 

—  83 

—  36 

—  13 

—  8 

167 

—  12 

—  59 

—  74 

+  57 

+  40 

+  49 

223 

+  35 

—  87 

—  72 

+  96 

+  99 

—  70 

293 

+  9 

+115 

+120 

—  63 

—  99 

—  81 

307 

+111 

+  91 

+  74 

+133 

—  67 

—  84 

433 

—  145 

—174 

—156 

+200 

+182 

+  94 

503 

+115 

—  73 

—193 

+244 

—  38 

—  54 

587 

+  58 

—  30 

+  12 

—262 

+  93 

+130 

643 

—  58 

+111 

—  47 

—166 

—131 

+292 

727 

797 
853 

—  98 
+  96 
—135 

—155 
+251 
—233 

+318 
—  31 
—200 

+360 
—358 
+359 

+114 
—351 
+386 

+189 
+894 
—176 

937 

+299 

+178 

+270 

—414 

—283 

—  49 

*)    Hier  ist  tVj  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congmenzensystems 
«Tj  +  tr^  =  —  (oü"  +  w")  ,  w^m^  =  3  —  (w*  +  w*®)     mod.  p ; 

die  Congmenzwnrzeln  f&r  w>*  +  w><^  oder  ^ar,^  u.  s.  w.  stehen  bei  X  ==  7,  />  ==  7m —  1. 
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n  =  35 
/((tJ,  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 
haben  die  Form  /(w ,  ar^),  die  hier  nicht  näher  ermittelt  ist.  ~  Normen : 

N(l  H-  «r,)  =  N(w^-^w^)  ==  N(w^  -  Wj,)  =  7  .  13  ;        2\r(3  -  w„)  =  13  .  83  ; 
N(l  —  w)  =  29 ,  N(2  H-  w)  =  449 . 


IV,  2.     p  ==  3&m+8,  — 13;         tü^  =  «•'  +  <«•'■ +  »"••'  + w""''  =  —w**'', 

d.  h.  hier  reduciren  sich   die  primitiven  Perioden  auf  die   7ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nämlich: 

43,     113,     127,     197,     337,     463,     547,     617,     673,     743,     757,     827,     883,     953,     967, 

haben  daher   keine  andern  Primfactoren    als   die  aus  den  7ten  Einheitswurzeln 
(>  SB  7 ,  p  =r  7m  + 1),  welche  auch  hier  complexe  Primzahlen  sind. 


V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     p  =  35m  —  11 ,  —  16  ;        w^  =s  cw''  4-  ew""''  -i-  w"''  H-  w"''  -i-  w"''  +  w""''    also : 
Wj  =  «   4-  w'*  +  w"  -i-  üü"  -+-  w**  +  w"  ,         tr^  =  w*  +  w"  +  w"  +  w"  -h  w**  +  w*   , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  W*  —  907*  +  9w  +  11    =   0  , 

mit   den  fundamentalen  Relationen   unter    einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  den  Perioden  der  5ten  Wurzeln     w^  =  3((ü'  +  w'*) ,       w^^  =  3(w"  -h  w") , 
während  w^,.  »  —  i  nicht  in  Betracht  kommt: 


J  =  4  -h  tF,  4-  207^  *)  ,  07^07,  =  1  4-  Wj  4-  Wj^  ,  WjW^  =  —  34-  |tFy , 

jtr,  =  1  H-  07,  4-  Wy ;  WjWy  =  3(o7^  4-  w,) ,  ^1^14  =  —  3  H-  3oTj  . 


w 
w 


*)     Oder  =  .4  4-  tr,  —  w'  —  «"  . 
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n  =>  35 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

19 

«^1 
—  2 

—     8 

«^4 

+     7 

+     4 

P 
479 

+  74 

"^2 

—180 

^4 

+156 

—  48 

69 

-f-ll 

+  10 

+  15 

+  24 

609 

—103 

—158 

+226 

+  87 

89 

—25 

—  16 

+  35 

+     7 

619 

—  61 

+  14 

+294 

—966 

199 

—34 

—  80 

+  96 

+  19 

719 

—172 

—  40 

—217 

—289 

229 

—  6 

+  35 

+  88 

+113 

829 

—  68 

—234 

+154 

+139 

269 

+27 

—  60 

+  46 

—  11 

859 

—  63 

+  79 

+330 

—355 

409 

+48 

—104 

+  82 

—  25 

929 

—  39 

+281 

+  70 

—311 

439 

—36 

—113 

+106 

+  44 

/K). 

Primfactoren  der  Primzahlen 

P- 

m-^) 

=  -1>. 

P 

A^,) 

P 

/K) 

P 

/(w,) 

19 

2+  tp, 

269 

5 —  w^ — 2Wg 

619 

3+2Wj+2w^ 

59 

1—    ^1+    «Tj 

409 

2+  ti7j+2w, 

719 

4+2w^+  w. 

89 

2+  trj+2aTj 

439 

2+3trj+  w^ 

829 

6+3Wj+2w^— w^ 

199 

4 —  w  — 2tp 

1              8 

479 

7+2aTj—  w^ 

859 

l+3Wj+2w, 

229 

3+2tFj 

509 

4+  OTj-  Wj+2op^ 

929 

4+3w, 

or. 


«>. 


V,  2.     p  =  35m  +  4 ,  +  9 ;        or^  =»  w*'  +  w*''  +  w**^ 
=s  oü    +w*    +w"  +  w" +»"  +  ««•   , 
=^  c*.'  +  0,"  +  0)*'  +  u;"  +  c«"  +  w"  , 


M 


-ir 


.Hr 


»r 


+  «"''  +  w•^ 


tr. 


öü'  +  ft;*     ^.  ft;"  4- 4«;"  +  ft;»' + 


fitf 


IS 


Wg    n=    Oü*  +  W»*  -f.  («;*•  +  «»*  +  «•* 


Ctf 


l». 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  w'  +  5«r'  +  2w  +  4  -c  0 ; 

mit   den  fundamentalen  Relationen   unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiTeo, 
d.  h.  den  dreigliedrigen  Perioden  der  7ten 

oTj  ==  2(c«*  +  w"  +  oü'^) ,  Wj,  «  2(«"  +  w"  +  üü»»)  und  den  zweiglie- 

drigen der  5  ten  Einheitswurzeln    w^  =  3(w'  +  tu") ,       w^^  =  3(w"  +  w**) : 

J  =^  —  2  +  Wj  +  2tFj  +  Wj  ,     tTjOTj  5=  1  —  ^Wj  ,       WjW^  =  —  2  ,         tr^tr^  =  4  +  |wy  ; 


77 


*)     Hier  ist  tr,  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congmenzensystems : 


14 


37^  +  ar^   =  —  Ä'     — 


ou 


Sl 


»1»^  =  —  3  +  2(w'  +  »••)    nod.  p.    Vgl.  X  =«  5. 
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n  = 

=  35 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P.*) 

79 

w 
1 

—     5 

+  18 

+  32 

+  35 

p 

569 

w 
1 

-M70 

+     9 

tr 

3 

—241 

tr 
c 

+  63 

109 

+    3 

+  27 

—  37 

+     8 

699 

+255 

—125 

+101 

—230 

149 

—  65 

—  69 

+  19 

—  63 

709 

—137 

+244 

+295 

+308 

179 

—  67 

—  58 

—  16 

—  37 

739 

—287 

—324 

+206 

—333 

359 

-i-  32 

+  97 

4-167 

+  74 

809 

+  17 

+134 

+333 

+326 

389 

+132 

—  39 

—112 

4-  20 

919 

—188 

—404 

+  88 

—414 

499 

—231 

—116 

—108 

—  43 

y^oTj),  Prunfactoren  der  Primzahlen  p. 


79  1— 2aTj+  tPg 

109  3—  w^ 

149  2+  Wj—  w^ 
179  Wj+  Wj— 2w^ 

369  1— 2a7j— 4Wg 


P  A^,) 

389  1—  Wj— StTg 

499  1—  a7j+2aTj 

569  4— 3tFj—  JT^ 

599  5—  07^-20-^ 


p 

A^O 

709 

3— 3aTj+  tTj 

739 

3—  a7j+2trj 

809 

2+  Wj+3a7j— tr 

919 

3+  a7,-2tr,^ 

V,  3.     p  =»  35m  —  4,-9;         tr^  =  w*"  +  w"*''  +  w"''  +  w*''  +  w"''  +  t«-'''  =  —  u.-"^ . 

d«  h.  hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die   5ten  Einheitswurzela, 
und  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nämlich : 

31,     61,     101,     131,    241,     271,     311,     521,     661,     691,     761,     941, 

keine   anderen  Primfactoren ,    als   die    aus   den    5ten  Einheitswurzeln    (X  =  5, 
p  SS  6m  + 1) ,  welche  auch  hier  complexe  Primzahlen  sind. 


^     Hier  ist  tv,  die  gemeinschaftliche  Wanel  der  beiden  Congmenzensysteme : 
x^  +  tr,  r=  _  (w" -4- oü««  +  w")    (oder  -itr^j),  «TjOT,  =  1-    (t^*  +  u;'^  +  O 


w,  +  07^  =  —  (w"  +  w") 


(oder  —  ^t»j J ,  (TjtTj  =  4  +  2(to;'  +  üü*") 


} 


mod.  />• 


Vgl.  wegen  der  Congmentwarzefai  X  =s  5   and  X  =  7.    Übrigens  ist  tv,    aacb  TÖllig  bestimmt  durch 

eiae  der  beiden  linearen  Congmenten: 

^^„^  =  4(»i*  +  üü»*) ,     w^w^  =  —  3(u;"  +  w"  +  w")  (»od.  j>). 
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w        » 


n  »  35 

VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig, 
2  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  FäUen: 

VI,  1.     p  =  35m  —  2  ,  H-  3 ,  +  12  ,  4- 17  ; 

X,.  =  £,'"  -f-  ft.-'*-  -f-  flt;*'^  -h  :«-"•  H-  *'«'•  +  tt'»'-  H-  üü-*'-  H-  o,"''  4-  ot""  H-  et-"''  +  («•'  • 

also :     w,  =  w   H-  Qu"  4-  w*  -H  w''  H-  w"  -h  w'  +  w'*  +  w"  -h  w"  -+-  cw"  4-  w*   4-  w"  , 
Wj  =  oü'  -h  w"  4-  tt,"  H-  üü"  4-  to"  H-  «y*  +  »"  4-  »**  4-  w"  4-  w"  -h  «"  4-  w**  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w'  —  w  -h  9  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


tr' 
1 

=  -  9  4-  tü^ , 

oPjWj  =s  4-  9  . 

(Nichtprimitive  kommeD 

nicht  vor). 

Congruenzwurzeln  med.  p.^) 

V 
3 

1 
1 

0 

P 
257 

108     —107 

P       tr^        TT, 
523       40     —  39 

P 
733 

156 

—165 

17 

4 

—     6 

283 

38     —  37 

563       86     —  85 

773 

74 

—  73 

47 

12 

—  11 

313 

31     —  30 

577       42     —  41 

787 

49 

—  48 

73 

15 

—  14 

353 

161     —160 

593     127     —126 

857 

353 

—352 

103 

23 

—  22 

367 

100     —  99 

607     142     —141 

887 

52 

—  51 

157 

22 

—  21 

383 

71     —  70 

647     251     —250 

983 

233 

—232 

173 

76 

—  75 

397 

182     —181 

677     207     —206 

997 

295 

—294 

227 

87 

—  86 

467 

172     —171 

Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben   die  Fonn  /(w ,  v  J.   —  Für   alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p  gibt    es 

complexe  Zahlen  <(>(wi),  so  dass  Nil>(w^)  =  3p.  *^ 


P        4,(m^) 

P 

*w 

P 

K^,) 

P        *K) 

P 

K^^) 

3                      tTj 

173 

214-2aTj 

367 

33— 4aTj 

577     42—     a7j 

773 

33-l-lOflrj 

17       6H-  tü^ 

227 

24-507, 

383 

33— 5aTj 

593     42—  5orj 

787 

484-     tr^ 

47     12—  tFj 

257 

15H-7ti7j 

397 

33+207^ 

607     39-h  4o7j 

857 

51—  5Wj 

73     15—  OTj 

283 

21— 8Wj 

467 

33—807, 

647     39H-  5tFj 

887 

514-     Wj 

103     15— 4aT^ 

313 

304-  w, 

523 

39-1-  w. 

677     39— lOWj 

983 

514-  4aT^ 

157     2H-  w^ 

353 

33— 207, 

563 

39— 7o7j 

733     42H-  507, 

997 

51— lOtp^ 

*)     Hier  ist  07|  diejenige  der  beiden  Congruenzwurzeln,  welche  >0  und  <  -^p  ist. 
**)     Sie  haben  alle  die  Form  J^a-i^bm^  und  ^^1)*^^^  «»364-007,  ist  eine  zweite  com- 
plexe Zahl,  welche  die  gleiche  Norm  3p  hat. 


f 
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n  »  35 
VI,  2,     p  ^  35m  +  2  ,  —  3  ,  —  12  ,  —  17  ; 

d.  h.  hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  dreigliedrigen  Perioden 
der  7ten  Einheitswurzeln,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

2,       23,       37,       53,       67,     107,     137,     163,     193,     233,     263,     277,     317,     347, 
373,     443,     467,     487,     557,     613,     653,     683,     823,     863,     877,     907,     947,     977, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  der  zum  Exponenten  3 
gehörigen  Primzahlen  bei  X  =  7 . 


n  =  39 
I.     ^  =  39m -M. 

12  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

vermöge  derselben,  oder  vermöge  der  beiden  Gleichungen: 

lassen    sich    die    nichtprimitiven,    d.  h.  die    13teu   und  die  3ten  Einheitswurzeln, 
durch  die  primitiven  ausdrücken. 


29 
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p 

79 
157 
313 
541 
859 
937 


—  28 

—  57 

—  57 
-hl99 
—193 
—366 


—  6 

—  48 
-f-119 
-f-217 
+312 

—  35 


n  =  39 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


36 
—  51 

-f-  76 
-f-  47 
H-277 
H-288 


-f-  19 
—  76 
50 
54 
—203 
—464 


ÜÜ 


(ßj 


—  35  -f-  32 

-f-  37  —  68 

-h     3  4-142 

-f-231  4-  21 

+230  -f-278 

+311  —449 


0," 

—  34 

—  33 

—  4 

+181 

—  23 
—214 


.11 


w 
+     4 

—  3 

—  85 

—  83 
+144 
—384 


ÜÜ 


.14 


U) 


16 


U) 


IT 


—  39  —     3  +     5 

—  44  +71  +35 
+  9  +132  —  12 
—245  —106  +239 
—358  —  26  —136 
+210  +146  —  27 


P 

79 
157 
313 
541 
859 
937 


—  30 
+  47 
+137 

—  102 
—341 
+     8 


w 

—  29 

—  10 
+  16 

—  59 
—330 
—117 


ÜÜ 


93 


(*) 


33 


+  16  +26 
+  9—42 
+  26  +83 
—222     +129 


120     +  33 
+347     +430 


+     2 

—  25 
—139 
+  96 

—  12 

—  58 


U) 


38 


U) 


39 


(fi 


tl 


4-20  —     7—37 

+  52  +19     +30 

+  81  +78     —108 

—145  +136     —  26 

+173  +112     —275 

+  61  +162     —  48 


9 
17 
—  104 
—251 
—183 
—235 


+  25 
—  31 
+144 
+233 
—402 
—208 


+  11 

+  40 

—  70 

—  128 
+276 
+231 


P 

79 
157 
313 
541 
859 
937 


13 
—  36 
+121 
+121 
+212 
+348 


0." 

31 

+  11 
—  11 

+  11 
+316 
64 


•)     Die  Congruenzwurzeln    mod.  p^    können    auf  die    Form  a-^-hp    gebracht   werden,    die 
Werthe  von  a  giebt  vorstehende  Tafel,  die  von  h  die  folgende  für  3  der  obigen  Primzahlen: 


P 

79 
313 
859 


w 


U) 


U) 


Ut) 


U) 


u; 


(*) 


10 


(*) 


11 


ÜD 


14 


U) 


16 


—  38 

—  50 
+272 


—  34 
—145 
+377 


.   33 

ÜJ 

31 
20 
—289 


.   33 

—  35 

—  2 
+133 


+  38 
+  35 
+287 


,    28 

10 

+  11 

—321 


39 


31 
+138 
+  51 


37 

48 
+242 


+  24 

0 

+  173 


+  21 
—  78 
—268 


P 

79 
313 
859 


+  12 

—  87 

—  95 


.38 


0 
+  132 
+175 


ttj 


17 


79  +  8+36—37—32  +  6+38—26  —  6  —  9  —  4+10 
313  +  56  —114  +144  +103  +  3  —  4—21+35+18  —133  —  75 
859     +417     —286     +321     +236     +189     +110     —419     —  16     +243     +261     —220 


0," 

—  2 

—  36 
+  145 


Für  die  nichtprimitiven  Wurzeln  stehen  die  Congruenzwurzeln  mod.  p  bei  X  «=  3  und  X  ss  13. 
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n  =  39 
^c»;),  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  wirklich  für  zwei  der  obigen  Primzahlen  p^  nämlich: 


157     u.' —  üL-' +  £*;''* 


P  /(et) 

541     to— w*  — w" 


Die  übrigen  vier  haben  ideale  Primfactoren,  deren  zweite  Potenzen /^(u;) 

wirklich  sind:*) 

P  f\^) 

79  1       H-w*    +w" 
313       w' H- ot,^^  -  o;"  -  ct. "-h  0." 

859  1      -  w"  -  c«"  -  t..^^- er."-    c.-"  -  a'«  - 'x" 

937  2c«'  -  Oü*    +  c«*    -  c/  +  a-«  -  2c«^*^  +  o."  -  c«**  +  c'*'  -  oü"  +  :«"  -  c"  +  2>,-'*  -  2«; 


37 


n.    j;  zum  Exponenten  2  gehörig; 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,   1.     p  =  39»*— 1;         tr^  =  w^'  +  o;"'*, 

woraus  die  Ausdrücke  der  12  primitiven  Perioden 

0^3,     tr^,     OTj,     oTy,     iTg,     tr^jj,     tTjj,     tr^^,     or^^ ,     oy^^ ,     tr^^ 

von  selbst  sich  ergeben ;  ihre  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.h.  den  zweigliedrigen  Perioden  ^, ,  tr^ ,  tr^,  w^^,  w^j,  w^^  der  13ten  Ein- 
heitswurzeln (während  Wj,^  ==  —  i),  sind  in  der  Formel  begriffen  m^Wj^  =  trjt.j  4-  tr^+j. 


•)     Für  p  =  859  und  p  =  937  sind  die/'M  mittelst  der  Normen  berechnet: 
JV(1  —  w  4-  to")  =  79  .  859  ,  N(l  —  cü*  -H  c«")  =  79  .  937  . 

29* 
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n  =  39 
Congruenzwurzeln  mod.  ^.*) 

P               QT                 07                  W                  07                 W-                QT                 07                  QT  QT  QT  flff   ^ 

X-                                       Wj                                      «.j                                          W^                                         Wj                                       Wy                                         Wj                                     Wj^                                 Wjj  Wj^  Wj^  Wjy 

233     —     9+79—32     +     5—68—94+23-1-44—38—20+70 

311     +  13     —144     —103     —  76     +  78-    +  33     —135     +  71  —138  +154  +  63 

389     —143     —170     +112     —  13     —  70     +94     +167     —     6  —159  —113  +  34 

467     +     8     +  62     +106     —107     —117     +  26     —228     +128  +144  +207  +  36 

701     +100     +184     +206     +197     —278     —327     +252     +140  +172  —326  —  30 

857     —  57     —181     +193     +  50     +287     +396     —  73     —404  +95  —   17  +384 


p 

233 

+  61 

311 

—  126 

389 

—121 

467 

—145 

701 

—289 

857 

+185 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     ^/(j^i)  =  —  j?. 

701     l+tr,- Wj^ 

857     l+Wy+tTjy+Wjj 


P  /K)  P  /(tr^) 

233  o^i+^'iT— «^,9  389  l+w^+w^g 

311     1— w,— ay,^+(r,^  467  1+m  +tF^ 

1  14  19  4  9 


II,  2.    ^  =  39m— 14;     w^  =  w  -|-c«ü"^*'",  also  die  primitiven  w: 

07^    5=    w  +  w'*  ,  OTj    =5    Üü'  +  &Ü^*  ,  W^    e=    w*  +  üu'*  ,  (Tj    «=    W*  +  W*  , 

Wy    =    w'  +  tr"  ,  OTj^    =    W*®  +  w"  ,  OTj^    =:    w"  +  w"  ,  W^^    «    w"  +  «ü"  , 

OT,^    =    w'^  +  «"  ,  07,,    =r    w"  +  W"  ,  «T^    =    w"  +  to"  ,  W^^    =    w"  +  w'*  , 

deren  fundamentale  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.h.  den  zweigliedrigen  der  13ten  Wurzeln  w,^  (wie  in  11,  l.)  und 
Wj,^  =  2w^*''  (dritte  Einheitswurzeln)  einem  von  den  folgenden  Typen  sich  an- 
schliessen : 

OfJ    ^    2w"  +  (T,  ,  07^07,    =    07,+  Wjj  ,  07^07^    =    «^j  +  <«'„  ,  ^^07^^    =    2  +  W^^  ; 

W  W      =    tF     -4-  tr       .  07  07        SS    2U}       +  07       S  07  07    .    =s    2q7       ,  07  IT         ^    207 

1     J  4  ^^      «8  '  11«  ^^98'  11»  14»  11«  11' 


*}     Hier  ist  w,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wnrzeln  des  Congmenzensystems 

^l  "*■  ^14   ==    "~  ^IJ  '  ^^1^14    —    ~  ^  "^  ^1$      ^™^^'  ^^' 

Vgl.  X  =  13,    wo  %  I  »»1  >  »Jj  f  »J,  I  V49  *Jj  das  ist,  was  hier  resp.  w, »  07^ ,  »i, »  W|j »  w, »  w^g  • 


229 


n==39 
Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

103 

+  40 

+  46 

«^4 

—  36 

«^5 

+  51 

+  43 

07 
10 

+  37 

07 
14 

—  14 

—  8 

^JO 

+  21 

u 

—  49 

181 

—  54 

—  63 

+  72 

+  33 

+  5 

+  88 

—  58 

+  17 

+  59 

+  61 

337 

—  92 

—  40 

—  4 

—  63 

+  155 

+  6 

+  19 

+162 

—  43 

+  94 

571 

—153 

4-218 

—  87 

—205 

—276 

+124 

—118 

+224 

+179 

—188 

727 

—175 

+256 

—  57 

—221 

+161 

—  31 

—  86 

+  80 

+399 

+  18 

883 

—424 

+320 

+181 

—117 

P 

103 
181 
337 
571 
727 
883 

—  124 

+  1 
+  10 
+105 
+  2 

—  37 
+449 

—230 

—  28 

+  12 
+  39 
+281 
—306 
—189 

+158 

+170 

—287 

+194 

*)     EUer  ist  07|  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 


07     +  07         ^=^    — 


07 


11» 


07  07 
1     14 


^  2  +  07,.     (mod.  p) 


15 


und  des  Systems  von  6  CoDgraenzen,  deren  erste: 

07.  +  07     +  07-  +  07 


07       -4-  07         ^^^    —  (D 
J8  ^^  ^81    " 


18 


(mod.  p)f 


ist,  aber  auch  vollständig  bestimmt  darch  die  lineare  Coogpruenz  m  u)      =  o7        (mod.  p).  — 
Die  Congmenzwnrzeln  mod.  p',  d.  h.  die  Werthe  von  6  in  der  Form  a  +  6p  (die  von  a  sind  in  obi- 
ger Tafel  enthalten)  sind  für  2  der  Primzahlen  p  folgende: 


w. 


07. 


07. 


07, 


W. 


07. 


07, 


07, 


07. 


W, 


t  4  »  T  10  14  IT  JO 

337       ^  47       +107       +  11       +108       +42       +25       +144       +     5       +159 

571       —226       —254       —  98       +147       —  17       +118       +  22       —178       —190       +273 


SS 

80 


w. 


07. 


SS  81 

337       —115       +154 
571       —240       +  72 
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M==39 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p  sind  für  die  beiden  ersten  wirklich: 

p  =  103,        /(trj  =  l-tr„;         p  =  181,        /(tr,)  ==   1  -  tr^  -  tr^  -  tr^^  . 

Für  die  übrigen  sind  sie  ideal,  in  zweiter  Potenz  wirklich,  z.B. 

p  =  337  ,        f(wj  =   l  -h    tr^  -f-  tr^  -    tr^  +    tr^^  -      tr,,  ; 

;;  =  727  ,        f(w;)  =  3  -  9x^  -  TT,  -  9tr^  -  öor^    -  12tr^^  -  2tr^^  +  aT„  -  7tr„  -  9tr„»)  . 

n,  3.     p  =  39/rt+l4;     w^  =  oü'' -h  w^*'"  ==  —  w'^'', 

d.  h.   hier  reduciren   sich   die  primitiven  Perioden  auf  die  13ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nämlich: 

53,     131,     443,     521,     599,     677,     839,     911, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren,   als  die  aus  den  13ten  Einheitswurzeln 
(X  =  13,  p  =.  13m  4-1),    welche    auch    hier  complexe  Primzahlen  sind. 


III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig, 
(p  =  39/n-f- 16  ,  —  17). 

8  dreiÄÜedrise  Perioden 

tr^  =  w''  +  cy^®''  +  w"^^'' ,        also 

die  primitiven  tr,  deren  Product  ri(tr)  =  9  ist  (oder  N(rr)  =  9)  : 

(Tj  =  cü  4-  uj^^  4-  oü"  ,  tr.j  =  et''  -h  w'^  -f-  üü^  ,  tr^   =  w*  -f.  cy"  -h  w^^  , 

tr^   =  oü^  4-  c"  +  c."  ,  tr^  =  0.-«  -h  uj''  -h  c,.*°  ,  tr^^  ==  u,"  +  w"  +  «"  , 

unter  deren  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  den  dreigliedrigen  Perioden  w^^  der  13ten  Einheitswurzeln  und  den  3ten 
Einheitswurzeln  tr^j^  =  3u;"'',  folgende  typisch  sind: 

tTjtr^  =  3w'^  4-  Wj  4-  Wg  , 

TT   CT         =    3  4-  W     -^  W        l 

TT  TT      =  3w      4-  tr    4-  tF      : 


tr' 

—  a7j4-2a?jy  , 

tr  tr 

12 

— 

^3  +  ^6  +  ^21 

=    °^8  +  ^14  +  ^17  ' 

«^1^14 

— 

^6  +  2^12  ' 

^1^3 

—  2tr    4-  tr 

4  ^^  "^J9  » 

^1^6 

= 

^1  +  ^7+^19' 

^I^IS 

r-  3tr     , 

14  » 

tr  w 

1     26 

r= 

3tr,. 

*)     Letzterer  ist  aus  den  beiden  folgenden  Normen  durch  die  Divisionsmethode  hergeleitet: 
iV(l  4-207,  -hw^)  =  79.727,  A'(l  4- 2»»«  4- W4  4- w,^  4-0^3,)  =  79».  —      Femer  ist 

A'(2  — tr^g)  =  25.571,         A'(l  +  w^  —  w^  ^2Wij)  =  25.883  und  (mod.  p^) 
A^(l  —  tüj — tTy — -^^lo  +  ^M — ^2»  —  2tir2g)  =   13.25.5712. 
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n  =  39 


Congruenzwurzeln  med.  p.*),  resp.  med.  p^  (ftlr  p  =  6i,2li). 


p 

61 
139 

—124-  5p 
—  22 

-.124-20p 
—  Gl 

4 

4-  64-15p 

4-  28 

4- 84-2 8p 
—  9 

^8 

—  18— 28p 
—  30 

^14 

4-27—  18p 
4-  49 

211 
367 

4-934-31p 
4-  16 

— 394-32p 
—150 

4-48— 83p 
—  33 

— 24-63p 
4-  73 

4-304-59p 
4-107 

4-82— 105p 
4-124 

373 

4-186 

4-156 

—  139 

4-115 

—  164 

—  142 

523 

4-259 

4-215 

—236 

—  43 

4-  35 

—  150 

601 

4-  35 

4-197 

—229 

4-287 

4-277 

4-239 

607 

—  37 

—253 

4-  53 

—  193 

4-139 

4-121 

757 

—  4 

—  139 

4-101 

—231 

—  181 

—  108 

919 

4-  72 

—273 

4-132 

—  21 

—  173 

4-  68 

991 

4-269 

—389 

P 
61 
139 
211 
367 
373 
523 
601 
607 
757 
919 
991 

—293 

4-17-  8p 

4-  64 
—87— 65p 

—  164 
4-  62 

—  39 

—  87 
4-204 
—301 
4-431 
—292 

4-491 

19 

—  15— 14p 

—  18 
4-874-68p 

4-  28 

—  73 

—  40 

—  117 

—  33 
4-107 
—235 
—353 

—478 

4-  55 

X^i)?  Primfactorcn  der  Primzahlen  p. 

Wirklich  «ind  die  Primfactoreu  y][acrj)  für  folgende  Primzahlen  p: 


p 

/(^i) 

139 

1  +  ^1-^4  +^,4 

367 

2  —  BT  —  W   —  W 

%              14      19 

523 
607 


A^,) 


1  —  tr     4-  tr 

1  4-  tF.    4-  tr_    4-  tr, 


P 
091 


1+  ^4-^^17 


*)     Hier  ist  w,   die  gemeinschaftliche  Wurzel  zweier  Congnienzensysteme: 


w 


4- tr      =   — 

1  ^^       14    — 


tr 


3  » 


w  tr 

1      14 


^  tr,  4-2x,„     (mod.  p) 


J3 


und  eines  Systems  von  4  Congnienzen,    deren  erste   w   4-tF   4-tr   4-tr      "==  — w        (mod.  p);   ist 
aber  auch   durch  die  lineare  Congrucnz  w  m^^  ^.  w    (mod.  p)  völlig  bestimmt.  —  tr   ,  tr   ,  ar     ,  tr 


ist    hier,    was   in    X  =  13,    III. 


»7,  >  ♦?,  »  V.  *^Je8s. 
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n  =  39 

Die    übrigen    Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren ,  deren  zweite  Potenzen 

wirklich  sind,  z.  B. 

p  =  919  ,    f\w^)  =  n-  7tr,  —  (T^  +  IWj  -h  StTg  —  2Wj,  •) 


Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 

N(w^  -h  07^,  +  tTjg)  =  3  .  61  ,  N(uj^j  -h  w„)  ==  3  .  211  ,  N(l  4-  2trJ  =  3  .  373  , 

N(2  4-  tr^  —  07^  -H  07^^)  =  3  .601  ,         N(i  +  07,^  H-  ar^  J  =  3  .  757  ; 

N(i  -h  (Tj  —  07,  -h  w^  4-  2a7g  4-  Wj  J  =  9  .  61'  , 

N(l  4-  207^  4-  3aTj,  —  oy^  _  w^  4-  tr^^  H-  x^J  =  9  .  211  •*) ; 

JVw  =  9  =  iV(l  4-  w)  ,  iV(l  —  w)  =  3.13. 


IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 

6  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.    j?  =  39wi4-ö,4-8;    07^  =  »»"H- w*''4-t«~"''4-£«''',    also,  wobei  n(ti7)  =  25, 


co"  4-  0.« 


07 


j  =  cü'    +  w*®  4- w"  4- w^*  , 
^  =  w^    _^.  w»*  -f.  w"  +  w"  , 


oTjj  =  w'*  4-  tw"  +  ««"  4-  w"  ; 


07     =  ciü     4^w*    4- 
w^  =  w*    4-  w"^  4-  w"  4-  w"  , 
Wj^  =  w"  4-  w"  4-  w"  H-  üj** , 

unter  deren  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h. 
den  viergliedrigen  Perioden  07^^  der  13ten  Einheitswurzeln  (während  07^^^  =  — 9 
ist)  folgende  typisch  sind: 


trj  =  —  2  4-  2o7g  4-  Wj  , 


6  » 


r  07      =4  4-  tr.  — 
w^w^  =  tTj  4-  07^  4-  207^^ 


07^07,  =  —  1  —  TTg  4-  tr,  +  Wy 

^1^1    =    ^  —  ^T  —  ^14  ' 
l"^12    =    —  2  —  (Tg  4-  tX7„  . 


07 


*)     Hergeleitet  ans  den  Normen: 

N(i  4-  tTy  —  otJ  =  79  .  919   und  N(S  —  07^  4-  tüj  4-  tTg  4-  07^^)  =  79* 
**)     Diese  beiden  sind  aus  Congmenzen  mod.  p*  berechnet. 
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n  =  30 
Congriieuzwiirzelu  mod.  p,*) 


V 
5 

^1 
0 

+   1 

tr 

4 

—   1 

tr 

7 

—  2 

tr 

14 

—  2 

tr 
0 

47 

+  10 

—  11 

—  15 

—  18 

4-  15 

4-  20 

83 

-f-  5 

4-  36 

4-  30 

4-  16 

4-  25 

—  28 

239 

—  3 

—  60 

—  73 

—  82 

—  42 

4-  22 

281 

—  28 

4-  18 

4-  34 

—  137 

—  49 

—  118 

317 

—  104 

—  82 

4-143 

4-113 

4-141 

4-107 

359 

4-  86 

4-  -41 

—  73 

4-164 

4-113 

4-  29 

827 

—  16 

4-125 

4-337 

4-  10 

—  186 

—269 

863 

+  111 

300 

—336 

—366 

—404 

—430 

941 

—335 

4-  4 

4-158 

—280 

4-405 

4-  49 

983 

—444 

4-252 

—209 

4-  66 

—449 

—  198 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  sämmtlich  ideal  und  in  zweiter  Potenz  wirklich,  welche  ttberdiess  die  Form 
/(u',trj   hat;    nach   folgenden   Normen   —   Ni^Qr^  =  bp  —   sind    in   der  That 

alle  an  ]9  =  5  geknüpft: 


P 
5 

47 

83 

239 


4>(^i) 


tr. 


^4+^14 
2  — tIT.— 2tF. 


V 

281 
317 
359 

827 


24-trj4-  ^7-t-^23 
2— tr^4-tr^^ 
34-tr  -f-  tr  -J-tr 
3— trj4-2!rj,  4-0^23 


863 


3— 2tr 


*(^,) 


23 


941     4—  tr.. 

983     14-  tr^— tr^-try4-2trj3 

Auch  ist  iV(34-tr,)  =  8  .  239 


IV,  2. 

tr. 


p  =  39?n—  5,-8;         ^r  =  w'"4-i'^~*'*  -1- w"^*''4- w 


-8r 


also 


w 


ttj      4*  t«.      4-  iw     j 


tr. 


1  1  q  x  >t 

=  w*    4-  i>i     4-  w" 


c»; 


tr 


.10 


'J8 


10 


=  w      4-  w      4- 


.10^^       37 

£W      4-  w      , 


(r.j  =  üü"''    4- w'®  4- w^^  4-oü'' 
ur.   =  w*    4-w^*4-oü*    4-w'* 

17     ,         33     ,         35     1         20 

tr^y  =  lu     4-  £«     4-  w      4-  'M 


deren  fundamentale  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h. 
den  viergliedrigen  der  13ten  Einheitswurzeln  tr^^  (wie  in  IV,  l.)  und  den  3ten 
Einheitswurzehi  tr^^^  =  4iü"'',  die  folgenden  Typen  darbieten:  —  (auch  ist 
A»  =  1)  — 


tüj  =  4w 


36 


4-trj  4-  2trj, 


*^i^5  =  -^  +  «^,  +  2trg  ; 


^1^3  =  -\+^3» 
tr^tr,  =  —  w     4-  tTj, 

^l^S6     =    ^^13- 


^1^4    =    -^'j''  +  «^5  ' 

^i^'ii  =  4c«;     4-  2tF^  4-  OTj^  ; 


•)     Hier  ist  op,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzsystems : 


tr. 


rr 


14 


—  tr 


13 


tr 


tr       =  4  4-  tr   —  tir 

1      14      ^^^  *Z  ""t 


(mod.  /}). 


Für  p  =  5  sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  f  *  :  — 5  — 4  — 6  4-3  — 7  — 5.     Vgl.  X  =  13,  IV,  wo 
™i^  1o  >  ^i>  ^a  l>^zeiclinet  ist,  was  hier  mit  tr,,  tr^,  tr^^. 
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n  =  39 
Congnienzwurzelii  mod.  p.*) 


p 

31 

«^1 
+  8 

«^8 

+  11 

°^4 

4-  5 

«'s 
4-  14 

TT 

—  7 

IT 

4-  1 

73 

—  14 

+  10 

4-  23 

4-  34 

—  17 

—  35 

109 

4-  53 

—  41 

—  22 

—  13 

4-  33 

9 

151 

-h  34 

+  75 

—  7 

4-  31 

—  59 

—  73 

229 

H-  2 

—  112 

4-  27 

—  41 

4-106 

4-  19 

307 

+134 

4-103 

—  25 

4-  44 

—  91 

4-143 

421 

+  65 

—131 

4-111 

4-  37 

—  196 

4-115 

4C3 

+  55 

4-177 

4-114 

4-229 

—  190 

4-  79 

499 

—  70 

—  191 

4-137 

—249 

206 

4-  81 

541 

22 

4-  5 

4-  48 

4-155 

4-104 

4-252 

577 

-f-239 

—  111 

4-  28 

4-131 

4-  97 

4-194 

619 

—  43 

4-128 

—  13 

4-306 

—196 

—  181 

733 

+  53 

—333 

—  134 

—  198 

—344 

4-224 

811 

—  29 

—  51 

—294 

4-285 

4-193 

—  103 

853 

—  87 

4-414 

4-  90 

—874 

—223 

4-181 

967 

—199 

4-190 

4-151 

—215 

—  94 

4-168 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

31 
73 

1-tr^, 

14-  tTj  4-aTjy 

P 
421 

463 

1-  tr^4-tr^,-  tr^, 
24-  c?j4-trj  -+-  Wj 

P 

619 
733 

2-  a^^4.  OT^^-«7^ 

34-  tTj—  W^   — OTj 

109 

1-  rr^   -^10+ 

^IT 

499 

1— 2tr^ 

811 

1  2oT,4-  w^, 

151 

l+2w^ 

541 

34-  w  — tr  4-  tr 

853 

3-  ^1-  ^, 

229 

2—  w 

577 

2x  4-07  4-2x 

967 

2-  07,-207^^ 

307 

14-2tr„  4-aT.  4-5 

2tr_ 

*)     Hier  ist  Wy  die  gemeinschafUicbe  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 


07     4-  07       =    —  07  1 

1  ^^      5    18  l 

tTjOfj     =  4  4-  w,  4-  2o7g  J 


tTj  4-  07^  -f- 


07 


10 


ÜÜ 


07  W    4-  XP   07       4-  07      OT      —  4jiü 

14     "^       4      10  10     l     


13 


26 


tu   07  07 
1     4     10 


mod.  p. 


Vgl.  X  =  3   and  X  =3  13   (wie   in  IV,  1).     Übrigens  ist  07j    auch  völlig   bestimmt  darch  die  lio' 
Congnienx  07 jw'*  =  07, ,  (mod.  p). 
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n  =  39 

V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     |>  =  39m—  16,  +  17;         tr^  =  ü.''' -t- w"^*''*  +  w""'' 4- w"^  +  w"'* -h  a;^'^  also: 


^      . .       I     .   «3     ,     ..«2     ,     .38     ,     .16     ,     .17 


TT 


37 


.33 


^  =  o;-  4-  oü'    H-  w"    +  a»  •  4-  w     +  oü 


34 


w^  ==  «*  4-  w"  4-  c^-'°  4-  tt"  4-  a'"  4-  a"  ,         tr^  =  a-^  4-  ^''  4-  c«'''°  4-  ou'*  +  u;"  H-  o.."  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr*  — tr^  —  1107^4- 17tr4-3  =  0, 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiveu, 
Perioden,  d.  h.  den  sechsgliedrigen  tr^^  der  1 3 tcn  Einheitswurzeln  —  (^ijr  =  —  3 
kommt  nicht  in  Betracht)  — 


w\  =  6  4-  2arg  H-  2«-^  4-  tr^  , 

w  w    =  —  1  -^  tr   : 
18  *    "^  "■«  » 


tTjtTj  =  2trg  4-  tTg  , 

tr^tTj  =  —  2  —  2trj  —  tr.^ , 


WjtXT^  =  —34-  2(rj  , 
or^tTg  =   1  4-  tTj  4-  tp.^  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

17 

4-     2 

«'s 
4-     4 

^4 

—     6 

^8 

4-     1 

563 

1 
4-110 

4-  28 

^4 

4-184 

tr 

8 

4-242 

23 

4-     3 

—     8 

—   11 

6 

569 

—  13 

4-  66 

—209 

4-157 

101 

4-  38 

—  16 

4-  46 

4-  34 

641 

—   11 

4-  94 

—287 

4-205 

173 

—     8 

—  19 

—  31 

4-  59 

647 

4-  15 

4-241 

—  40 

—215 

179 

4-  75 

—  52 

—  88 

4-  66 

719 

4-100 

4-112 

—291 

4-  80 

251 

4-  60 

4-   16 

—   87 

-F   12 

797 

—  32 

—  70 

—188 

4-291 

257 

—  22 

—  19 

—  92 

—  123 

881 

—  69 

4-277 

—265 

4-  58 

491 

4-140 

—  192 

—  206 

—232 

953 

4-431 

4-119 

4-469 

—  65 

^tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p\  ^f(y^^  =  ^p. 


p 

/(tTj) 

P 

/(tr,) 

P 

/(tr,) 

17 

1-tr, 

257 

34-    tTj—    tTg 

647 

2-3trg 

23 

tTj—  trj4-tr^ 

491 

54-2trj—  tr^ 

719 

34-4trj—  tTj 

101 

2trj4-2tF^H-trg 

563 

5— 3!rj— 23rg 

797 

6— 2tr^4-  tTj 

173 

3—207^4-  tTj 

569 

14-2trj— 2trj4-trg 

881 

5-  trj4-  Wj 

179 

tr  — 2tij" 

1              2 

641 

54-3Xjj+  (T^ 

953 

34-  Wj4-3tr^ 

251 

4-  trj,4-  tTg 

tr. 


— 2tr. 


tr. 


*)     Hier  ist  tTj   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensjrstems 


1  ^^       4     


tr^tr^   =—34-  2trj     (mod.  p). 
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n  =  39 


V,  2.    p  =:  39m  +  4  ,  +  10  ;     tr^  =  w'"  +  u;*'*  +  w^^'"  +  a"^^'"  +  w""*" 


ot; 


lOr 


Wurzeln  der  Gleichung: 


10 
31 


11 


also: 


tr     =  'ji'^    +£«'    +  :»j'^  +  w^^  +  w*    4-to'^, 


TT*  —  07*  +  4tr'''  4-  3x  +  9  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  nuter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven 
Perioden,  d.  h.  den  sechsgliedrigen  tr^^  (wie  in  V,  i.)  der  13ten  Einheitswurzeln 
und  den  3ten  Einheitswurzeln  tr^,^  =  ßw"'": 


tr 
1 

tr  tr 

13 


=  4c«;      +  tTj  ,  ^1^2   ^^ 

=  4:t<"  +  tr^  , 


tr  tr     ^ 

16 


-3, 

—  3! 


1.1 


tr  OT^  =  —  3oü 


:i6 


tr 


tr  tJT      s^  6tF     • 

1      13  14  » 


X  s=    4  -+-  IT     2 

1      14  '  ^^  ^j  > 

t27   tP  ^=    OtF     • 

1      26  3  • 


Congruenzwurzeln  mod.  p.,  resp.  mod.  p'*) 


43 
127 
199 
277 
283 
433 
439 
673 
751 
823 
829 
907 


^1 

—  20 

—  15—  31;? 
4-  19—  59/) 

4-  4 
_  64—  7p 
4-  21  — 129p 

—  79 
4-312 
—371 
4-209 

—286— 228p 
424-343p 


—  2 

4-  51—  55p 

—  634-  77p 

—  70 

4-  314-138p 

—  G24-176p 

—  150 
4-110 
—251 
4-189 


2294-365p 
—324— 269p 


4-  14 
—  4—  8p 
4-  88—  73p 

—  120 

4-  20—  12p 
4-214—  79p 

—  188 
4-106 
4-299 

—  34 

4-1614-  20p 
—426— 101p 


^^14 

4-  9 

—  31—  33p 

—  434-  55p 

—  90 

4-  14— 119p 

—  1724-  32p 

—  21 
-M46 
4-324 
—363 

—  103— 157p 

—  1984-  28p 


/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Sic  sind  wirklich  für  folgende  Primzahlen  p*. 


P        /(^i) 

P                  /(tr,) 

P            /(^i) 

43     24-tr^ 

439     34-tr^4-2trj-F3trj^ 

751     24-3tr, 
* 

277     4— tr^ 

673     4— tr^4-  tr^                                 823     24-3ti7j4-4trj^ 

Für  die 

übrigen  Primzahlen  p  sind  sie  ideal  und /'(tr,)  wirklich: 

p 

/•'(tr,) 

p           /V,) 

P                      /\^,) 

127 

84-  tr,+6trj^ 

283     164-  trj4-8try  — ^°^i4 

829     234-5x,4-12aTy- 

199 

34-8trj^— 4trj 

433     10— 5trj4-7trj^ 

907       8—  ^^J-^     w^-\ 

14 
'l4 


*)     liier  ist  tr,   völlig  bestimmt  darch  tr^w'^  ^  tr,    (mod.  p)   oder  als  die  gemeinschaft- 
liche Warzel  der  beiden  Congmenzensysteme : 

^1  "^  ^14   —      "■  ^j\  OTj  4-  tr^   =   —  w^'l  (mod.  ;>). 

tJDTjtTj^  =   3  —  tJDTj J  '  tr^tTy  =   —  w'*J    Vgl.  X  =  3  und  X  =  13. 

Die  Congruenz wurzeln  mod.  p'  sind  in  die  Form  a-h  bp  gesetzt. 
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n  =  39 


V,  Q.     p  =  39m  —  4,-10; 


tr. 


M 


.^-^r  ^  ^I6r  _^  ,^l*r  _^  ^ 


-llr 


w 


-lOr 


3r 


=   __(:„«'• +u;'"-+w'^'-)» 


d.  h.  hier  reduciren  sich    die  primitiven  Perioden   auf  die  dreigliedrigen  Perioden 
der  13ten  Einheitswurzeln,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p^  nämUch: 

29,     107,     113,     191,     263,     209,     347,     419,     503,     653,     659,     809,     887,     991, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren  als  die  bei  X  =  13,  j9  zum  Exponenten  3 
gehörig,  welche  auch  hier  complexe  Primzahlen  sind. 


VI.     })  zum  Exponenten  12  gehörig, 
2  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VI,  1.     p  =  39m  +  2,  —  7,  4-11 ,  ~  19; 


UJ 


-19r 


also:     tTj  =  w   -hü)'^   +w*    +w^   +  w^® +  0.^'- +  w" +  c«;"4- w^  +  oü*    +w^°4-c«;*°, 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr^  —  txr  +  10  =   0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


J  =  —  10  -l-  TT^  ,  tr^tr^  =  +  10  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p^.*) 


P               tTj 

P 

tr 
1 

P 

^1 

P 

^1 

2   1—  p 

167 

32—  16p 

449 

190—  63p 

743 

134-F  50p 

11   4—  bp 

197 

72—  36p 

461 

53-M68p 

761 

68-h372p 

41   9— 17p 

227 

43-F  64p 

479 

170—  68p 

773 

341— 116p 

59  22—29/? 

293 

114—  97p 

509 

160-hl61p 

821 

301— 410p 

71  12-1-  3;? 

353 

146+149p 

557 

106— 206p 

839 

130— 405p 

89  27-h2qp 

383 

28—  7p 

587 

124—  31p 

929 

216-F362p 

137  29— 65p 

401 

90—  83p 

617 

261-h  14p 

947 

302— 264p 

149  55— 74p 

431 

1934-208p 

683 

267-h283p 

977 

77-h249p 

*)  Der  Kfirze  wegen  ist  tr  ^  ^  1  —  ir ,  (mod.  p)  weggelassen ;  or ,  ist  auf  die  Form  a-h  f>p 
gebracht,  wo  a  diejenige  Wurzel  der  Congruenz  w^  —  tr-f-10  =  0  (mod.  />),  welche  >  Ound  •<  ^p^ 
(resp.  s=s  ^p  fflr  p  =  2)  ist. 


_23^ 

71  =  39 
V,  2.    ;>  =  39m  +  4,  +  10;     tr^  =  u/ +  w*'*  +  w^'^'' +  :*'~^^'' +  >.~^''*  +  :a'^°'',     also: 

tr     =  a-    -\-uj*    +  w^^  +  OL'-*  +  iL  =  "  +  oi'^  ,  tr..  ===   ü^"    +  u/    +>•='•  + x'"  +  u;*    4- w'^  , 

Wurzeln  dei*  Gleichung: 

TT*  —  tr'  4-  4tr^  4-  3x  +  J)  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Kelationen  unter  einander  luid  zu  den  nichtprimitiven 
Perioden,  d.  h.  den  sechsgliedrigen  tr^^^  (wie  in  V,  i.)  der  13ten  P2inheitswurzeln 
und  den  3ten  Einheitswurzeln  tr^^^  =  G:*."'*: 


<  =  ^-:: 

4- 

TT,  ,          tTjtr.. 

-        ^\,     "^ 

x  X       =4 

114 

:r3  =  4..^' 

4- 

^j ,         tTjtr^ 

-        3x^^     tr 

tr      = —  6x 

1      13                      14  » 

X    X„,     =:     6 

1      3Ö 

Congruenz wurzeln  mod. 

;;.,  resp.  med. 

P-'*) 

P 

t^. 

tr. 

^, 

'■.  . 

1 

'j 

7 

14 

43 

—  20 

2 

4-   14 

4-     9 

127 

—   15—  31p 

4-51 —  bbj) 

—     4—     Sp 

—  31—  33;; 

199 

4-  19—  59;; 

—  634-  77;) 

4-  88—  :3p 

—  434-  55;; 

277 

4-     4 

70 

—  120 

—  90 

283 

—   64—     Ij) 

4-  314-138;; 

4-  20—   12;; 

4-  14—119;) 

433 

4-  21  —  129/; 

—  024-176;; 

4-214—  79;; 

—  1724-  32;; 

439 

—  79 

150 

—  188 

—   21 

673 

4-312 

4-110 

4-106 

4-146 

751 

—371 

—251 

4-299 

4-324 

823 

4-209 

4-189 

—   34 

—363 

829 

—286—228;; 

4-2294-365j^ 

4-1614-  20;; 

—  103—157;; 

907 

4-  424-343J9 

—324—269;; 

— 426— lOlp 

—  1984-  28;) 

3  • 


P        /(tr^) 

43     24-tr^ 

277     4— x" 


/(xj,  Primfactoren  der  Primzahlen  ;;. 

Sie  sind  wirklioh  für  folt^endc  Priuizahlen  ;>: 

439     34-!^^-^2x^4-3xJ^  I  751     24-3X3 

673     4— x.^4-  tr.  823     24-3Xj4-4Xj^ 


Für  die  übrigen  Primzahlen  p  sind  sie  ideal  und/2(Xj)  >virklicli: 

P  Z'K)  P  /\rr^)  \  P  /^(x^) 

283     164-  Xj4-8Xy  — 8Xj^  !  829     234-5x^4-12x^—1  Ix^^ 

433     10— 5x,-F7x,^  907       8—  x,4-     tr,4-16x,, 

1  14  I  I  14 


127     84-  Wj4-6Xj^ 
199     34-8Xj— 4Xj 


*)     liier  ist   Xj   völlig   bestimmt  durch  Xjw^^   =.  Xj    (mod.  p)   oder   als  die  gemeinschaft- 
liche Warzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 

^i"^'^i4   =       ""^il  ^1  "^  ^T   ^   —  w"l  (mod.  />). 

WjtTj^  =   3  —  wj  '  x^Xy  =   —  w"J    Vgl.  X  =  3  und  X  =  13. 

Die  Congruenzwurzeln  mod.  p'  sind  in  die  Form  a-^bp  gesetzt. 
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n  =  39 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind   durchaus   ideal,    in  zweiter   Potenz   wirklich   und  fX^O  ^^^  überdiess  die 

Form  /(w,trj  =  (f)(txrj4-w"  ^i(°^i)»    wo   NipQTj)  =  4/?',    N<i)^(w^)  =  Zp^    alsdann 

N^f(u} ,  tTj)  =  p^  (also  ohne  eine  complexe  Einheit  als  Factor).  *) 


p 

*Ctr,) 

*i(t^i) 

2 

3— 

tr 

l              —        1—          tTj 

11 

6— 

707^ 

^          +  19—     2w^ 

41 

78+ 

5tr 

^          +     7+  22crj 

59 

41  + 

33trj 

^          +103—     2trj 

71 

134— 

23trj 

j          +  91+  22aTj 

89 

123  + 

SÖtTj 

1          +149—  22tr^ 

137 

277— 

19oPj 

^          +  91—  74a7j 

149 

166— 

87a7j 

^          +259—     2trj 

1G7 

338— 

21trj 

^          +137+   74trj 

197 

398— 

lltTj 

^          +127+  94trj 

227 

283+ 

99trj 

^         +389—  46trj 

293 

467+ 

91tr, 

^          +461—  94trj 

353 

293+189tr^ 

^          +619—  26arj 

383 

774— 

55trj 

^          +331+166tr^ 

401 

746+ 

63Tr, 

^         +  29+218(Pj 

431 

64l  +  153tr^ 

^          +703— 122trj 

;> 

*(tr,) 

*iK) 

449 

818— 165a7j 

^          +  617+122tr^ 

461 

933—  353rj 

^          +  379— 242trj 

479 

878+   Sbw^ 

^          +       7+262«-^ 

509 

75l  +  183trj 

^         +  833— 142trj 

557 

479+2953-^ 

j          +  977—  46trj 

587 

1182—    19trj 

^         +  343+286(rj 

617 

86+385!rj 

^         —  941+2l4ayj 

683 

711+335tr^ 

^         +1193—  94trj 

743 

163+459!r^ 

^          +1229+   74orj 

761 

1538—  45tr^ 

^         +  497+362orj 

773 

1378— 301trj 

^          + 1097+1 94(r^ 

821 

481+473trj 

^          +1423—     2arj 

839 

1546+1430^^ 

^         +     29+458trj 

929 

1249+377trj 

^         +1567— 218«'^ 

947 

1591+255t'j 

^          +1433— 334(r^ 

977 

1973—  öltTj 

^          +  859— öOeoTj 

VI,  2.     j9  =  39m—  2, +  7,  —  11  ,+  19; 

tr^  =   ü.'-+a;--'-+w*''+c«-«'"+c*;'''"+w'^'"+a;-^*'"+w-^''-+c«-''''+ci-*''+w'^'-+o^        =  -  w"^ 

d.  h.   hier  reduciren   sich    die   primitiven   Perioden   auf  die   3ten  Einheitswurzeln 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p^  nämlich: 

7,       19,       37,       67,       97,     163,     193,     223,     241,     271,     331,     349,     379,     397,     409,     457, 
487,     613,     631,     643,     661,     691,     709,     739,     769,     787,     877, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren,  als  die  bei  >.  =  3 ,  p  =  3m  + 1 ,  welche 
auch  hier  Primzahlen  sind. 


*)  Aus  Normen  =  2/>  ergeben  sich  diese  Primfactoren  mittelst  dessen  von  2.  Auch  kann 
(vgl.  n  =  15)/(w,aTj)  auf  die  Productform  ^(Wj) .  (1  +  w*'xM)  gebracht  werden,  indem  <|>i(Trj) 
=  4>(ac^i)  •X('*')  gesetzt  wird. 
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IL     ;;  zum  Exponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,    1.     p  =  45wi  —  1  ,  tr^  =  a'*  +  (t"'', 

woraus  die  12  primitiven  Perioden 

^1»       ^J'       ^4'       ^7^       ^8»       ^11'       ^13'       ^U'       ^16'       ^17'        ^19'       ^82 

ohne  weiteres  sieh  ergeben,  deren  fundamentale  Kelationen  unter  einander  und  zu 
den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  w^^  (Perioden  erster  Art  der  löten  mit  Ein- 
schluss  derjenigen  der  5ten,  rr^^)  und  rr^^  (Perioden  der  9ten  Einheitswurzelu), 
während  tr^^^  =  —  i  ist,  in  der  Formel  tr^tr^  =  x^._j  +  trj^.^.j  enthalten  sind. 

Congruenzwurzeln  mod.  |>.*) 


p 

tr 

WT« 

er 

OP, 

tr„ 

^, , 

tr, . 

of^, . 

tr  . 

tr  . 

« 

] 

2 

4 

r 

8 

11 

13 

14 

16 

17 

89 

—  44 

—  24 

+  40 

—  11 

—  4 

—  27 

+  16 

+  30 

+  14 

+   8 

179 

—  12 

—  37 

—  65 

+  86 

—  73 

+  40 

+  57 

+  55 

—  43 

—  20 

269 

+  12 

—  127 

—  13 

+  50 

—  102 

+  79 

+  118 

+  77 

—  89 

+  9 

359 

—  168 

—  139 

—  67 

—  21 

+  179 

+  145 

—  156 

+  80 

+  88 

—  64 

449 

+  160 

+  5 

+  23 

+  192 

+  78 

+  184 

—  143 

+  44 

—204 

+  138 

719 

—  172 

+  103 

—  178 

—332 

+  46 

—293 

—310 

+215 

—  43 

+207 

809 

+314 

—  104 

+207 

—268 

P 
89 
179 
269 
359 
449 
719 
809 

+  26 

19 

—  13 

+  25 

—  66 

—  78 
—207 

—  248 
+216 

+296 

+  15 

—  13 
+  52 

—  158 
+  179 
—286 
+242 

—384 

—179 

—  135 

—  321 

*)     Hier  ist  oTj   die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congnienzensysteme : 


tr    +  tr     +  tr  ^^^        0 

1  ^^       14  ^^       16  — 


txr     "T"  tJT     tr      "4~  tr    tjcj         ■   ^—  3 

1      14  ^^       14       16  ^^       16     1     


tr.tir 


tZT  tr     t3[7        —  tr 

1     14      16     J 


"'l  +  ^8  ■+"  "^17  "+■  ^19      =    "-^10 


tr 
so 


ö  (i^    ,  tr    ,  tr     .  tr    ^    ^^^  —  3  + 
'^aV    1  »     8  '      17  »      19/    —         **  ~r-       _^ 

iS('tr,tr,tr     ,tr'i=        l  +  2tr  I    "^oa*  p. 

^3\     1  »       8  »       17  '       19/    ^^  10  I 

tr    tr    tr     x      ^^^^        1+tr  — tF 

1       8       17       19    —  *^^*j       *20 

{Sf^  Summe  der   iiioncn    der    beigesetzten   Elemente).  —  Wegen   der   Congruenzwurzeln   für   die    nicht 
primitiven  vgl.  X  =  5,  >.  =  9  und  »  =  15. 
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89 
179 
269 


n  =  45 

/(tj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Ay(trJ  = 


1  -t-  !r  -4-  tr 
1  —  w  -4-  ar 
1  +  Xj  -H  tr^ 


P  A^i) 

359     1  +  2Wg 
449     2  —    tr,^  —  T  , 

20  22 


P 

719     1 
809     1 


-P' 


8  11  ^^       J 


—  TT,  +  tr 


11 


BP.     ^ 


W. 


W^   =    OÜ**  +  w 


19r 


II,  2.     J9  =  45?n  +  19  ; 

also  die  12  primitiven  tr,  wofiir  11(07^) 


=  1, 


2      38 


tr,  =  w*  + 


w 


31 


tr_  =  w^  +  oü*'  , 


11 


tF,,  =  Üü       H-  w 


.29 


16 


W,.  =  OÜ   +  w 


.S4 


16 


II 


tr^-  = 


29 


o;"  +  a""  , 


m  ^  =  cü"  + 


14 


tr_„  = 


28 


.  28  j_  ,  37  . 


ihre  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.h.  tTj^  (Perioden  zweiter  Art  der  15ten,  mit  Einschluss  der  Perioden  der  5ten, 
tr^^,  wie  in  I,  i.)  und  w^^  =  2w*'*  (9te  Wurzeln  mit  Einschluss  der  3ten, 
TTjj^  =  2w"Q,  haben  folgende  Typen: 


-; 

=  2u;"  +  tr,  , 

tr  tr 

12 

tr,  +  tr,,  , 

07  tr 

14 

=  2tt;*  +  tZTj,  , 

^1^7    ""    ^8  +  ^26  ' 

18 

=  —  1  , 

tr  tr 
1    11 

-  2«,'«  +  w^  , 

1      26 

=  2  +  07,,; 

^1^3    =    ^4  +  ^13» 

tr  tr 

16 

—  2w"  +  tr^  ; 

tTjtr, 

_2a,"  +  x„, 

tr  tr 

1     18 

=  °^i  +  «^28 ; 

w  tr 
1    i 

=  2txr^, 

'^l'^IO 

=  2»^.i  . 

tr  tr 

1     35 

=  20^9; 

w  tr       ^  2o7 

1     15                    16 

31 
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n  =  45 
Congrueuzwurzeln  mod.  p*) 


p 

19 

^1 
+     5 

^2 

—     9 

«^4 

—     3 

—      7 

—     4 

tr 
11 

+     8 

tr 

13 
—       1 

+     1 

tr 

16 

—     2 

w 
»1 

—     6 

109 

—  40 

+   42 

+  53 

+  47 

+  30 

+  51 

+   18 

+     6 

—   13 

+  37 

199 

—   71 

—  91 

+  36 

—   16 

—   14 

—   87 

—  79 

—  68 

+  35 

—  94 

379 

4-104 

—  26 

—     2 

—  132 

—  164 

—  89 

+  42 

+     9 

—102 

—189 

739 

—292 

—  171 

—326 

—260 

+205 

—  54 

—  47 

—283 

—  121 

—  34 

829 

+  19 

—  37 

+  93 

+   87 

+349 

—  162 

+  98 

—313 

—  112 

—312 

919 

+243 

+     4 

13 

—  380 

P 
19 
109 
199 
379 
739 
829 
919 

+208 

+     7 
+  52 
—  44 
+  80 
+337 
—354 
+271 

+341 

+  8 
+  44 
+  95 
+  90 
+307 

—  185 

—  78 

+458 

+307 

—230 

—212 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


11 


28 


p 

A^,) 

P 

/(tr,) 

19 

l+ar„ 

739 

l+aTj+tFg-tr,g+tr„+tü„ 

109 

1+^14+^23-^28 

829 

l+tr^+TTy— tTg  +«Tj6— tr,6 

199 

1+^4    -«^14-^23 

919 

1+^2-^4-^8   -«^13-^26 

379 

1  — W,,— tP.^ 

'    mod.  p. 


Vgl.  X 
tJJjW*  i 


*)     Hier  ist  tr,  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 

""*  ^i+ot^i+^i«         =^  ^ 

W  W   +t3P  tJDT      +      tXT       =     0 

1     4     16  3  ^^       21 

3,  5,  9  and  n  =s  15.     Übrigens   ist  tVj    auch   völlig   bestimmt  durch  die  lineare  Congmeu 
tTg  oder  tJDTjw'*  "=,  w^  (mod.  p). 


txr    +  tr       =^   —  w     1 

1  ^^       28 l 

20  I 


tr. 
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n  =  45 
II,  3,     p  =  45wi  —  19; 

u,^ -h  cj"^^'' ,    also   die  12  primitiven  tr,  wofür  n(tr)  =  i, 


tr. 


w 


».< 


Ol' 


26 


16 


11 


w„  =  «"  +  w"  , 


tr^  =  £*;'    +  «^ , 


^13  ^  ^'      "*■  "'      ' 


tr 


Üti 


U,' 


14 


tTg  =  üi®    +  o;'^ 


tr 


17 


u: 


17 


£|J 


37 


tr      =  (jü 

19 


tr      =  üc 

31 


31 


<«", 


19 


38 


M 


44 


tTjg  =  a.      +  a- 


43  . 


ihre  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.h.  den  zweigliedrigen  der  9ten  (tr^^,  während  tr^^^  ==  —  i)  und  der  5ten  Ein- 
heitswurzeln (tTj^  =  —  üi'*^'*  und  Xg^  =  2u)^'')  haben  folgende  Typen: 

^^    '    -  tr^tr^  =  —  1  +  tTj  , 

36     , 


w\    ==    2c«,'"  +  tTj  , 


9 


tr.sr.   =  2ct'    +  tr 

1      o 


»9 


tr,or,^  =  2  +  or. 


1     19 


20  ' 


1 

H7  tP    = 
1   10 

2tr"  +  tr 

11  > 

tr  tr 

13 

-  -  ^19  ' 

tr 
1 

nr   = —  — 

24 

tr  : 

"lO  > 

w  w     = 

2«^io' 

tr  tr 

-  2(r^3 

'        m 

Congruenzwurzeln  mod. 

^•) 

p 

tr 
1 

^2 

tr 

4 

^8 

tr 
11 

tr 

^13 

«^17 

tr 

19 

tr 

22 

^29 

71 

—  6 

—  1 

—  9 

+  31 

—  5 

+  26 

+  13 

—  8 

—  12 

+  17 

251 

—  70 

+  84 

-*-  53 

-1-112 

—  46 

—  35 

+106 

—  19 

+  61 

—  34 

431 

+  56 

—  71 

—  79 

-M48 

+  122 

—  101 

+  31 

—  72 

+  40 

+151 

521 

—  45 

—  49 

—254 

+225 

—  183 

—  98 

—  106 

+  9 

+  155 

+245 

701 

—234 

+204 

+  30 

+  21 

+  21 

—  100 

—  70 

+204 

134 

—  234 

881 

4-  34 

—332 

—437 

—253 

+  5 

+  57 

+  33 

—  116 

+299 

—328 

971 

—427 

+  70 

—448 

+  43 

—223 

+262 

+404 

—  118 

—474 

—405 

P 
71 

«^31 

+  11 

«^38 

+  14 

251 

+  116 

i   t 

431 

—  178 

—  47 

521 

+228 

—127 

701 

+213 

+  79 

881 

—  39 

+196 

971 

—321 

—305 

•)     Hier  ist  ocj   die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme  : 


Wj+tr^j+tTjj 


=  0 


OT  w    +t][f    w    +tr    tr     ^^^  —  3c«.' 

111^^     11     31^^     81     1     


OT  07      tIT 
l     11     31 


U) 


27 


18 


^1+^8+^19+^17     =    - 


tr 


10 


^8  '  ^19  »  ^17)    =    2+    ^20 


tr^  ,  tr 


,  tr  .>  •=  1 — 3tir 

19  »       17'     *"*'!( 


W   tXT   QT      OF 
1*8     19 


.  =  6 —  m    +3tr 

17     10^^        2( 


mod.  p. 


^Snmmeuzeichen  S^    wie   oben;.     Vgl.  Congruenzwurzeln   bei    X  =  5  und  >.  =  9.  —    Übrigens  ist  tr  j 
«ach  vGIlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  tFjU?'*  =  — w^q  oder  w^ta^  ^  +  ocf,Q  (mod.  p), 

31* 
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/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p,*) 


p 

A^i) 

P 

A^^) 

i' 

A^^) 

71 
251 

1  +  tr^  —  M^ 

521 
701 

1  +  tr^g  +  2tr" 

^1      -      ^29 

881 
971 

1  —  OP        +07 

1  +  «^jy  +  tr 

431 

1  -  tr.^  4-  tr^. 

IT 
39 


III.     |)  zum  Exponenten  3  gehörig. 
8  dreigliedrige  Perioden: 

p  =  45/;i  —  14  ,  +  16  ;         tt;.  =  üu''  +  w'^*"  +  w"'"  =  0  , 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  rr,  während  die  nichtprimitiven  tr^^  =  Sw'*" 
auf  die  löten  Einheitswurzeln  sich  reduciren;  daher  haben  die  hierher  gehörigen 
Primzahlen  p,  nämlich: 

31,       61,     151,     211,     241,     331,     421,     571,     601,     661,     691,     751 

keine  anderen  Primfactoren,  als  die  bei  w  =  ib,  p  =  i5/n-|-l,  welche  auch  in 
Beziehung  auf  45  te  Einheitswurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


IV.    jp  zum  Exponenten  4  gehörig. 
6  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     p  =  45wi  +  8,-|-17; 

tr^  =  w'*  + w^'*  + w"'' 4- w^'** ,    also  die  G  primitiven,  wofür  n(tr)  = 


19, 


07     =   ÜÜ  +  w^  +  w^'  +  w^^ 


CT 


^   =  w*  +  u,"  +  tu"  +  u;"  , 


tTj    =    w'  +  (ü"  +  (u"  +  u"  , 

0-,  =  w'  +  w"  +  tti*'  H-  tu"  , 


tr 


ac 


ihre  fundamentalen  Kelationcn  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.den  viergliedrigen  der  löten  itr^^,  und  den  zweigliedrigen  der  9 ten  Einheits- 
wurzeln ttjr  =  -ärj^  (während  w^^  =  —  i ,    o-j^^  =  —  2  ist),  haben  folgende  Typen: 

op     =^2-l-tr     -4-07.  OTtr     =1-4-07      -l-oc',  traT=2  —  4-tr     -f-  w    . 

OT  07    =3  —  -i-07   !  07  07   =  —  4-07  -4-  W        -4-  07  I      07  07   =  207  -4-  2o?   • 

07  tr    =  —  2  -f-  207  . 


•)     Hier   ist    2oü*'"  für  w  ^  gesetzt. 
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n  =  45 


Congrucnzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

17 

+  4 

"^2 

—  8 

^4 

4-  4 

7 
ü 

TT 
13 

—   1 

^26 

4-  6 

53 

+  2 

—  11 

4-  9 

—  24 

—  13 

—  16 

107 

4-  29 

—  40 

4-  11 

—  27 

—  4 

4-  31 

197 

■+■   92 

4-  51 

4-  54 

—  23 

—  48 

4-  71 

233 

+  27 

—  112 

4-  85 

4-  40 

4-  92 

4-101 

467 

+  16 

4-  SO 

—  96 

—  169 

4-116 

4-  53 

503 

4-140 

4-243 

4-120 

—  114 

—  160 

—229 

oo7 

4-  19 

4-257 

4-281 

4-247 

-1-254 

4-  56 

593 

—  18 

—  84 

4-102 

—  121 

4-  22 

4-143 

647 

—  215 

4-147 

4-  68 

4-105 

—  164 

4-  59 

683 

4-  65 

—293 

4-228 

4-  82 

4-331 

4-270 

773 

—  88 

4-200 

—  112 

—108 

4-153 

—  45 

827 

—  259 

—  55 

4-314 

4-393 

4-397 

4-  37 

8C3 

—330 

—  145 

—388 

4-422 

—395 

—  27 

953 

—  94 

—  125 

4-219 

—  68 

—299 

4-367 

Die  Primfactoreii  der  Primzahleu  p 

haben   die   hier  nicht  näher  bestimmte  Form  /(>; ,  tr^) .  —  Es  gibt  stets  complexe 
Zahlen  (f)(tr^),  wofür  N^(rr^  —  3p  oder  A^c|j(tr^)  =  8^ ,  z.  B. 

iV(l  4-  tr^a)  =  3.17,  AV^  4-  ^/'^^  4-  >j")  =  8.17,  A'(2  -  tr^)  =  3  .  53  ; 

ferner  ist  AV  =19  =  A^(i  —  t^)  . 


IV,  2,     p  =  45/n-8,-17;     x^   =   >/+ u;"*"*  4- :».''•"■  4- x"-'""  =  -  u;'"^ 

d.  h.    hier  reduciren    sich   die   primitiven  Perioden    auf  die  9  ten  Einheitswurzeln, 
und  daher  haben  die  hierher  geliörigen  Primzahlen  p^  numlich: 

37,       73,     127,     163,     307,     397,     433,     487,     523,     577,     613,     757,     883,     937 

keine     anderen    Priinfactoren ,    als    die    der    Primzahlen  ^^  =  9m  4- i    (vgl.  X  =  9), 
welche  auch  hier  Primzahlen  sind. 


*)     Hier  ist  tTj   die  gemoinsohaftliclic  Wurzel  der  beiden  Congruenzenpysteme : 
Xj4-trjg  =?   — (w^°4-w**)   oder  —l^^^  \  w^  -+-  tr^  4-  tr^        .^^0 

=    1  4-  2a:,  J 


^jtr,^  =   3  -  (uj''  4-  0.") 
Vgl.  X  =  9  und  «=15. 


) 


o*  07  tr 

1      J      4 


-    mod.  p. 


L 
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n  =  45 
V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.    p  =  45m -4-  14,-16;     w^  =  w'" +  >;"'•  + w"'"  +  w"''-!- w-^*** -h  w""*'  =  0, 

d.  li.  hier  verschwinden  die  primitiven  tr,  während  die  nichtprimitiven 
tTj^  =  3(w''"  +  w""''")  auf  die  zweigliedrigen  Perioden  erster  Art  der  1 5  ten  Einheits- 
wurzeln   sich    reduciren;    daher    haben    die    hierher    gehörigen    Primzahlen   />, 
nämlich  : 

29,     59,     149,     239,     389,     419,     479,     509,     599,     659,     839,     929 

keine    anderen  Primfactoren    als   die  der  Primzahlen  p  =  I5m— l  (vgl.  n  =  15), 
die  auch  hier  complexe  Primzahlen  sind. 


V,  2.     p  =  45m  4- 4,— 11;     tr^  =  oü»- +  c«;*'' +  ol"'*  4- tt;"»- +  w'""'' +  »-"»•  =  0, 

wie  zuvor,  während  die  nichtprimitiven  w^^  =  3(1«''' -+- w^"'*)  auf  die  zweigliedrigen 
Perioden  zweiter  Art  der  15 ten  Einheitswurzeln  zurückkommen,  wesshalb  die 
hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nämlich: 

79,     139,     229,     349,     409,     439,     499,     619,     709,     769,     859 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  I5m  +  4  (vgl.  n  =  16)  haben. 


V,  3.     p  =  45m  —  4  ,  +  11 ,     tr^  =  w»*  4-  w"*''  -h  oü"''  +  ct--^''"  +  uj-^*"  -h  oy"*"  ==  0  , 

wie  zuvor,  während  die  nichtprimitiven  tr^^  =  c«;''" -4- w'*'"  =  —  3oü*®'*  auf  die  5ten 
Einheitswurzeln  zurückkommen,  wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p, 
nämlich: 

11,     41,     101,     131,     191,     281,     311,     401,     461,     491,     641,     761,     821,     911,     941, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  haben  als  die  Primzahlen  p  =  5m  -4- 1 
(vgl.  X  =  5). 
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VI.     p  zum  Exponenten   12  gehörig. 
2  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VI,  1.     I?  =  45??l  +  2  ,  —  7  ,  —  13  ,  —  22  ; 

d,  h.  die  primitiven  w  verschwinden  auch  hier,  während  die  nichtprimitiven 
^jr  *=  3(w''' +  w*'*' +  w^^'' +  w'**)  auf  die  viergliedri gen  Perioden  der  15ten  Einheits- 
wurzeln   sich    reduciren;    daher    haben    die    hierher    gehörigen    Primzahlen   p, 
nämlich : 

2,       23,       47,       83,     113,     137,     167,     173,     227,     257,     263,     293,     317,     347,     353, 
383,     443,     563,     587,     617,     653,     677,     743,     797,     857,     887,     947,     977,     983, 

keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponenten  4  gehörigen  Primzahlen  p 
bei  n  =  15,  welche  auch  in  Beziehung  auf  45  te  Einheitswurzeln  complexe 
Primzahlen  sind. 


VI,  2.     |>  =  45m  —  2  ,  +  7  ,  +  13  ,  +  22  ; 

wie  zuvor,  während  die  nichtprimitiven,  w^^  =  3(a;''"  +  w"'' +  w'*'' +  w'*'')  =  —  3w'®'*, 
auf  die  3ten  Einheitswurzeln  sich  reduciren;  daher  haben  die  hierher  gehörigen 
Primzahlen  p^  nämlich: 

7,       13,       43,       67,       97,     103,     157,     193,     223,     277,     283,     313,     337,     367,     373, 
457,     463,     547,     607,     643,     673,     727,     733,     787,     823,     853,     877,     907,     967,     997, 

auch  hier  keine   anderen  Primfactoren  als  die  jp  =  3m  + 1  (vgl.  \  =  3). 
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n  =  51 

1.     p  =  51  m+  1. 

32  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


4-ct-  — c<ti*4-u.'— Cfc-hl 


0, 


wodurch,  oder  durch  die  beiden  Gleichungeu: 


w      +  et      +1=0, 


OL'     +0:     +1«;     -hu;     +u"     -t-x     +w     +a'     +>;     -t-cw     +>     +ä-     +u;     +w  +üü  +tr  +1   ^  0 , 

die  nichtprimitiven,    d.  h.  die    17ten  und  3ten  Einheitswurzeln,  durch  die  primi- 
tiven sich  ausdrücken  lassen. 

Congruenzwurzeln  niod.  j^-*) 


M 


(/■ 


uc 


'M 


(JÜ 


103       4-36       —  43       —     5       +26       +15       +  25 

+   16       —108       +U4 


a- 


10 


(fj 


11 


w 


It 


307        +101        +   70 
409       +184       —  91 


12 
101 


u.< 


14 


—  45       +28       +32       +19 

—  51       +68       —152       —     2 


+179       +71        —  24       +139       —191        +204       +133 


613       +100       +192        +  84       —172       —     3       —300       +  22       —252       +43       +9 
919       __     6       +  36       +377       —424       +359       —316       —348       +250       —190       +221 


P 
103 
307 
409 
613 
919 


16 

7 

—140 
+  167 
—111 
—315 


—  21 

—  32 

+  85 
+201 
34 


.  '0 

u: 

—  35 
+145 
+  98 

—  129 
—204 


—  40 
+  19 

+  80 
—248 
+  8 


•»2 

2 
77 

—  4 

—  280 

—  48 


+  17 

—  136 

—  45 

+184 
+110 


—  6 
+  79 

—  100 
+  10 
+259 


a;" 
—  51 
•+■  4 
+  102 
+  81 
+134 


.   >9 

4-  18 
+  97 
—  46 
+131 
4-115 


Cfc' 

4-  50 
+  36 
+  96 
4-  19 
—455 


P 

103 
307 
409 
613 
919 


S3 

w 
49 

—  48 
+  77 
+  61 

—  27 


,  35 

—  44 

—  125 

—  120 

—  143 
+318 


+  38 
+  153 

—  123 

—  68 
+420 


.  58 

OL' 

+  29 
+  103 

—  137 

—  57 
+237 


—  11 
+  149 
+  197 
+  90 
+261 


4-  16 
4-  6 

—  153 

—  195 
+272 


£.*'• 


33 
+  113 
4-  17 
—  47 
—317 


—  48 
+  54 

—  144 
+204 

64 


4-  4 
+  96 
4-  16 
—  64 
—453 


4-  41 

—  128 
4-  81 
—270 

—  39 


P 

103 
307 
409 
613 
919 


—  12 

—  57 

—  9 
+265 
+434 


—  20 
+  76 

—  20 
+  141 
+  153 


•)     Für  die  niohtprimitiven  Wurzeln  stehen  die  Congruenzwurzeln  in  >.  =  3  und  X  ^  17, 
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n  =  51 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Sie  sind  sämmtlich  ideal,  in  5ter  Potenz  wirklich,  wie  folgende  Normen  zeigen: 

N(l  —  w"  -4-  oü")  =  307  .  103  ,  N(l  —  w*  -4-  w')  =  107  .  409  , 

i\r(l  -4-  Gu"  —  et'")  =  613  .  103  ;  N(i^  -h  A^  —  w^^)  =  919  .  67  , 

A^(2  -h  4,J  =  103  .  13  ,  N(A,  4-  tJ„)  =  103^  •)  ; 

femer:  Nii-h^'-uj'')  =  iV^(i  -  c«"  +  w")  «=  307» , 

JV'(l  —  w"  —  oy")  =  919  .  3469   U.  8.  W. 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  l,     p  =  51w— 1;  w^  =  üü''-4-w"'', 

woraus  die  16  primitiven 

ohne  weiteres  sich  ergeben,  sammt  ihren  fundamentalen  Relationen  unter  einander 
und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  zweigliedrigen  der  17ten  Einheitswurzeln  w^^ 
(während  tr^^^  =  —  l  ist),  gemäss  der  Formel  w^w^  -=  wj^_^  ■+-  w,,^^ , 

Congruenzwurzeln  mod.  p**) 

P  tr  uj  tr  tzT  tzT«  tr  w  or  tir  qt  tir 

r  *1  *8  4  5  T  8  10  11  13  14  1« 

101  —  6  +34  +  43  4-41  —  24  +  29  —  38  —26  —  27  —  32  +31 
599       +60       +35       +205       +80       +251       —224       —219       +42       —109     —117       —217 


P  ^19  ^30  ^SJ  ^2J  ^25 

101        +50       +28       —  33       +12       +  20 
599       —250       +113       +235       —56       +172 


*)  In  diesen  3  Nonnen  sind  ^  die  zweigliedrigen  Perioden  der  zweiten  Art  (II,  2.), 
Jp  die  viergliedrigen  der  ersten  Art  (III,  1.);  aber  die  achtgliedrigen  der  ersten  Art  (IV,  l.)i  aus 
weichen  jene  beiden  wieder  bestehen,  oder  die  ihnen  entsprechende  Form  4ten  Grades,  scheint  die 
Quelle  alier  Idealitäten  bei  7i  =  51  zu  sein. 

**)     Hier  ist  tr  j   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems : 
tTj  +  tr^g   =  tr^g  ,         tr^tr^g  =   -  1  +  tr^^     (mod.  p). 
Vgl.    X  =  17,  II,    wo  Yj^,     tj^  ,     r,^,     tjj  ,     >j^  ,     Yf^,     *jg  ,     Yij     resp.,  was  hier  xr^,     tr^  ,     w^^  , 

32 
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n  =  51 


/(^i)i  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     Nf(w^)  =  —  jt?. 


P  A^i) 

101       1  —  o^n  +  ^ij 


P  A^O 

599     1  —  tr.  —  TT 


19 


TT       =    W  4-  ÜÜ        , 


rr^  =  cw''  4-ctf"'', 


II,  2.     j9  =  51m  4- 16; 
also  die  16  primitiven  w,  woflir  Tl{w) 


=  1, 


a».  =  üü   4-  J« 


IS 


tr  =   üü    4-  iü      , 


w      = 

19 


üu      4-  to      ) 


31 


tr.,   =  ciü     4-  w 


»T 


Sl 


tr     = 

8 

tr      = 

29 

tr       = 

3S 


w    4-  J'J      > 
.   99  j^  .46 

ciü     4-  w     } 

.35     ,     .   >0 


tr      =^ 
11 


tP«.   = 


95 


tP 


38 


11     .     .23 

üü     4-  w     , 
««"  +  u."  , 


tTj  =  w*  4-  w"  ) 
tr..  =  («"  +  <«", 

=  <«"  +  «", 
=  0,"  +  <»"  ; 


14 


tr 


98 


41 


unter  ihren  fundamentalen  Itelationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven 
Perioden,  d.  h.  tr^^  (zweigliedrigen  der  17ten  Einhcitswurzeln  wie  in  II,  i.)  und 
•"      =  2cü"''  (3ten  Einhcitswurzeln),  sind  die  folgenden  typisch: 


irr 


tr» 

1 

-  2u," 

4-«^,. 

^1 

BT     -~  tr 
9             3 

+  ^18' 

x 

tr    —  tr    4-  tr 

14              *5^^       14» 

tr  w 

1     35 

-  24-1 

"^,5; 

«^1 

tr     =  tr 

3                 4 

+  tr„, 

"■i 

tr      = 

*^18 

2oy'*  4-  tTjj 

• 
1  y 

ff',tr,- 

—  2tr,„ 

« 

OP,or_     =  2tr. 

k  >    • 

1     17 

18 

/ 

1 

34                      2 

(5 

Congruenz  wurzeln 

i  mod. 

p-') 

p 

tP, 

W« 

oc. 

^, 

tr. 

tp« 

tr, , 

tP,  , 

tP,« 

w 

1 

9 

4 

5 

T 

8 

11 

14 

19 

la 

67 

4-  10 

—  25 

4-  15 

—     2 

—     3 

4-  33 

4-     4 

4-  18 

4-  12 

4-     9 

271 

4-  43 

—  104 

4-  34 

—  42 

—  75 

4-  16 

4-  11 

—  122 

4-  69 

—  92 

373 

4-111 

—  183 

4-116 

—  35 

—   70 

—  167 

—  143 

—  144 

—125 

4-131 

577 

—  217 

—  74 

4-134 

4-152 

—  125 

4-220 

—214 

4-197 

—  183 

4-  64 

883 

4-  33 

4-415 

—  167 

4-338 

4-130 

—  158 

4-  33 

4-332 

4-341 

—      1 

p 

w«. 

w.„ 

oc'.. 

tr.. 

tr.« 

tr,. 

A 

95 

98 

31 

35 

38 

41 

67 

4-  19 

—    18 

—   14 

—  32 

4-  19 

4-  23 

271 

94 

4-  37 

4-107 

4-108 

4-  98 

4-     7 

373 

—  57 

4-  45 

4-134 

4-  70 

4-137 

4-181 

577 

4-123 

4-     1 

—  160 

4-278 

4-174 

4-208 

883 

—266 

—358 

257 

4-325 

—  66 

4-210 

*)     Hier  ist  tp,   die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  CongmenzeDsystems 
tp    4-  tp      =  —  tp     .  tP  tr       ^=  2  4-  tP        (mod.  p.) 


und  eines  zweiten  von  8  Cungraenzen,  deren  erste 

tPj  4-  tp^  4-  tPy  4-  tPj^  -f-  tPjj  4-  tPjj  4-  tPjj  4-  tPji  ^  —  w'*     (mod.  p). 
Übrigens    ist    or,    auch    vollständig    bestimmt    durch   die   lineare  Congruenz  tTjU^'  =  ^is* 
X  =  3  und  X  =  17. 


-    Vgt 


2bl_  __ 

n  =  61 
/((Tj),  Primfactoren  der  Primzahlen  f. 

Wirkliche  Primfactoren  iiaben  die  zwei  letzten  der  hierher  gehörigen  Primzahlen  ^\ 
j)  =  577  ,        y(tr^)  =  1  -  tr,3  ;  ;>  =  883  ,        /(or^)  =  1  -h  tr,,  . 

Die  Primfactoren  der  übrigen  sind  ideal,  in  5ter  Potenz  wirklich  (vgl.  I.), 
gemäss  den  Normen:  iV(i  —  «Ti  —  tr^)  =  271 .  67 ,       N{z  —  ^tj  -h  ^^^  =  373  .  13  *) 

U,  3.     p  =  61/n  —  16  ;  w^  =  w**  +  w""'"  =  —  w"  , 

d.  h.  hier   reduciren   sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  17ten  Einheitswurzeln, 
wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  j>,  nämlich: 

137,     239,     443,     647,     953 

keine  anderen  Primfactoren  haben,  als  die  Primzahlen  j?  =  i7/n-hl  (vgl.  X  =  17), 
welche  auch  in  Beziehung  auf  51  te  Einheitswurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


IIL    jp  zum  Exponenten  4  gehörig. 
8  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  1.     p  =  51m  4- 4,4- 13; 
w^  =  Gü**  4- w*'' +  w"'' 4- w"'" ,    also  die  8  primitiven,  woftr  n(tr)  =  l, 

w^     =  w     4-oü*    4-w^*4-ca;",  ot^    =  cu'    4- w*    4- £«"  4- oy"  , 

Wj     =  w*    4-  ou'"  4-  c«".4-  o;'*  ,  tr^    =  o;^    4-  w"  4-  w''  4-  w*'  , 


m^^  =  w"  4-  w**  4-  w"  4-  cü*^ 
Wjj  =  oü"  4-  w"  4-  w"  4-  w" 


oTj^  =  w"  4- w"  4- w*' 4- w"  , 
oTjj  =  üü     4- w     4- w     4- w     ; 


ihre  fundamentalen  Kelationcn  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiren  Perioden, 
d.  h.  den  viergliedrigen  m^^  der  17ten  und  den  3ten  Einheitswurzeln  tr^^^  =  4»^''", 
haben  folgende  Typen: 


m\  =  4»^^  4-  tTj  4-  2trj , 

^l^T    =    "^2  +  ^5  +  '^"XX  > 

w^w^  =  2w^  4-  tTy  4-  Wjj, , 


tr 


w    =  —  1  , 


QT  tX^         =:    4q?        • 
1     »4  J5 


«^1^5  =  -  1  -  «^a  +  ^18  » 
^i^'ss  =  4  4-  2tr,  4-  Wj, ; 
^i^j8  =  '*^"  +  «^19 -+"  2tr„  ; 


*)     Hier  sind  ^    die   viergliedrigen  Perioden   der   ersten   Art  (III,  1.);   man   vergleiche   die 
obige  Bemerkung  bei  I  und  unten  bei  IV,  I.  —  Weitere  Normen: 

N(w^^  4-  tr,g)  =  67  .  13' ,  N(l  -  tp^  4-  tr,,)  =  16  .  67  ,  N{1  -  tr^  -  tr^^)  =  67^  , 

N(Wj  4-  tTjj)  =  ^"(1  —  w^^  4-  tTj^)  =  16  .  373     u.  »,  w. 

32* 
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n  =  51 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

13 

tr 
1 

—   1 

•4-  l 

—  5 

tr 

7 

—  5 

w 
11 

—  2 

w 

19 

—  4 

—  6 

tr 

35 
—   3 

157 

+  34 

-4-  60 

—  54 

4-  32 

4-  70 

4-  5 

4-  74 

—  63 

421 

4-128 

4-148 

4-  79 

—  16 

—  85 

4-  13 

—104 

—  162 

463 

—  99 

-159 

—  155 

—230 

—  33 

—  98 

—  14 

—  137 

523 

4-  83 

4-  63 

4-155 

—  27 

4-  78 

4-119 

—  114 

4-167 

727 

—357 

—  112 

4-  5 

—291 

—347 

4-323 

4-  44 

4-  9 

769 

H-284 

4-176 

4-205 

4-  15 

4-  17 

4-291 

—  181 

—  37 

829 

—347 

—  43 

4-288 

—308 

—  155 

—401 

4-353 

—215 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirklich  ist  nur  der  Factor  ß^^j)  =  i  4-  w^  4-  or^^  4-  W35  von  p  =  421.     Die  übrigen 
sind  ideal  und  in  5ter  Potenz  wirklich,  gemäss  folgender 

Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen  in  ^ . 

N(l  4-  Wj)  =  N(l  —  OTj)  =  4  .  13  ,  N{1  —  TTj  —  w^)  =  13  .  157  , 

iV(w"  —  tr^  4-  tr^g)  =  13  .  463  ,        N(w^  -  tr^,  4-  tr^,)  =  4  .  523  , 


iVr(l  -  tr„  -  tüjg)  =  4.727, 
N(2  —  oTj  —  tr^  —  w^^)  =  13  .  829  . 


N(l  —  w"  4-  2tr,J  =  13  .  769  , 


33' 


Vgl.  Bemerkung  bei  I.  und  bei  IV,  l. 


*)     Hier  ist  w^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Congruenzensystems 
(T,  4-aT,^  ^  —  (T,.,       aT,(r,^  =  4  4- 2ar,  4- tr^     (mod.  p)  nnd  eines  zweiten  von  4  Congraenzen, 

1  •*  10  1     •#  •  "  j. 

deren  erste  Wi4-try4-tr,j4-tüj,  =  —  w**  (mod.  p).     Übrigens  ist  tTj  auch  völlig  bestimmt  dvrch 
die    lineare    Congruenz  tr,w*^  "=,  tr,g  (mod./)).      Vgl.  X  =  3    und 
was  hier  tr,,  a?j,  Wg,  otr,,  (resp.)* 


X  =  17,    wo  ijo,   »l, ,    »I,  ,  i|,  , 
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OP-   = 


n  =  51 
in,  2.     j[>  =  51  m  —  4 ,  —  13  ; 
w''  + w''*''4- t<ü^*''4- w""'",    also  die  8  primitiven  Perioden,  woftr  11(07)  =  103, 

r^   =   w*    -h  w"-h&y"  + w", 

4        I         SS     ,         18     ,         so  S        I         81     .         39     ,         37 

07^  =  oü     -h «     4-  w     4-  w     ,  07-  =  w     4-  w     4-  w     4-  w     , 

(Ty  =  w'    4-  w"  4-  w^®  4-  w"  ,  OTg  =  w'   4-  cü"  4-  w"  4-  £w"  , 


w^  =  M     4-  w*^  4-  w"  4-  w'* 


07. 


w^^  =  w'*  4-  c«"  4-  w'^  4-  w"  , 


^         ,  .28  _,     ,  .41  _,     ,  .40  _,     ,  .44  , 

07      =0;     4-w     4"W     4-w     5 


ihre  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden 
d.  h.  den  viergliedrigen  Perioden  ot^^  der  17ten  Einheitswurzeln  (wie  in  IV,  i.), 
während  or^^^  =  —2  ist,  haben  folgende  Typen: 


07^  =  -  2  4- 

207,4- 

07     «       07   1 
3  >       *1 

B7      —    V 
*3             *8 

+  ^18-+- 

•  tTj  4-  tr. 

07  07 

—  4- 

-  tTj  4-tJ 

WjW,  ==  207^  4- 

Wg4-aj 

'       .        07  1 
38»        *1 

ET      i-^    — 
6 

tr,  4-  or. 

4-  tr     • 

07   07 

-  tr^. 

4-trj4- 

m  m      s=  •—  2  4- 
1     18                      ^^ 

w   4-  2o7 

Congruenzwurzeln  mod. 

P'*) 

P 
47 

07 
1 

—  13 

«^3 

4-  16 

«^4 

—   17 

«^s 

4-  14 

—   15 

07 
8 

—     5 

«^14 

—  21 

^38 

—     5 

89 

4-  10 

4-  23 

—  39 

4-     8 

—  26 

4-  20 

—     3 

4-     8 

149 

4-  36 

—  53 

4-  40 

4-     9 

4-  32 

—  47 

—   14 

—     2 

191 

—  43 

—  23 

4-  64 

4-  61 

—  88 

—  68 

—  43 

—  50 

251 

4-  54 

4-  78 

4-  97 

—     3 

4-     6 

4-  45 

4-  89 

—  114 

293 

—  44 

—135 

—  72 

—  70 

4-  17 

—  110 

4-  59 

4-  63 

353 

—  33 

4-146 

4-107 

—     7 

4-175 

—  84 

4-  64 

—  14 

557 

—  130 

—233 

—  160 

—241 

—   87 

4-112 

—250 

—124 

599 

—     9 

—  25 

—216 

4-298 

—240 

—  172 

4-247 

4-118 

659 

—  79 

4-184 

—307 

4-  57 

4-  96 

—114 

—  121 

4-285 

701 

4-  29 

4-  96 

4-227 

—200 

4-160 

4-312 

4-177 

—  99 

761 

4-  98 

4-  62 

4-174 

—  29 

—181 

4-187 

—  177 

—133 

863 

—  26 

4-428 

4-375 

—215 

—103 

—  292 

4-  90 

—256 

*)     Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems 


tr. 


07. 


t>7 


18 


tTjtr^  =  4  —  tTj  4-  t>7,     (mod.  p). 


254 


u  =  51 
Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  alle  wirklich,  aber  von  der  Form  /(w ,  w^) ,  so  dass  N^^^f^t*) ,  Wj)  =  p'  ist.*)    Dass 
alle  in  dieser  Hinsicht  sich  gleichstehen,  folgt  aus  nachstehenden 

Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen  in  ^. 

AV.^  —  ^8  +  07^4)  =  47  .  89  ,  AVs  —  «'s  —  ^»a)  =  ^^  '  ^^^  ' 

A\2  +  tTj,  —  tr,^)  =  47  .  191  ,  iV(2Xj  4-  tr^)  =  47  .  251  , 

A^(2  4-  tr^  —  TTj)  =  47  .  293  ,  N{^fr^  —  tr^g)  =  89  .  353  , 


^"(3  +  tr^  +  OTjg)  =  47  .  557  ,  N{A.  —  «^c  "*"  ^J8>  =  ^^^  '  ^^^  » 

A'(2tr^  +  w^)  =  47  .  659  ,  A^(3  +  tr^  4-  tr^^)  =  47  .  701  , 


A-2tr^  —  w^^)  =  47  .  761  ,  A^(2  +  tr^  +  2^^)  =  89  .  863  . 

Ferner  hat  man:      N(w)  =  103,       A^(H-tr)  =  307,-      A"(l  — w)  =  67; 

A^(^^  -  tr^g)  =  3l47  ;         AV«  -  ^,,)  =  17  .  47  ,         A'(2  +  tr„)  =  17  .  149  , 
AVs  —  ^..g)  =   17  .  89  ,         AVi  —  O'jJ  =   17  .  191     U.  S.  W. 


*)  Die8s  folgt  aus  der  Norm  N{1  —  tr,  — ^4+^9)  =  47',  mit  den  Congroenzwurzeln 
mod.  47 '  ;  gibt  man  denselben  die  Form  a-h  bp ,  so  stehen  die  Werthe  von  a  oben ,  und  die  von  b 
sind  für: 


{'  w  w         w 

1  «  4 

—11     —20     4-7 


«  =  47    J       1  '  *        "^*         ^T         ^8       ^1*       ""»* 

i'  1      ,,         "-4-7     —18     —23     4-23     —19     4-15 


und     (     ^»  '«  ~9  """ 

\7— li 


tn  tr  w 

lOp     204-8/)     —11— 3p     —174-5^ 
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n  =  51 

IV.     2>  zum  Exponenten  8  gehörig. 
4  achtgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.    ^  =  51m  4-  2  ,  +  8  ,  —  19  ,  —  25  ; 


also: 


:,.«    +  c^ifi  +  oü"  4- (,;"  +  u;'-'^ 


,  =  u;*    4- 1^'"  4-  u,"  4-  ui*°  4-  c«"  4-  w'    4-  ü.'*  4-  et-"  , 


.11 


3'J 


.44 


37 


23 


46 


41 


.31 


w^^  =  w*'  4-  m'"  4-  u>"  4-  te'     4-  w     4-  fü"  4-  (*}     4-  tt-' 
OTjj^  =  ü;"  4-  w"  4-  £*^"  4-  Ol'"  4-  to"  4-  m*^  4-  w"  4-  w"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr*  —  w'  4-  11«^'  4-  tr  4-  52  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  nnd  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  achtgliedrigen  rc^^  der  17ten  Einheitswurzeln  (während  Wj^^  =  —  4  ist): 


tJ  =  —  6  4-  or^  4-  2trj.  , 


X   X 
15 


=  3Xg  4-  Xj  4-  x^j ,         x^x^^  =  3x,  4-  x,^  4-  w',, 


X  X     =  2  4-  X    —  X     . 

13  "  ^^  *  i  **  11  » 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


tTjXg  =  —34-  2Xjj  4-  tTj 


9  • 


2 

X 

1 
0 

«'s 

l 

^11 

1 

X 
19 

l 

P 
461 

«^1 
—  135 

«'s 
—  37 

«^11 
—  72 

X 
19 

—  216 

53 

4-  2 

4-  4 

—  14 

4-  9 

467 

4-  58 

—212 

—  10 

4-165 

59 

—  2 

4-  6 

—  21 

4-  18 

491 

4-  79 

4-138 

-f-148 

4-127 

83 

4-  7 

4-24 

4-  23 

4-  30 

563 

—238 

—260 

4-222 

—277 

179 

—  17 

—23 

—  59 

—  79 

569 

—  164 

—  123 

4-  56 

4-232 

257 

—  9 

4-48 

4-116 

4-103 

587 

—  188 

4-159 

—207 

4-237 

263 

—37 

—83 

4-  51 

4-  70 

593 

181 

—  130 

4-  96 

4-216 

281 

—71 

4-30 

—  115 

—  124 

773 

4-  54 

—112 

—  88 

4-147 

359 

4-46 

—39 

—  71 

4-  65 

797 

—  199 

—  22 

—  34 

4-256 

383 

4-84 

4-42 

4-160 

4-  98 

971 

—165 

4-104 

—442 

—467 

389 

—68 

4-15 

—  54 

4-108 

977 

—  6 

4-  24 

—296 

4-279 

•)     Hier  ist  x,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems 


X    4"  X       —   "— 

1  ^^       19    


9  » 


X 


1^19   :=r  8  4-  Xj     (mod.  p). 
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n  =  51 
Die  Primfactoreu  der  Primzahlen  p 
sind  theils  wirklieh,  theils  ideal  (in  5  ter  Potenz  wirklieh),  in  beiden  Fällen  aber 
von  der   Form  ^^l,  tr^),   so    dass  N^Ji^^rr^)  ==  p^ ,   resp.  =  p" .     Im   ersten  Fall 
befindet  sich  2  ,*)  sowie  alle  Primzahlen  p,  wofür  eomplexe  Zahlen  4i(rr^)  vorhan- 
den sind,  so  dass  xV(|)(aTj)  =  2p ,  wie: 

P                    (J>(X^)  j  p               4)(U7^)  I  p               (l(w^) 

53  2— üTj  I  263  44-2Xj-+-trjj  491  3x^4-20?^^ 

59  2+orj  i  2S1  4— 2tr3+Xj^  587  4— 2tr^— tr^, 

83  «'^x4-2Xjg  j  383  tr^— 2trj.  773  4+2trj+trj 

179  3-tr3— tr^g  j  389  2tr„+Xj3  977  G— x^ 

257  2— 2x^+20-^— Xjj  j  | 

femer  ;>  =  46i ,  971  wegen:  N(b'h4w^—2w^)  =  461 .  83 ,      iV(i9  4-  G^^)  =  971 .  389  . 

Im  zweiten  Fall  befindet  sich  jedenfalls  359**),  wahrscheinlich  auch  die 
übrigen:  467,  563,  569,  593,  797,  sofern  für  sie  keine  solche  <J>(x^)  sich  gefunden 
haben. 


*)     Dass  der  Primfactor  von  2  idoal  ist,  scheint  aus  Nonnen  wie: 
A'(3»j)  =  4.13,       iV(l+tr)  =  X{1  —  er)  =  64  und  obigen  bei  III,  1  hervorzugeben;  dass  er  fibcr- 
diess  die  Form/fw,trj)  haben  muss,  ergibt  sich  aus  Normen  wie: 

iVa-htr^-tTj)  =  iV^l~x„-2trjj,)  =  iV(3-tr,-~trjj)  =   256,         A^(2  -  tr,  +  2Xj,>   = 
N(l — 2w^^-w^^)  =  9.128,     welche  mit  den  Congruenzwurzehi  mod.  32: 
tr^    =   — 4,       ^5   =  — 3,      tr^j    =£  -4-15,       tr^^    =:   —  7  ,       ^3   -^   — ^2  bereihnet  sind. 

**)     Diess  folgt  aus  der  N«>rm  iV(114-8aT,j  —  807,3)  =  359*,  bereehnet  mit  den  Congruenz- 
wurzeln  mod.  359': 

OTj   e:  46+45J),         tTj  d  —39+76;;,         tr,j   ^  —  714-7p,         w^^  ^  65— 128p, 

tTj   =.  4-110 — 53p,  wahrend   bei   den  Primzahlen  p   der   ersten  (iruppe,  z.  B.  />  =  53,  mit  den 

Congruenzwurzeln    mod.  53»:  tr,    — =.   2— 9p  ,  rr^   =  44-13p  ,  tr^j   =   —  14  —  23p  , 

tTjg  -32  94-19p,  w^   =   10+lOp,         nur  Normen  sich  ergeben,  wie: 

A\5-4-2trj— 2orj— 6ocrjg)  =  67  .  53'* ,     A\3— tr,— ÖtTj^)  =   16.53'-,     iV(24-3tr^— 2trj.)  =  4.53'-, 

iV(l— 4aTj-+-2trj— 6(rj3)  =  13.  53*^ 

Dazu  kommen  noch  Normen,  bei  weh'hen  der  Factor  2  vermie(h'n  ist,   wie  einerseits: 

JV(34-4tr^j^)  =  53  .  281  ,  iV'(l  — 257j-4trjj)  =  53  .  59  , 

iV(3— 2crj— 2x,)  =  83  .  53  ,  iV(5+2trj— 2^^^)  =  59  .  263  ,   U.  S.  \V., 
andrerseits : 

iV(34-2trj4-4T^j)  =  9.359,  ]S\^^2ur^—^w^^)  =  9.467, 

xV(5+2rj+2aTj)  =  9.569,  A'(94-2tr^-+-2a7jy)  =   17.359, 

A"{9— 2irjg)  =  17.563,  iV(l— 4Xj)  =   17.797. 
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w  =  51 
IV,  2.     ^  =  bim  —  2  ,  —  8  ,  4-  19  ,  +  25  ; 


r    I        — 2r    I       Ar    I        — 8r    i       l^r 


c,."r^a;"r_^^25r^      ^IsO  : 


tr,  =  tt..    4-  w"  4-  w*    4-  oü"  +  c«..^^  +  ü^'"  4-  oü^'4-  ou"  , 

X    =  Cft.'   4-  £iL=     4-  tt.'     4-  i«.'     4-  it      4-  C-'     4-  w     4-  et      , 

tr    =  tt.'    4-  w     4- 1«-'     4-  tfc'     4-  "(.■     4-  ö^"     4-0-'     4-  £w     , 

tr^  =  a>'  4-  a'"  4-  «''  4-  u;*'  4-  ou"  4-  c.."  4-  u.''  4-  c^'' ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

tJT*  —  ot'  4-  öx'  4-  4W  4-  16  =  0  ; 

mit  den  fundamentale  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  achtgliedrigen  w^^  (wie  in  IV,  l.)  der  17ten  und  den  3ten  Einheits- 
wurzeln     w^j^  =  Sa,'^^*", 


otJ  =  5oü^'  4-  oTj » 
tr  X    =  —  4w     , 


tr^tTg  =  büü^*  4-  tTy  ; 


P 
19 
43 
127 
151 
223 
229 
331 
349 
433 


07, 


1 

4-  8 

—  16 
4-  17 

—  10 
4-  55 
4-  29 
4-  43 


2 

—  1 


tr. 


—  17 
4-  41 
4-  28 
4-  30 

—  7 
4-  9 

—153   —169   —  57 
—  92   4-122   4-113 


4-  9 
4-  11 

—  60 

—  60 

—  69 

—  87 
4-  23 


4-  4 

—  20 
4-  3 
4-  43 

—  15 
4-  66 

—  74 
4-  31 
—142 


07   OJ 
*1*5 

=  —4 

,             or  tr     =  - 

-4'jü''  ; 

07  tr 

=  80^3 

> 

tr  tr      ~— 

1^34 

8a7j  . 

od.  p 

.*) 

P 

tr 
1 

^2 

tr 

5 

457 

—  52 

4-113 

4-211 

4-186 

631 

4-  27 

4-  74 

—117 

4-  17 

661 

—133 

4-292 

4-     5 

—  163 

733 

—111 

—359 

—  66 

—196 

739 

4-  83 

—  44 

4-365 

4-336 

757 

152 

—286 

4-259 

4-180 

859 

—205 

4-247 

4-352 

—393 

937 

—277 

4-456 

4-159 

—337 

967 

—329 

—336 

4-194 

4-472 

/(tr  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

>a) 

P 

M) 

P 

A^,) 

19 

14-  07j 

331 

34-  07j— 2trj 

733 

8— 307^— 5o7j 

43 

14-2o7j4-3o7j 

349 

5 —    tTj 2tX7^ 

739 

54-  07  -t-2o7_ 

127 

3—  Wj 

433 

2 —  07^4-  o7j4-3tr^ 

757 

X                         9 

5 — 2a7j4-  Wj 

151 

2—  o7j4-  trj4-2o7y 

457 

3—  07,4-207,4-307^ 

■X                  3                  w 

859 

6— 3oc7j4-2a7j 

223 

34-407^-4-207^—  Wj 

631 

34-2trj4-  Wj— 2try 

937 

44-  07jj4-307j 

229 

24-  07^4-307^ 

661 

5 —  xr 

967 

5— 2a7^4-4o7j 

— 4ar. 


—  tr. 


. —  tr. 


*)     Hier  ist  tTj  die  gemeinschaftliche  Wurzel  zweier  Congraenzensysteme : 

"^  ^  "'"""•  1     «"x + -"T  =  -  /;;)(a.od.  p). 

^i^i  ^  5  4-07j   J  w^Wj  SS  —  4tt;"J  '^ 

Auch  ist  tr,  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  w^w^^  =  tr,  (mod.  p). 


33 
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n  =  51 

V.     p  zum  Exponenten  16  gehörig: 
2  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

V,  l,     p  =  51Wi-i-5,  — 7,—  10,4-  11  ,+  14,4-20,  — 22,+  23 


CT^  =  oy'" 


u,*'"4-u^"'- 


(U 


<^.=»'-  +  <„-'r+j,,-lOr^    jjlgQ 


tp     =  <U't"ju  4-c<ü    4-w    +ft'    -r'^    4-1*'    4-J«''    4-t«'"    4-^«^    +^    H-i'^    4-J«  4-w    4-w    4-!«     1 

i   ,       10  ,   50  ,   46  I   '26  I   1'8  1   38  I   37  .   33  ,   7  .   35  1   33  ,   8  .   40  •   47  ■   31 

tr    =  w  4-'Jü    +'M    +u:    +iAj    4-t«''    4->.'    +£w    4-u;    4-'jy  4-J*'    4-oü    +U;  4-iü    4-w    4-w     ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr'*  —  t4-  13  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


tr 


l  =  -13  4-^1 


'^x^  =  +13. 


Congruenzwurzeln  p.*) 


/' 

«^1 

^3 

/' 

^1 

3 

1     P 

^1 

tr 
•i 

j     ^ 

1 

^2 

5 

2 

—  1 

197 

76 

—  75 

479 

73 

—  72 

821 

50 

—  49 

11 

5 

4 

227 

34 

—  33 

503 

108 

—  107 

827 

322 

—321 

23 

8 

—  7 

233 

51 

—  50 

521 

143 

—  142 

839 

234 

—233 

29 

12 

—  11 

269 

37 

—  36 

617 

188 

—  187 

857 

254 

—253 

41 

11 

—  10 

311 

85 

84 

641 

57 

—  56 

881 

316 

—315 

71 

19 

-18 

317 

144 

—  143 

653 

123 

—  122 

887 

67 

—  66 

107 

43 

—42 

347 

42 

—  41 

677 

290 

—295 

911 

163 

—162 

113 

24 

—23 

401 

35 

—  34 

683 

313 

—312 

929 

392 

—391 

131 

20 

—19 

419 

155 

—  154 

719 

111 

—  110 

941 

69 

—  68 

167 

70 

—69 

431 

100 

—  99 

743 

175 

—  174 

947 

350 

—349 

173 

23 

—22 

449 

207 

—206 

809 

64 

—  63 

983 

272 

—271 

*)     Hier  ist  w^  diejenige  der  beiden  Congnienzwurzeln,  welche  7>  Ound<C-i7>  ist. 
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haben  die  Form 
gibt  es  complexe 
2  Arten,  wovon 


n=:  51 
Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
/(üü ,  w^) ,   so  dass  N^f(u} ,  OT J  =  p'  •).  —  Für  alle  Primzahlen  p 
Zahlen,  deren  Normen  =  3p ,   oder  =  bp ,  und  zwar  letztere  auf 
die   eine   als  <f}(tr^)   in   die  folgende  Tafel  aufgenommen  ist,    also 


p 

5 

3-h  w^ 

P 
197 

31—    SOET^ 

P 
479 

9-4-1307^ 

P 
821 

29— 17wj 

11 

14-2trj 

227 

234-  6ocr^ 

603 

3— 14trj 

827 

51— 13aTj 

23 

1— 3aT^ 

233 

7-h  dw^ 

521 

41+  7ajj 

839 

57— 1107^ 

29 

12—  w^ 

269 

37—     w^ 

617 

244-13trj 

857 

64—  Iw^ 

41 

3— 4aTj 

311 

2  — llOTj 

641 

57—     w^ 

881 

48+lltr^ 

71 

144-3trj 

317 

28—  907^ 

653 

47— lltTj 

887 

67—     w^ 

107 

21+207^ 

347 

42—     w^ 

677 

3-hl6tr^ 

911 

67—  6aT^ 

113 

17-4-4^^ 

401 

19— 12trj 

683 

29-f-13oTj 

929 

59— 12ay^ 

131 

9— 7(r^ 

419 

46—  3trj 

719 

53+  Gw^ 

941 

44+1307^ 

167 

114-7<rj 

431 

38—  9Wj^ 

743 

46— 13(rj 

947 

62— lltr^ 

173 

11— Str^ 

449 

32— lltTj 

809 

41+12Wj 

983 

19+18tr^ 

V,  2.     j9  ==  51m  —  5  ,  +  7  ,  +  10  ,  —  11 ,  —  14  ,  —  20  ,  +  22  ,  —  23  ; 


m    =  tt;'-^c«-*'-  +  a;"'" +  «;-"'■ 


^I3r^^-l4r^^l9r_^^7r^^l6r 


w"'"+ »-*'■+ w 


-llr 


+  w*''  +  w-"'- 


+  a;-'''+c.;'®'-  =  - 


ÜJ 


34r 


d.  h.  hier   reduciren    sich    die  primitiven  Perioden   auf  die  3ten  Einheitswiirzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  d.  h. 

7,  37,  61,  73,  79,  97,  109,  139,  151,  163,  181,  193,  199,  211,  241,  277, 
283,  313,  337,  367,  379,  397,  439,  487,  499,  541,  547,  571,  601,  607,  619,  643, 
673,     691,     709,     751,     787,     811,     823,     853,     877,     907,     991,     997, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren  als  die  j?  =  3m  + 1  (vgl.  X  =  3),  welche 
auch  in  Beziehung  auf  ölte  Einheitswurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


•)     Es  ist  nämlich  Wj  =  —  3  mod.  5'  und  iV(3  +  w,)  =  5'. 

••)     Aus    «t)(w,)  =  a  +  6a7j    erhält    man    die    andere    4>'(Wi)  =  a'+ft'tTj,    deren   Norm 

ebenfalls  =  bp  ist,  dur<:h  Multiplication  mit  -(^(3  +  Vj)  und  es  ist  c^  =  ^(4a  +  13&) ,  b*  ='^{3b  —  a) ; 

ebenso   erhält  man   aus   ^(tr^)   durch   Multiplication  mit   ^(2  —  tr,)  die  complexe   Zahl,    deren  Norm 

3+07  3  2 — tr, 

=  3p :  und  es  ist  N — t —  =  1 ,       N — r —  =  i . 


33* 
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n  =  55 


I,    p  =  65m -4- 1. 
40  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


40     89  .SS     34  .   30     38  •   35     33  .   30     17  .   15     13  .   10     6,5      ,  « 


=  0; 


womit,  oder  mittelst  der  beiden  Gleichungen: 


C«**4_:^"^^33_^^ll^l   _  Q^  j^i0^j«45^^40^^35^^30_^^35^^30^^15^^10^^5^j    ^    ^^ 

die   nichtprimitiven  Wurzeln,    d.h.  die    5ten  und   Uten  Einheitswurzeln,  durch 
die  primitiven  sich  ausdrücken  lassen. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


P 
331 
661 
881 
991 


UJ 

4-100 
+  85 
4-333 
4-265 


70 

46 

117 

136 


49 
4-  56 
—197 
—364 


w 
—  65 
4-133 
—407 
—333 


4-  84 
—  169 
4-  45 
—298 


4-125 
4-177 
4-  8 
4-310 


—  78 
—158 
4-  21 

—  103 


4-144 
—210 
—  55 
4-453 


4-105 
4-138 
4-263 
—386 


—  92 
—168 
4-360 
—217 


P 
331 
661 
881 
991 


w 
4-  68 
4-262 
4-  64 
—  27 


4-126 
—  154 
—440 
—292 


4-  22 
4-130 
—274 

—  82 


—  117 

—  187 
4-382 

72 


—  115 

—  31 
4-342 
4-251 


—106 
4-104 
—369 
—442 


—138 
—  157 
4-  4 
—339 


34 

OD 

4-102 
—125 
—430 
4-346 


.  'S 

(M) 

—142 
—199 
4-  93 
—479 


4-  33 
4-271 
4-134 
—   87 


P 
331 
661 
881 
991 


—  10 
—100 
—309 
—262 


—  7 
4-  93 
4-180 

—  60 


—159 
—312 
4-  84 
4-232 


—  12 

—  80 
—220 

4-  38 


,   34 

4-153 
—286 
4-191 
—213 


4-118 
—  64 
—322 
4-229 


—116 
—152 
4-256 
4-234 


—  15 
4-300 
—209 
—423 


0," 

4-156 
—279 
4-  2 
—112 


—  73 
4-275 
—234 
4-367 


P 
331 
661 
881 
991 


—  18 
4-240 
—394 
4-137 


.   43 

W 

—145 
—  91 
67 
362 


—154 
4-192 
4-  16 
—  35 


4-157 
—205 
4-  42 
—356 


4-143 
—239 
—110 
—195 


.  49 

w 

4-  67 
4-176 
4-372 
—143 


4-  56 
—164 
—355 
—372 


—  27 

—  59 

—  161 
—471 


0," 

—  62 
4-273 
4-128 
4-  61 


4-  96 
4-  70 
4-336 
—359 


*)     Die  CoDgruenzwurzeln   für  die   nichtprimitiven  Wurzeln   stehen  bei  X  es  5  und  X  ss=  11. 
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n  =  55 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  ideal,  und  zwar  ftr  p  =  331  in  lOter,  für  p  =  661,  88i  (welche  die  quadra- 
tische Normform    haben)    in    5ter,    fiir  p  =  991    wahrscheinlich    in    2ter  Potenz, 
obwohl  es   nicht  gelungen  ist,  ^"(w)  mittelst  der  Congruenzwurzcln  mod.  p^  dar- 
zustellen. •) 


Normen     complexer  Zahlen  in  w. 

iV(l-+-w^'+w")  =  331 .  78541  ,         AXl-4-w'— w")  =  661  .  3631  ,         iSr(l— w"4-w")  =  99l'  ; 

und    (mod.  p^)    N{\  —  w"  —  w*^  +  w"  —  cu"  —  w*^  -4-  w*^  —  w*')  =  99l'.     (der  andere 
Factor  war  logarithmisch  nicht  zu  ermitteln,  sowie  bei  drei  anderen  Versuchen). 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig; 
20  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


n,  1.     p  =  65m —  1  ;         tr^  =  w'"-!-  w"*",         ^i^k  "^  '^Jfc-i  "^  ^*+i  »     l^(°^r)  =  ^  » 
wodurch  die  primitiven  w  und  ihre  Relationen   zu   einander  und   zu  den   nicht- 
primitiven, tTj^  der  Uten,  tr^^^  der  5ten  Einheitswurzeln,  unmittelbar  gegeben  sind. 


FGr  ^  =  991    sind   die  Congruenzwurzcln   mod.  p^    folgende,    d.  h.  die  Werthe   von  6,    sofern   sie   in 
die  Form  a  +  hp  gesetzt  sind  und  die  Werthe  von  a  schon  in  obiger  Tafel  stehen : 


P 
991 

P 
991 


(jti 


ÜJ 


UJ 


w 


(U 


bü 


Ui 


w 


(Mi 


19 


14 


IS 


IT 


.18 


.19 


.11 


.93 


.94 


96 


.98 


.39 


31 


.39 


.34 


.86 


.37 


.38 


.39 


.43 


43 


—385       —284 


4-318 


4  7 


.48 


.49 


Sl 


&9 


.88 


4-  19       4-112       — Ul       —169       4-  33       —196 


w 


18 


991   —198   4-177   -f-463   4-434   4-  10   -f-132   4-440   4-208   4-  76   4-338 


.37 


P  (U~'  U)~  Ui    '  W"       Ui"  Ui~~  Ui"  Ui"  Ui"  Ui' 

991   —316   —448   4-460   4-365   4-235   —450   —126   —  53   4-24   —  8 


41 


Ui  Ui  Ui  Ui  Ui  Ui  Ui  Ui  Ui  Ui 

-f-218   —425   —380   -f-  94   —117   4-  42   —457   4-105   4-474   —  38 


4-409 


*)  Die  Quelle  der  Idealität  5ten  Grades  scheint  nämlich  die  den  zweigliedrigen  Perioden 
3ter  Art  (II,  3)  entsprechende  Form  zu  sein,  in  welchen  />  =  991  einen  wirklichen  Factor  hat, 
iNTjd-^,)  =  991. 
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n  =  55 
Congruenzwiirzeln  mod.  p,*) 


p 

109 

^1 
-4-  43 

—     6 

tr 

3 

4-  26 

4-  34 

^6 

4-  20 

31 

tr 

8 

—  45 

^9 

—  51 

tr 
11 

—  38 

tr 
ij 

—      9 

439 

4-  61 

4-207 

—  165 

—175 

4-     5 

—  160 

—  107 

4-218 

4-  23 

-f-   17 

659 

-4-115 

4-  43 

4-217 

—130 

4-298 

4-  12 

—236 

—133 

—163 

-f-166 

769 

—  40 

4-  60 

—  53 

—247 

—269 

4-  58 

4-256 

—301 

4-  73 

—  182 

P 
109 

tr 

14 

—   22 

tr 

16 

—  48 

tr 
ir 

—  37 

^18 

—  17 

tr 

*19 

—  40 

tr 
11 

—  50 

^1» 
4-  13 

«^14 

4-  25 

tr 

^16 

—  30 

4-  46 

439 

4-136 

4-  33 

—120 

4-110 

—194 

—  89 

4-209 

4-  88 

—152 

4-  56 

659 

+  142 

—321 

4-300 

—  106 

4-  31 

—285 

4-235 

4-207 

—124 

—267 

769 

4-286 

4-169 

—  116 

—143 

—316 

4-381 

4-106 

—  56 

4-  55 

4-280 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     ^/(p^i)  =  —p* 


p 

/(«',) 

P 

/(w.) 

P 

/(tr,) 

P 

/(«r,) 

109 

1 -%-«'„ 

439 

H-<r„+aT„ 

659 

l+<r,4-<r„ 

769 

l+w,^+tr„ 

*)     Hier  ist  tr,  die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Congmenzen- 
Systeme,  des  einen  aus  4  Congmenzen,  wovon  die  erste  und  letzte: 


l  ^^       11  ^^       11  ^^       13    10  * 


w  w    w    w      ^=  1  -4-  tr     —  tr        (mod.  p), 

1     11     11     13     ^^15  ^10  '^'* 


4-  tr 

16  ^^       19 


w     4-  tr     4-  tr      =^  —  tr        (mod,  p). 

11  ^^      14  ^^      16    11       ^  ^' 


das  andere  aus  10  Congmenzen,  deren  erste: 

Wj  -f-  w^  -f-  tr^  4-  Wj  4-  tr^^  4-  w^ 
Wegen  der  Congmenzwurzeln  für  ^nr  und  w^f.    vgl.  X  =  5  uud  Xs=ll,  wot^   ,)}   ^  y^   ^  y^   ^  f^ 
heisst,  was  hier  resp.  w^  ,  w^^ ,  w^^,  w^^,  w^^. 
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n  =  55 
II,  2.     j?  =  557/1  —  21  ; 
also  die  primitiven  tr,  wofiir  n(tr^)  =  i , 


tr. 


w*" 


.-21r 


VJ.    = 


OF.    = 


07..    = 


13 


W.^    = 


19 


ÜJ 


39 


:«"  +  tr"  , 


07^    = 


:.-^  4-  0.."  , 


rr_  =  'jü^  4-  M^^  , 


tr.  = 


tr^  = 


tr. .   = 


14 


tr 


31 


32 


16 


w,   =  w*  +  a;''  , 


tr.    := 


u;^  4-  c."  , 


17 


tr,  -  =  w      -j-  ütj 


.i9 


T  ..     =    M 


•24 


'JÜ 


46 


17 


T..,    =    OÜ 


37 


OT 


37 


37     ,         48 

w     4-  w     , 


37 


tr      = 

4  2 


UJ 


38 


«"  4-  c*;" ; 


die  nichtprimitive  11  w  sind:  tr^^  =  2c«j^'',  d.  li.  die  Uten  Einheitswurzeln,  tr^^^ 
wie  in  II,  l.  die  Perioden  der  5ten  Wurzeln;  typische  Relationen : 


tr 


xj   =  2ti;"  4-  tTj  , 

1^33  =  - 1 ; 


-k     4i 

tr  tr      =  2üj     4-  tr 

1     11  ^^13» 


07  tr 

14 


2  4-  tr.«  , 


tr  tr      =  tr    4-  tr     : 

1      38  1  ^^       13  ' 


2m    4-  tr     ,     T  tr  =     _    .    „ 

^^37»  1     21  •         33 

tZT   QT  ^s    2t3IT     * 
14  6  ' 


X   tr        :=    2tIT 
1     10  *11 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

89 

^1 
—  20 

w 

8 

4-  36 

^2 

—  17 

^4 

4-  18 

^6 

—  17 

^7 

—  5 

tr 
—  10 

^9 

4-  42 

^13 

4-  18 

«^14 

4-  9 

199 

—  11 

—  1 

4-  85 

—  78 

4-  18 

4-  74 

4-  78 

4-  1 

4-  96 

—  74 

419 

--163 

4-146 

4-109 

4-  28 

—  55 

—  15 

—192 

4-  66 

—185 

—  24 

859 

4-258 

—  7 

—324 

4-370 

4-152 

—  397 

—  91 

— 3C8 

—427 

4-236 

P 
89 

tF 
^16 

4-  36 

tr 

17 

4-  42 

^19 

4-  21 

tr 

31 

—  5 

tr 

34 

—  40 

''37 
4-  21 

tr 
39 

—  34 

tr 

38 

—  40 

tr 

*37 

—  34 

tr 
43 

—  20 

199 

4-  63 

4-  60 

—  96 

—  85 

—  60 

4-  11 

4-  62 

—  18 

—  61 

—  63 

419 

4-107 

—  47 

4-123 

—  77 

—  159 

4-160 

4-134 

4-  18 

—197 

—195 

859 

—177 

—165 

—  114 

—344 

207 

4-243 

—  82 

4-283 

4-220 

4-  83 

^     Hier   ist  tr  ^  Toilständig  bestimmt  durch  die  lineare  Congraenz  tr  ^  w  >  ^  =  tv  j  j   (mod.  p) 
oder  alt  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems: 


07   4-  tr      ^=  — 

1  ^^       13 


W 


43 


tr 


^tTj^  ^  —  w"     (mod.  p) 


und  eines  aus  10  Congruenzcn  bestehenden,  dessen  erste: 

Wj  4-  W4  -4-  Wg  -+-  w^  4-  tTj^  4-  w^g  4-  tr^^  4-  tr^^  4-  w^^  4-  tr^^  ^  —  w^^     (mod.  p). 
FQr  p  BS  89  sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  /?',  d.  h.  die  Werthe  von  b  (in  der  Form  a-j-bp): 


4-3 


tr. 


tr. 


1  3 

4-43         —15 


^4 

4-28 


tu. 


tn. 


6  7 

—2  —  7 


^8 

4-15 


w. 


VJ. 


tr. 


9  13  14 

4-26         —42         —40 


4-5 


tr. 


w. 


W- 


w. 


If  19  31  34 

4-11         —24         4-23         —2 


tr 

87 

4-13 


w 

39 

—30 


tr 


w. 


33  "37 

4-25         -t-33 


tr 


43 
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n  =  5o 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirklich  ist /(o?^)  =  i  +  w^  für  ^  =  199,    (oder  l  —  tr^). 

Die  übrigen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  Quadrate  wirklich  sind,  z.B. 

/\w^)  =  1  —  tTj  —  tFj  -f  tr^   für  ;?  =  89  ; 

und  dass  die  übrigen  sich  ebenso  verhalten,  folgt  aus  den  Normen: 

N(l  —  a?j^  —  rr^^)  =  89  .  419  ,         ^"(1  —  tr^^  —  tr^^)  =   89  .  859  .     —        Femer  ISt: 
Nil  +  tr,  —  w^^)  =  661  . 


II,   3.     p  =z  55m  4- 21;     w^  =  »*' 4- w"*' , 
also  die  primitiven  o?,  wofttr  n(Tr^)  =  i, 

',  =  w*  4-  flu 

'      =    w'  -f-  Oü 


tr     =  oü    -f-  w      , 

13     I         53 

tu       =   w      -hw      , 
tu,^   =   flu      -*-  flu      , 


o? 
tr 
w 


43 

37 


14 


=  «,"  +  <«", 


tr    = 

3 

tr,  = 
"'ir  = 

tr       := 

38 
39 


=  cw    -f-  fly    , 


tr^  =  oü*  4-  flu"  , 
tTj,  =  w"  4-  w"  , 
a?jj  =  w     4-  w     , 
tF,j  =  flu"  4-  w**  , 
tr^,  =  flu*'  4-  flu"  ; 


die  nichtprimitiven  tr  sind:  tr^^,  die  Perioden 
und  tTjj^  =  2»^^'',  die  5ten  Einheitswurzeln  selbst; 


der  Uten  Wurzeln  wie  in  II,  : 
die  typischen  Relationen  sind 


< 

2u;" 

4-aTj, 

tr  tr     — 
1    a 

fjj    4-  tu     .          tu  t 

w^,  -T-  Wjj  ,         ^      ^AJ^v 

r     =  tu 

5  +  ^,5' 

l     13 

-    2tF" 

'4-tF 

w  tr 

1     34 

-  24-t 

"^80  5 

tr  tr     = 

15 

^6  "+■  ^36  '        '  ^1^ 

r         —    2t 

10 

."4-tr„ 

:       tu   ti7 

13 

1  ) 

tr,tF  , 

—  2tr,, 

■ 

1     44 

10 

Congruenzwurzeln 

mod.  p.^) 

P 

^, 

OCo 

op. 

W. 

t3P- 

^^ 

tr« 

tr,. 

tr.. 

07 

A 

1 

s 

3 

4 

6 

7 

9 

13 

13 

14 

131 

4-  51 

4-  65 

—  45 

4-  42 

—  56 

—       1 

4-  21 

—  55 

—  29 

4-  10 

241 

4-  67 

—  23 

4-101 

4-  92 

—103 

4-  62 

—  73 

4-  72 

4-  76 

-t-  33 

461 

—  98 

4-156 

4-  33 

4-188 

—  74 

4-  34 

—195 

4-177 

—103 

-f-  58 

571 

—229 

4-277 

4-  66 

—119 

4-147 

—139 

—149 

4-279 

4-241 

4-144 

p 

w,. 

ar,„ 

op«. 

tr.. 

tr.. 

tr.. 

tr.. 

tr.. 

w 

w 

JL 

17 

18 

33 

36 

38 

31 

34 

36 

39 

4T 

131 

4-  27 

—  58 

—  46 

—  61 

—     6 

4-  35 

—  48 

—  27 

4-  45 

4-     6 

241 

4-  26 

4-  99 

4-  45 

4-  51 

—  44 

—  85 

—     2 

—  21 

4-  93 

4-  17 

461 

—158 

—  52 

—108 

4-226 

—  138 

—102 

—  106 

4-158 

—  33 

-t-138 

571 

4-165 

4-112 

—118 

4-198 

—211 

4-     8 

4-  54 

—230 

—  97 

4-173 

*)     Hier  ist  Vj  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz:  txr^u*^  =w^q  (mod.  /)),  ode: 
als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  zweier  Systeme,  wovon  das  eine  aus  4  Congruenzen  besteht: 


w   4-  w     4-  w     4-  w      s 
das  andere  aus  5  Congruenzen: 

tTj  4-  tr^  -4-  tr 


—  w 


30 


^1^13^33^34  ^  6  +  2tFj^  4-  tr^j  e*c.  (mod.  />), 


4-  w     4-  tr      ^=  •""  bu 

96  ^^      »1  ^^      36 


11 


u.  8.  w.  (mod.  p,) 


2G5 


n  =  55 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  durchaus  ideal,  in  5ter  Potenz  wirklich,  gemäss  folgender 

Normen  complexer  Zahlen  in  ä-. 

A'(l  +  OTy)    =    11  .  131  ,  N(l  -h  TT^  -f  ITjj)    =    11  .  241  , 

AVaa  -*■  ^4/)  =  ^3^  •  ^^^  '  ^(^  —  tr^  +  tr^^)  =  571  .  241  , 

A'O  4-  x^  -  0-..3)  ==   11?571  ,  N(l  -  tr^  4-  tr^^,)  =  11:6G1  . 


III.    j)  zum  Exponenten  4  gehörig, 
10  viergliedrige  Perioden  und  zwar  mit  2  Ftlllen: 

III,  \.    p  =-  bbni  —  12  ,  —  23  ;         !r,.  =  w''  +  a""^^'*  -h  '^f^^*''  4-  t*'""'" 

also  die  primitiven  tr,  wofür  n(or^)  =  109, 


tF^    =    öü  4-  w"  4-  w"  4-  te'''' 


o?    =  w'  4-  w^'  4-  w*^  4-  i*'     I 


Gl         38     I         S9     I 

tr^   =  ö;    4-  i>'      4-  f«'      4-  £A 


41 


54 


TTjj  =  uj^^  4-  0."  4-  w"  4-  w     , 
tTj^  =  üL«     4-  et-     4-  w     4-  w     , 


tr.^  =  a"  4-  w*"  4-  u;"  4-  ot:'  , 

4     1         7     1         56  j^       18 
4 

8     ,         14     ,  53     1     S6 

tTg  =  üL-    4-  w     4-  w     4-      , 

IG     ,         28     ,     .   49     ,     .   17 

=  w     4-  Ol!     4-  w     4-  "-■     » 

—  '•»9  _i     .   37  j^       51  ^^  .  .48  . 

OT      =0      4-  w      4-  i*-      4-  w     9 


tr 


16 


nichtprimitiv:  x^^  =  2(a'*'' 4- 1^'^^'")?  also  zweigliedrige  Perioden  der  Uten  Ein- 
heitswurzeln (vgl.  II,  1.),  während  ^^r  =  ""  ^  5  unter  den  Kelationen  sind 
typisch : 

trj  =  —  2  4-  trjj  4-  tr^^  ,  tr^or.^  =  tr^  4-  tr,  4-  tr^  4-  tr^^   (oder  =  tr^  4-  tr^^  —  i^^^)^ 


tTjtFj,  =  3  —  Ol"'*  —  w"  ; 


CT 


tr     =  2fir   4-tr^.  trtr      =  —  1  4-  tr«,  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

43 

^1 
—  2 

^3 
4-  5 

tr 
3 

—  4 

^4 

4-  9 

^6 

4-  10 

^8 

4-  11 

tr 
i'd 

—  12 

tr 

16 

—  14 

^24 

4-  16 

tr 

*29 
—  18 

197 

4-  51 

—  25 

—  72 

4-  61 

4-  82 

—  33 

4-  67 

—  73 

4-  90 

4-  50 

263 

4-  49 

4-125 

—  123 

—  33 

—  29 

—  56 

4-111 

4-  76 

4-  51 

4-  93 

307 

4-  29 

4-113 

—139 

—  93 

—  4 

—  84 

—  76 

4-  11 

4-136 

4-108 

373 

—  9 

—  79 

—  35 

—161 

4-  16 

—116 

4-133 

—  62 

—  2 

—  57 

593 

—  70 

—171 

—  99 

—264 

4-151 

—  119 

—129 

—233 

—290 

4-  39 

857 

—  12 

4-159 

4-  35 

—  79 

—191 

—314 

4-392 

4-339 

4-276 

-+-251 

967 

4-297 

4-  78 

—377 

—257 

4-  76 

4-459 

4-397 

—  29 

—146 

-f-470 

*)     Hier  ist  w^  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems : 
tTj  4-  Wj^  s  —  (w"  4-  w*')  ,         tTjtTj,  =  3  —  (w"  4-  w")  (mod-  P)-    Vgl.   bei  H,  1. 

34 
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n  =  55 
Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind   durchaus   ideal,    in  zweiter   Potenz   wirklich,    welche    überdiess  die  Form 
/(w ,  tr J  hat. 


Nonnen  complexer  Zahlen  in  w. 
Für  sämmtliche  Primzahlen  p  gibt  es  complexe  Zahlen  <f)(trj),  so  dass  N<f)(w^)  =  43p: 


P 

43 


*(^,) 


197     2-htiTj^-hw"-fw" 
263     2— a?j  — a?3 


4(0;^) 


SOi 


307     tr-—  (w"-f  w'^) 


857     l-faTj-+-w,+oy*-f-« 
967     2— OT.-l-tr 


&o 


6 


Femer  ist: 


373       2+w^^ 

593     tr^— 2(w'^-fw") 

iV(2  —  tTg  —  tr,g)  =  331  .  89  ,         N{1  —  w,  -f-  tr^)  =  661  , 
N(l  —  Wj  —  Wj)  =  32  .  43  ,         N(l  —  tP^  4-  OT^,)  =  32  .  197  . 


IV.    2^  2um  Exponenten  5  gehörig. 

p  =  55m  +  16  ,  —  19 ,  —  24  ,  +  26  . 

8  fQnfgliedrige  Perioden 

0?^  =  w»-  +  w"»-  4-  w-"'"  4-  «'"■  -f  w-"'" ,    also,  wobei  n(w^)  =  81 , 


w 


16 


36 


.26 


Sl 


^  =  u)     -f-  w"  +  w     4-  w     4-  w 

,  =  tr'   4-  to"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  , 

w^  =  u}^    4-  w"  4-  w"  4-  w**  4-  oy"  , 


w 


w 
w 


^  =  w'   4- oy"  4- w*^  4- w"  4- w'   , 
^  =  (u*    4-w'    4- w"  4- w**  4- w"  , 


18 


IS 


43 


6 


m    =  üü"    4-  w^    4-  w     4-  w**  4-  w 


.28 


8 


43 


oTjjj  =  oy"  4-  w"  4-  w*'  4-  w"  4-  w'    , 


w 


19 


19 


34 


»4 


19 


=  w*"  4- w"  4- oy'*  4- w"  4- tw 


39 


nichtprimitiv:   w^j.  die   5gliedrigen  Perioden  der  Uten,  und  w^^j.  =  bw 
5ten  Einheitswurzeln;  typische  Relationen: 

ttJ  =  —  2w**  4-  Wj  , 
tTjW^  =  —  2  4-aTjjj, 
tr  tr      =  3w*^  : 

1     10  ' 


llr 


,  die 


tü^OTj  =  3ciy 

w  w  ^  =  3  I 

1     19  ' 


1^3    =    —  ^^       "^^ 


19 


^TTj    =    —  2W        4-  «Tg, 


1     11  ''H  ' 


W   W        ^^    5tZT     ■ 
1     44  5 
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n  —  55 

Congruenzwurzeln 

med.  p. 

* 

•) 

p 

31 

«^1 
+  10 

^8 

+  11 

«^3 

—  11 

^4 

+  5 

«^6 

+  13 

^8 

—  5 

tr 
—  13 

—  9 

71 

—  1 

—  20 

—  25 

+  17 

—  4 

—  29 

—  5 

—  3 

181 

—  27 

—  87 

—  25 

+  36 

—  15 

—  34 

—  48 

+  20 

191 

-+-  11 

+  28 

—  34 

+  47 

—  4 

—  5 

—  77 

+  35 

251 

-f-  40 

+  30 

—  25 

64 

+  98 

—  124 

+  2 

+  44 

311 

—131 

+128 

51 

+  5 

+125 

+146 

+147 

—  57 

401 

-f-119 

—197 

—  171 

+147 

—  90 

+  99 

+158 

—  64 

421 

+181 

+  60 

—  21 

+144 

—114 

+190 

+  82 

—100 

521 

—  67 

+  8 

—  195 

—186 

+  42 

+200 

—112 

—210 

631 

+178 

—  41 

+200 

+272 

+174 

—  81 

—187 

+117 

641 

—  44 

—207 

—288 

—256 

—313 

—184 

+317 

—306 

691 

—111 

+147 

—  141 

—205 

—209 

+  52 

—279 

+  56 

751 

—  82 

+352 

—  96 

+149 

+373 

—296 

—170 

—229 

911 

4-326 

—215 

+161 

—183 

+224 

—180 

+167 

—299 

971 

+154 

+  76 

+345 

+  80 

+  85 

+285 

+  92 

—145 

p 

71 
251 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren /(tTj)  haben  folgende  Primzahlen  p: 


1  +  w^ 

2  —  tr 


11 


311       1 +«7^  —  0^1, 
631       2  —  tr.  —  tr 


8 


w 


19 


P 

691 
751 


2  +  CT   +  tr    +  tr 

2  ~T~  tXT     -"•  tXT     —  tXT 
^^1  4  ^^19 


Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren,  in  zweiter  Potenz 

wirklich,  z.  B. 

^    =    31  ,  /'(tTj)    =    l+tüj  +  tTj  +  tTjj  +  tTj,  . 


iVi(l  — tr)  =  5.11, 

N(l  -  tF, 


Normen  complexer  Zahlen  in  w . 

N(b  +  tTg)  =  71.31. 191  ,  N(2  +  tüj  —  tFg)  =  31  .  181 , 

-  2trg)  =s   191 .  421 ,  N(l  —  tTj  —  2tng)  =  31 .  401 , 

N(Z  —  w"  —  tp,)  =  31 .  521 ,  iV(4  —  Wg  —  ti7jj)  =  191 .  641 ; 


*)     Hier   ist  tr,    Tollständig    bestimmt    durch  die  lineare  Congmenz  w^u*^  =^9  (med.  p), 
oder  als  gemeinschaftliche  Warzel  des  Systems: 


tr. 


w 


6 


tr  m^  ^  3w"     (mod.  p) 

1      6 


und  eines  zweiten  von  4  Congmenzen,  deren  erste: 

tiTj  +  tiTj  +  tr^  +  tTjj  ^  —  tTj     (mod.  p). 

Fftr /)  =  31  (mod.  p>) :  — 52     —392     —228     +5     +385     —160     +18     +425. 
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n  =  55 

Femer  gibt  es  für  die  Primzahlen  p  mit  idealen  Primfactoren  stets  Normen 

sowie  =  lip ,  z.  B. 

p  N  =  bp  N  =  lip 

31     1  4-  £«;"  H-  Wjj  1  -4-  «T^  +  tr, 

191        2  -f  W"  —  OTg  1  _  tTg  -h  OTg 


33 


421        2  — w""'  — OT^  1+m     —    tr,  —  o?,, 

11  i  3  13 

64:1  üu     •—  w     — op  —  tu 

^  ^  j  6  13 

911     3-f-tr     —  tFg  1  — üü"  — 2*rg 

971     1  — üü"  4-tF,    +  tr^  —  tTg  2  — tTj    +2WJ 


V.    2^  2^°^  Exponenten  10  gehörig. 
4  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     p  =  55m— 16,  +  19,  H- 24,-26; 

also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung: 

OT*  —  w'  —  14tr'  4-  14tr  4-  31  =  0  , 

tTj  =  w  4-  w"  4-  w"  4-  w'*  4-  w"  4-  <«**  4-  w"  4-  w"  4-  w'*  4-  w"  , 
OT^  =.  w'  4-  w"  4-  w^'  4-  w'  4-  w'  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w*'  , 
tr^  =  w*  4-  w"  4-  w"  4-  w*  4-  w^*  4-  w"  4-  w'  4-  ou"  -h  w"  4-  w*^  , 
TTg  =  oy*  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w*'  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  ; 

nichtprimitiv:   w^^^  =  5(w"'' 4- w**'")  =  51^^^,    d.  h.  zweigliedrige   Perioden 
5 ten  Einheitswurzeln,  während  w^,.  =  —  i ;  typische  Relationen: 

wj  =  6  —  2(w"  4-  w")  4-  tTj  ,        tTjtr,  =  2  4-  tr^  4-  w„  ,        w^w^  =  —54-  3(w"  4-  w' 

tFjtTjj    =    —54-  5tITg  ,  ^1^83    ==    ^°^3  "+■  ^^4  ' 
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n  =  55 
Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

19 

«^1 
-f-     7 

w 
a 

—     5 

«^4 

-f-     8 

tr 
—     9 

P 
409 

^1 
—  57 

tr 

2 

+120 

tr 

4 

—  72 

tr 

8 

+  10 

29 

—     2 

—  14 

—     3 

—     9 

479 

+113 

—  149 

+  138 

—101 

79 

4-  22 

+  23 

4-  28 

H-     7 

569 

—  41 

+  71 

—191 

+162 

139 

-+-  15 

—  48 

■4-  61 

—  27 

739 

+284 

—  139 

+337 

+258 

149 

—  11 

+  33 

—  29 

-h     8 

809 

+187 

+299 

+280 

+  44 

239 

+  99 

36 

—114 

-4-  52 

919 

+216 

+  66 

+387 

+251 

3^9 

4-  47 

—163 

—  152 

—  90 

y^tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p;  N/(rr^)  =  —p. 


p 

A^,) 

19 

l  +  tr^+    tFg 

29 

2  +  tr^ 

79 

IH-  Wj           tTj 

139 

2  +  tiTj  +  2tr^ 

149 

3+07^+     tTg 

P  /K) 

239  4  +  3trj  +  Ötr^ 

359  4  —  2w^  —    w^ 

409  6  —  2Wj  —    tTj 

479  2  +  3trj  +    w^ 


P  A^,) 

569  4  +  3tF^ 

739  6  —    tTj  —  2w^ 

809  5  +    tr^  —    tr^  +  2w^ 


919     1  —  3tr, 


2tr 


2tr, 


IX 
hx 


V,  2.    p  =  bbm  +  4,  —  6, +9, +  14; 
die  primitiven  w,  deren  Gleichung: 

tr*  —  ot'  +  8tr'  -+- Zw -h  9  =  0  , 

tTj    =    W     +  W*     +  w"  +  üü'     +  w"  +  w'*  +  flu"  +  üü"  +  flü"+  w"  , 

tr^  =  flo'    +  oy*    +  w"  +  flu"  +  flu"  +  flu"  +  flu**-*  +flü"  +  flu'  +  flu-®  , 
tr,  =   c«»  +  cü"  +  flü*»  +  a,-^'  +  flt;"  +  flü*'  +  flt;"  +  a;"  +  "  +  :*;*% 
Wg  =  flu*  +  w"  +  flu"  +  flu"  +  flu"  +  flu"  +  flu"  +  üü"  +  flu"  +  flu"  ; 

litprimitiv:    ar^^  ==  2(flü*'^+ fl(;"'*  + flü"''  +  to"'^  + aü"')»    Sgliedrige  Perioden  der 
n  und  Wjj^  =  5(flü^^''+ flu***),   2gliedrige  der  5ten  Einheitswurzeln  (wie 

9  0>  typische  Relationen: 


trj  =  —  4  —  2tFj  +  3trj  , 
^w^  =  3  —  3(fly"  +  to**)  ; 

=   6(tF,  +  tTj)  , 


^w^  =  —  3  ,  tr^tTg  =  3  +  ItTj  , 

^tTj  =  —  4(flü"  +  flu**)  +  2w^  ,       tr^tTj^  =  6(flü"  +  flu**)  ; 


w 
1    11 


W  W        =    •—  5tF     • 

1    aa  i 


*)    Hier  ist  or,  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems 


w. 


w. 


—  (flü^^  +  flu**) ,         w^w^  ^  —  5  +  3(fly"  +  flu")     Cmod.  p) 
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Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

59 

tr 
1 

—  2 

+   31 

tr 
j 

—  5 

tr 

6 

—  23 

179 

—  85 

+  59 

4-  16 

4-  11 

229 

—  63 

—109 

—  38 

—  18 

269 

—  100 

4-  35 

4-  37 

4-  29 

379 

+  59 

4-122 

—102 

—  78 

389 

—114 

—174 

—  63 

—  37 

449 

-4-112 

4-  12 

4-154 

4-172 

499 

—  197 

4-114 

4-111 

—  27 

P 
509 

^1 
4-117 

8 

—248 

«^3 

—  139 

—288 

699 

4-151 

—242 

4-267 

—175 

619 

4-  36 

—258 

—118 

—278 

709 

H-259 

4-  52 

4-119 

4-280 

719 

H-  27 

—  80 

—309 

—356 

829 

—232 

—  25 

4-121 

-f-137 

839 

—  29 

—376 

—121 

—312 

929 

4-  73 

—420 

4-451 

—103 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirklich  sind  die/farj)  für  folgende  Primzahlen  p: 

4  4-  2tF,  4-    tr_ 

6  —  2w^  4-    Wj  —  tr^ 


p 

A^,) 

P 

/K) 

1 

P 

59 

2  4-tr^ 

379 

4  4-  2tr^  —  (Tj 

509 

229 

2  4-  tr,  -  2tr^ 

389 

4  -  2tr,  -  tTg 

839 

269 

2  -h  tr„  —  tr. 

499 

3  —  tFj  4-  tr. 

929 

3  4-    (T^  — 2tr3  4- 


tr. 


Die  der  übrigen  Primzahlen  p  sind  ideal,  in  zweiter  Potenz /'(or,)  wirklich :**) 

4  4-    StTj  4-  4tr3  —    7w^  709 

14  4-    ötTj  4-  9trj  4-  24tr, 
11  4-  23trj  4-  8tr,  -|-  15trg 


P 

179 
449 
599 
619 


26 


—  19tr,  4-  8tr,  —  24tr^ 

13  6 


719 
829 


22 

28 
20 


-  3tr^  -  26tr,  -  24tiT, 
4-  I8trj  —  14trj  —  lltr^ 

—  IStTj  4-30trj—    7w^ 


*)     tXT,   ist  vollständig  bestimmt  durch  die  lineare  Congnienz  ^itr,Q  =  6(w**4-w**)    oder 

trj(w*'4-w")  =  — tTj  (mod.  />);   aber  auch  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congmenzen- 

systemc:  gr^  4-  tüg  ^  —  (w^^  4-  w**)  ,         w^w^  ^  3  —  3(tt;"  4-  w**)     mod.  p. 

und  m   4-  tr.  =  —  (w*  4-  w*^  4-  w"  4-  "  **    '    '  "^ 

tTjtr,  ^  3  4-  (w*  -f-  w*® 
Für  p  =  179  sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  p* 


-w"4-w**4-c«;"),l 
4-  w     4-  w       »   ^    /J 


tTj^  ^  —  85  4-  16p  ,         tr,  ^  59  4-  55;? ,         ar,  ^  16  —  48;? , 


w 


6 


^  11  —  23p 


•*)     Von  diesen  sind  alle  (ausser  für  p  =  179)  mittelst  A^(l  -htr,)  =  4'  gefunden  tmai 
N(b  —  tr,  4-  tTg)  =  4  .  179  ,         N{7  —  tr^  —  2tFg)  ==  4  .  449  ,  N(7  —  tr,  —  2w^)  »  4  .  599  , 


N(3  4-  2(P,  —  2tr3  4-  3trg)  =  4  .  709  , 
N{b  4-  2tPj  4-  tPg  4-  41^3)  =  4  .  829  . 


N{1  —  3arj  —  tTj)  =r  4  .  719  , 
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Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  sind  ideal,  in  zweiter  Potenz  wirklich, 
haben    aber    die    hier   nicht    näher    ermittelte    Form  /(c*- ,  tr^^).    —    Fär  jp  =  2  ist 
A1(H-aTj)  ==  16,    für    alle    übrigen    gibt    es    complexe    Zahlen    <J)(trj),    so    dass 
Ni\>(rr^  =  2p,  nämlich 

7  tTj  (oder  1— ir^) 

13  3-h  tTg 

17  4+  TTg 

73  11+  tr^ 

83  5-h3Xj 

107  ft-hSoTj 

127  15-h  tTj 

167  IS-f-StTj 

173  1— öoTj 

193  4-h5aT, 


p 

*(tr,) 

227 

84-53rj 

233 

17+3trj 

277 

12-h5tr^ 

283 

23-+-  tTj 

293 

20-f-3trj 

337 

3—7X3 

347 

1+707^ 

457 

12-4-7or3 

503 

31+    OTj 

/> 

cMtr,) 

523 

24+5X3 

547 

17+70?^ 

557 

4— 9Xj 

563 

1—9X3 

607 

27+5Xj 

613 

20+7x, 

673 

36+  Xj 

677 

ll+9x^ 

733 

31+5Xj 

P 
743 

<MXj 
25+  ToT^ 

787 

39+     tFj 

827 

40+     «Tj 

853 

l+lltFj 

877 

4+lltr, 

887 

5+1107, 

937 

9+lltr, 

953 

43+     tr. 

997 

44+       TT, 

Femer  ist: 


A"(2  +  X3)  =  10 .  2 , 
iV(io  -  3Xj) 
A'(23  +  4Xj) 


1      "2 

=   4  .  < 


r=    5.  13', 


NiJ  +  X3)  =  10.7, 
A^(3  +  4Xj)  =  5  .  7\ 
A^(2  +  9x3)  =  4.  17', 


N{\  +  3x^) 
A^(22  +  3X3) 
A'(33  +  4X3) 


10.13,    u.  8.  w.  und 

4.13', 

5.  17',     U.  8.  W. 


Yl^  2.     p  =  bbm  — 2, +  3,  —  7,  —  8,  —  13,  —  17,  —  18,  +27  ; 
x^  =  -(tt,*'-  +  cf-«'-+c«,'*''+a;**''  +  ot;"0»   d.h.   X  =  11,  UI; 

also  haben  die  Primzahlen  p  =  3,    37,    47,    53,    97,    103,    113,    137,    157,    163,     223, 

257,     313,     317,     367,     383,     433,     443,     467,     487,     577,     587,     643,     647,     653,     757,      773, 
797,     823,     863,     907,     977, 

auch  hier  nur  die  dortigen  Primfactoren  aus  den  5 gliedrigen  Perioden  der  Uten 
Einheitswurzeln. 
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n  =  57 

I.     jp  =  57  7^-4-  1. 

36  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


36      Ui  I    3S      33  ,    30     .  29  ,    'il  26  ,  .  24     .  .23  ,  ,  21     .20  ,  .  IS     ,  IC 


_  ^,"  +  j,;ii  _  c^.io  +  :,.»  _  u-^  4-  j,.c  _  j,.*  4.  t,.«  ».  :,  4.  1   = 


0, 


1» 


wodurch,  oder  durch  die  beiden  Gleichungen: 


w"  -4-  ct^^  -f-l  ==  0      und 


54     ,         Sl     I         48     .     .45     ,     .42     ,      .39     ,     .36     ,     ...33     ,     ...30     ,     ...27     ,     ...24     ,     ...21     ,     ...18     ,     .15 


'JU 


4-  u;'  -I-  Oü^  4-  er'  4-  1 


die  nichtprimitiven,   d.  h.  die    19ten  und  3 ton  Einheitswurzelu,  durch  die 
tiven  sich  ausdrücken.     C^'gl.  X  =  19  und  >.  =  3). 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


:  0 

primi- 


.10 


11 


13 


P              Ui)  (*:  üü  UJ                it       (*:  Cfc'~'     w  ~  u- 

229  —  76  4-51  4-82  —  49  4-20  4-83  4-111  4-37  H-  55 

457  4-171  —  7  4-49  4-153  —157  H-116  H-102  -h  76  —  75 

571  —  85  —198  —195  4-  16  4-258  —232  4-256  —  62  4-285 


—  58 

—  29 
—243 


P 
229 
457 
571 


ct." 

4-  19 
4-203 
4-150 


et" 

—  70 

—  19 

—  188 


—  45 

—  107 

—  129 


üu 


22 


—   5 

—  165 
—153 


—  78 
4-119 

—  128 


ÜL- 


2  5 


—  85 
4-  81 
4-220 


48 
141 
4-143 


—  71 

—  73 
4-236 


.  29 

—  100 

—  144 

—  75 


—  62 

4-  94 

4-  4 


229 
457 
671 


—  97 
4-  79 
4-231 


W 

4-  91 

—  96 

—  58 


.  3^ 

ü.' 

—  46 
4-  36 
—209 


—  56 
4-205 
4-270 


u: 


40 


—  36 
4-  24 
4-  82 


—  12 

—  9 

—  118 


75 
4-  63 
—  47 


25 
—195 
—  2 


—  99 

—  181 


—  33 

—  112 

4-  29 


P 

229 
457 
571 


49 

ÜÜ 

—  80 

—  130 

—  32 


—  103 
4-163 

—  141 


4-  14 
4-230 
—  107 


4-  81 
4-  28 
—  41 


ct." 
4-  9 
—  196 
4-124 


4-  3 
—  155 
—262 


Normen  complexer  Zahlen  in  w, 

A-(l  —  w^  4-  c.'")  =  229  .  571  ,         A'(l  —  a"  —  a")  =  229  .  457  .     Vgl.    II,  2. 


35 


274 


n  =  57 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
18  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,   1.     2?  =  57m— 1;  tr^  =  w'"-4-w"'', 

woraus  die  primitiven  w  und  deren  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nicht- 
primitiven, d.h.  tTj^j  den  zweigliedrigen  der  19ten  Einheitswurzeln,  (während 
tTjj^^  =  —  1),  von  selbst  sich  ergeben. 

Congruenzwurzeln  mod.  jt?.*) 


p 

113 

^1 
+  5 

w 
a 

4-  23 

«'4 

—  38 

4-  39 

—  4 

tr 

8 

—  27 

w 
10 

4-  50 

^11 
4-  42 

w 
1» 

—  33 

227 

4-100 

4-  10 

4-  98 

4-  47 

4-  24 

4-  68 

—  63 

4-  90 

-+-  26 

569 

+  194 

4-  80 

4-139 

4-260 

—  216 

—  27 

—  113 

4-170 

—  155 

683 

4-  17 

4-287 

—276 

4-  8 

4-166 

—322 

4-  62 

—136 

4-  75 

797 

—  3 

4-  7 

-f-  47 

—  123 

46 

—  184 

—  16 

4-247 

4-334 

911 

+  58 

—282 

4-265 

—  101 

-+-257 

4-  76 

4-178 

—204 

—372 

P 
113 

^14 

4-  U 

tr 

16 

4-  49 

^17 

4-  29 

tr 
20 

4-  12 

tr 
—  46 

tp 
2« 

4-  48 

4-  26 

^26 

—  43 

—  32 

227 

107 

4-  82 

-*-  85 

—119 

—  74 

—  41 

—  88 

—  7 

-+-  97 

569 

4 

4-158 

—  22 

4-249 

—  121 

—  87 

—  74 

4-125 

4-  14 

683 

4-234 

—  134 

—  34 

—256 

4-  53 

—  212 

4-196 

4-159 

4-114 

797 

—277 

4-380 

—  43 

4-254 

—362 

4-253 

4-141 

—  26 

-4-215 

911 

4-455 

4-308 

4-212 

—203 

—292 

4-303 

4-118 

—  90 

-4-226 

p 

113 
227 


1 
1 


/(tüj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p;    ^YO^i)  =  —p 

1-4-017  4-tF    4-tr 

1 — w  4-tr    -^tr    — w 


28 


P 

569 
683 


P 
797 

911 


tr^- 


1 — tr    — tr 
4  T 


*)     Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems : 


tr   4-  tF 


20 


m 


18 


^1^20 


—  1  4-Trj^     (mod.  p). 


Die  Congruenzwurzeln  für  die  tr,;.  stehen  X  =  19,  II,  wo  lo  >  1i  » I2  >  I3  >  I4  >  *J5  j  l«  >  It  >  Is  r^sp-  «ind 


was  hier  tr,  ,  tjjg  ,  tr,,  ,  tr,^  ,  tTg  ,  iTjg  ,  tTjj ,  tr,5  ,  w^j 
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tr^  =  u;^  4-  (*■' 


n  =  bl 
n,  2.     p  =^  bim  —  20  ; 
"*^'',     also  die  primitiven  tr,  wofiir  ri(tr^)  =  l, 


"l 

s= 

w  +  te", 

"s 



(..»  +  u,"  , 

«■4 

=  u,.«  +  u,"  , 

"'r 

s=s 

«..'  +  «,"  , 

«'. 

— s 

<."  + »" , 

-"lo 

=  <«">  +  ft," 

«'i« 

= 

a"  +  <«»»  , 

tr 

30 



(«'» +  *" , 

"« 

-  («•-•'  4-  u.'" 

«■» 

=: 

a."  +  <«■", 

tr 

33 

= 

<."  +  u."  , 

"'.s 

=  <«"  +  <«", 

*«» 

— 

<«"  +  t«"  , 

tr 

*46 



w"  +  I,;"  ; 

tTj    ==    Clü*  4-  ifc'^*  , 
36     ,         50 

tTjjg   =   w'    4- et-      , 


tr      =  c«; 

40 


40 


nichtprimitiv:    tr^^^  wie    II,  i,    «Tj^^  =  2w"'^    (3te   Einheitswurzeln ) ;    typische 
Relationen: 

w    ^  2'jü     4-  tr   .  tr  tr    =s  tp   4-  tr     .  tr  tr     ==  tr   4-  tr     ,         tr  tr      =  2  4-  tr^.  , 

Wj           *•*      -r  ^  t^  i  12              3    "^      18  *  14              5    *^     35 '             1    30                '       31' 


tXT  QT     ^ss  tr    4~  tr     • 

13  4  ^^       40  » 


tr      =  2ü;      4-  tr     I       tr  tr      =  2tr 

11«  ^^40'  1     19  a 

Congruenzwurzeln  mod.  p.^) 


w  tr 

1     88 


2tp 


18  • 


p 

37 

^1 
4-     1 

^3 
—   14 

^4 

—     9 

tr 
5 

—     5 

^7 
—  11 

tr 

""8 

—     8 

^10 
4-     5 

tr 

13 

—     4 

tr 

16 

4-     7 

161 

4-  27 

4-  40 

4-  26 

4-  60 

4-  30 

—  13 

4-  63 

4-  21 

—  46 

379 

—155 

4-  46 

—  54 

—  77 

—     5 

4-161 

—  31 

—  143 

—126 

607 

4-250 

—206 

4-133 

4-177 

4-289 

—  99 

—  48 

—  196 

4-276 

37 

"^30 

4-  10 

tr 
33 

—  10 

tr 

36 

4-     1 

^39 
4-  13 

tr 

38 
—        3 

tr 
35 

4 

^40 

4-     6 

tr 
43 

4-  18 

^46 

+  14 

151 

—  42 

—  74 

4-  54 

4-  53 

4-  68 

4-  38 

4-  39 

—    17 

—  24 

379 

4-101 

4-155 

—  119 

4-  96 

—  144 

4-109 

4-  72 

—137 

—  127 

607 

4-298 

4-     8 

—   10 

4-239 

4-116 

4-295 

—238 

4-287 

4-251 

*)     Hier  ist  tr  j   völlig  bestixuiut  durch  die  lineare  Congruenz  Wju'^  =  tTjg  (mod.  p):  auch 

tr   4"  ^      ==      —  tjtj    1 
ist  OS   gemeinschaftliche  Wurzel   des  Systems:      1  30  18  i   mod.  ^>  und  eines  Systems  von 

tr  tr      =  2  -4-  tr     I 
1    20  ^^     si-* 

9  Congruenzen,  deren  erste:    c[r^4-tr^-f-try4-tr^^j4-trjj4-a'jg+tr^Q4-tr^,-|-tr^g  ^  — ct-^'*'  mod.  p. 

85- 
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n  —  57 

Congruenzwurzeln  mod. 

?'•) 

p 

"^^       . 

tr 

«'t 

37 

-hisp—  y 

+  5p4-  6p' 

4-  8p— 15p' 

—  8;?—  4p' 

-llp 

151 

-hbdp-^Sbp^ 

— 29p-M8/>*'' 

4-  4p— 61/>' 

—70p— llp' 

—  8p4-33p' 

p 

^. 

^,* 

tu,. 

tr.. 

tT- 

c 

«        » 

*®      o 

^*      4 

" 

■  JO 

37 

4-12/?+13jt?' 

4-     p+16/>' 

4- 16p—  72>' 

—  llp— ll/?' 

4-16p—  8p' 

151 

-4-13^-73/}^ 

—23p— 10p' 

4- 10p— 42p' 

4-14p4-44;?' 

— ölp4-67p* 

p 

^o-. 

tr^. 

tr„^ 

tr 

w 

i, 

»3         o 

2ß          o 

2»       .i 

•* 

»* 

37 

4-  3;/ 

—  11/)—   8p' 

•4-  5p4-18p' 

4-    p4-16p' 

4-  2p— 10p' 

151 

—bOp—^dp'^ 

H-72p4-61p= 

4-74jt?4-67p' 

4-36p4-42p' 

4-55p— 26p' 

p 

c^..» 

^  . 

tr  . 

j 

*^ 

*'      o 

*« 

37 

— 16p+15p' 

4-9p4-14;)' 

4-    p-    p' 

151 

—35^— 49p' 

—  8j[)— 16p' 

— 65p— 45/>' 

Primfa Ctoren  ideal;  fiir  p  =  151  in  dritter  Potenz  wirklich: 
p  =  151  ,    /Vi)  =  1  4-  tTj  4-  tTj  4-  tr^  4-  Wg  4-  tTjg  —  tr,j  4-  2w^,  . 


Für  die  übrigen  in  neunter  Potenz,  gemäss  folgender  Normen: 
^(1  —  c(ü" —  tr^ —  tr^3  4- tTj^  4- tTjj)  =  37?i5i  (mit  Congruenzwurzeln  mod.37')**), 

N(rr^  4-  tr^,)  =  37  .  379  ,  N{w^  +  «^5  —  ^^a  +  ^4«)  =  ^'^  '  ^^'^  ' 


II,  3.    p  =  57m  4-  20  ;         tr^  =  iu''  4-  w'^''  =  —  w"'' , 

d.  h.  19te  Einheitswurzeln,  also  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

191,     419,     687,     761 

auch  hinsichtlich  der  57ten  Wurzeln  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen 
p  =  19/W4-1   (vgl.  X  =  19,  I). 


*)     In  der  Form  a4-6p4-op'  ,  wovon  der  erste  Theil  (a)  schon  in  der  vorigen  Tafel  ent- 


halten ist. 


**)     Hierbei  ist  w'  ^  =  4-10  —  16/)  4-  lOp*  ;  auch  erhellt,  dass  hierdurch  und  durch  /•(cbt^) 
für  p  =  151  die  9te  Potenz  des  Primfactors  von  37  ,  zunächst  in  gebrochener  Form,  gegeben  ist. 
Femer  ist:  N{w^  4-  tJir^g)  =  37  .  571  ,  N(nr^  —  w^^)  =  37  .  229    (vgl.  I.); 

N{1  4-  tTjj  -  tr^^)  =  7f  151  ,         N{1  -  w^^  4-  tr,^)  =  19  .  151  . 
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n  =  57 

III.     ])  zum  Exponenten  3  gehörig. 

j)  =  57/»  -4-  7  ,  —  8  ; 

12  dreigliedrige  Perioden:  tr^  =  £«;''  + a;^'*-i-'--*'' 
also   die  primitiven  w ,  wofür  IT(x^)  =  40 , 


(ßj 


T^  =   W  +  ClÜ^  4-  Oü*'*'  , 


-,  .    2      ,      .    14      .  41 

o 


X 


x^  =  cw^  +  c*/'^  4-  to**  , 

.10     ,  13     ,     ,34 


10 


.4:t 


w 


16      .  55      , 

29     ,     .33     ,     .53 


nichtprimitiv:  x^^  =  —  w'''4- w"''4- w"'',  die  dreighedrigen  Perioden  der  19ten 
und  Xjg^  =  3w'''  die  dritten  Einheitswurzehi ;  typische  Relationen: 

xj  =  x,  4-  2c..g  ,  XjX.^  =  tr^  +  tr^  +  r^^  ,  a:.^^^^  =  ^s  +  or^  4-  tr^^,  , 

'^i^s  =  3  4-  tr^  4-  tr^,  ,  tr^x^^  =  x^  4-  Sx^^  ,  x^X3^  =  3u;"  +  x^,  4-  tr,^  ; 

7,  =  x^  4-  STj^  4-  tr^,  ,      tJ7jtr,2  =  3a,.'^  4-  tr^  4-  x,^  , 


XjX, 


XX       ==  X      4-  2x      ! 
1    30  aa  ^^       31  ' 


'l«^19    ="    ^^11  ' 


^,^*..   =^  3x_-  . 

1     38  30 

Congruenzwurzeln  mod.  p.^) 


p 

7 

^\ 

4-  1 

^4 

4-  1 

X 
5 

0 

X 

8 

—  2 

X 
10 

—  1 

1C3 

—  18 

4-  19 

—  13 

—  75 

4-  71 

4-  43 

277 

—  51 

4-  14 

4-  6 

—  35 

4-  47 

—  84 

349 

4-  10 

4-  82 

—  29 

—  174 

4-  9 

4-147 

463 

4-119 

—  2 

4-  24 

—210 

—  95 

4-  27 

577 

—  71 

4-  68 

—242 

4-  83 

—110 

4-219 

ßl9 

4-254 

4-157 

—  168 

—246 

4-301 

4-  64 

733 

4-  88 

4-173 

4-141 

—238 

—246 

4-266 

P 
7 

X 

11 
—  3 

X 

16 

0 

X 

—  3 

4-  2 

X 
29 

—  2 

X 
31 

—   1 

163 

—  66 

4-  24 

4-  20 

4-  61 

4-  49 

4-  49 

277 

—  127 

4-  95 

—  38 

4-129 

4-133 

—  88 

349 

4-166 

.{-  61 

—117 

4-  77 

4-  67 

4-  51 

463 

4-184 

—  10 

4-  44 

4-  41 

4-104 

225 

577 

—  121 

4-125 

—  127 

—193 

—  90 

—  117 

619 

4-251 

—281 

—  105 

—244 

-t-  34 

—  16 

733 

4-  17 

4-234 

4-335 

—  181 

4-168 

—  23 

*)     Hier  ist  x,   vollständig  bestimmt  durch  die  lineare  Congmenz  x,w*8    __.  51,^  (mod. j»)» 
auch  iut  es  die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems     fr    4-x,,  ^  — tr,.  ,     x  x      ^  x    4- 2x  ^ 

l  11  30  111  S  il 

mod.  ü,  und  eines  zweiten  von  6  Congruenzen,  deren  erste    (r,4-x,4-x,^4-x  ..4-x    4-x.,  ^  — w 

*  '  o  1  4  10  16  22  31 

mod.  p.     Vgl.  X  =  19  ,  III,  wo  *io  >  I1  »  »Ja  >  13  i  »34  »  Is   *>eisst,    was   hier    resp.  x,  ,  Xg  ,  x, ,,  ,  x,^  , 


^15  >   "^JO  • 
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n  =  57 
Congnienzwurreln  mod.  p^  für  p  =  7 : 

^1  ^i  ^4  ^5  ^8  ^10         ^Jl  ^16  ^J2  ^SJ  ^89  «^»1 

mod.  7'      —110     4-64     —83     —84     —156     —50     +32     —140     +123     —138     —  79     —64 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren /(Vj)  haben  3  der  obigen  Primzahlen  p,  nämlich:*) 


277     rr-w^-w^^ 


677     1 — or^4-a7,+tr,,4-2w 

3  4  31 


19 


733     1— trg-+-trg4-trjj+2a;" 


Die  übrigen  haben  ideale  Primfactoren,  welche  in  3  ter  Potenz  wirklich  sind,  z.  B.  für 

p  =  7   18t /'(iTj)  =  oPj  +  tF^  —  a" ,    in    demselben   Fall    sind    die    übrigen    gemäss 
folgender 

Nonnen  eomplexer  Zahlen  in  i,, 

A^(nT^  -  OT^^  -H  tr,g)  =  7  .  349  ,  N(l  -  or,  +  tr^  —  tp^^)  =  7  .  463  , 

AVg  +  «'lo  "^  ^Ji)  ==  7  .  1G3  ,  N{2  —  tTj  4-  tt'^*)  =  7  .  619  .      Auch  ist 

A^l  —  tTj  —  w^^  +  tTjj)  =  64  .  577  ,  A\4  —  tTj  —  tr^  —  tr^  —  tr^^  —  ar^^)  =  64  . 


IV.    j;  zum  Exponenten  G  gehörig. 
6  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  1.     I?  =  bim  —  7,4-8; 
tp^  =5  w'*4-  w"^''4- w"*''4- w"''4-üi^'*4-ü^*'*,    also  die  primitiven  tr,  woftir  Tl{w^)  =  7, 
r^  =  oü  4-  cw*°  4-  w*^  4-  OL*®  4-  J^'  4-  u:^ ,  tr^  =  w'  4-  ol"  4-  w"  4-  w"  4-  «t"  4-  ot'**  , 

4     ,         39     .         35     .         S3     I         28     I         33  5     .         32     .         17     .         &3     •         3&     •  40 

•    =  oü    4-  w     4-  üü     4-  £«;     4-  üü     4-  w     j        «r.  =  u.'    4-  w     4-  w     4- »     4-  w     4-  w      » 

4  * 


CT 

tr, 


tr,^  =  c«^^  4-  0.**  4-  Oü"  H-  a-*^  4-  u^''  4-  c"  ,     tr,^  =  c"  4-  a"  4-  c.'"  4-  «;*«  4-  «"  4-  ««"  ; 

nichtprimitiv:  tr^^,   sechsgliedrige  Perioden   der   19ten  Einheitswurzeln ^    wäh- 
rend tTjg^  =  —  3;  typische  Relationen: 

trj  =  6  4-  2trj  4-  tr^  4-  2trg  ,  rr^rr^  =  tr^  4-  tr^  4-  tr^  4-  207^  4-  tr^^  , 

^1^5  "^    —  1  4-  tTj  —  tTg  ,  ^i°^ii  =    —  2  4-  2rrj  4-  3trj,  ; 

tTjtTj  =  1-h  TT^  4-  tTjj  4-  tr^,  ,  o:'!«:^  =  2tr,  4-  20-^  4-  tr^  4-  tr^^  , 

tr  tr      =  —  2  —  tu    —  tr    4-  tr 

*1      18  1  2  ^^       11 


*)     Hier  sind  die  nichtprimitiven  tr  zur  Abkürzung  gebraucht. 
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Congruenz wurzeln  mod.  |>.*) 


p 

31 

^1 
+  3 

°^3 

+  11 

^4 

4-  10 

^8 

4-  13 

OT 
16 

—  7 

88 

4-  2 

103 

+  5 

—   7 

4-  32 

-f-  24 

4-  20 

4-  30 

331 

—  93 

4-  81 

—  69 

—  3 

—137 

—  109 

373 

—  146 

—  76 

—  164 

—  61 

4-  26 

4-  49 

487 

+  53 

4-155 

—208 

4-121 

—  77 

—  43 

601 

+237 

4-225 

—  45 

4-279 

—216 

4-122 

673 

—  175 

—  18 

^-  23 

—207 

—  103 

—192 

787 

—  129 

—172 

4-376 

4-226 

4-133 

4-354 

829 

-1-279 

4-410 

—  142 

4-  57 

—262 

—341 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  wirklich  für  die  beiden: 
;?  =  373 ,    /(tr^)  =  l+rr^  +  rr^^  +  tr^,  ;        ;>  =  487  ,    j\w;)  =   1  -  tr, 

Für  die  übrigen  ideal,  in  dritter  Potenz  wirklich,  gemäss  folgender 


—  2aT 


16  • 


Normen  complexer  Zahlen  in  h^, 

N(2  —  tTj,)  =  7.31,  A^(l  -f-  tTj  4-  tr^  —  tr^,)  =  7  .  103  ,  A^(3  -f-  tr^)  =  7  .  331  , 

N(2w^  —  tr^  -  tr^  -I-  tTjg)  =  31  .  601  ,  A'(l  4-  tr^  —  2w^^)  =  7  .  673  , 

A^(4  —  tr^  —  (Tjg)  =  7.787,        N(l  —  tr,  —  tr^,  4-  2tr,,)  =  7  .  829  . 

Ferner  ist:     AV,  —  ^^,)  =  7  .  37  ,       A^(i  4-  ^^)  =  151 ,       A^(2  —  tf^  4-  w„)  =  7» ; 

A^(l  —  ocj  4-  tr^)  =  7  .  163  ,       N(2w^  4-  2w^  4-  rr^^)   =  7  .  463  , 
A^(2  —  (T^  4-  OTg)  =  277  ,      A^(2  4-  rr^^)   =  577  ,      N(rr^  4-  tr,)  =  733  . 


IV,  '6.     p  =  bim  4-  11  ,  4-  26  ; 

tr^  =  e*,'-4-w"'"4-0ü''-4-0ü*°'-4-u;-*'-4-c«*"-  =  -  (w^^r^oo^Sr^w^ir^ , 

d.  h.   die  primitiven  tr  reduciren  sich  auf  die   dreigliedrigen  Perioden  der  19ten 
Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

11,     83,     197,     239,     311,     353,     467,     653,     809,     881 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponenten  3  gehörigen  Prim- 
zahlen j9  für  >.  =  19 . 


*)     Hier  ist  rr^  vollständig   bestimmt  durch  die   lineare  Congraenz  tr  w'*  ^  w       (mocL  o), 
aber  aacb  als  gemeinschaftlicbe  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 


tr  4-tr    g=;     — tr     1 
1^    8  " }      und 

^1^8    —   ^-^3    J 


tr  4-tr  4-tr      ^=  — 

1^^     4^^     16 

^1^4+^4^! s+^ie^i  ^  — öct.-'J    (mod.  p). 

tr  tr  tr      =       7        I 

1     4      16    ) 
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7i  =  57 

V.    2^  ^^^  Exponenten  9  gehörig. 

j)  ==  bim  —  2  ,  +  4  ,  —  14  ,  4-  16  ,  -4-  25  ,  +  28  ; 


4  neungliedrige  Perioden: 


—    ,..r  _L_  ,..-2r  ^  j^4r  _^  ^^.-ör  _l  ,..16r  _l  .„Jir  _^  „7r  _l  ,..-l*r 


also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung: 

tr*  —  tr^  —  4x*  —  5tr  +  25  =  0  , 

tTj   =   CA  +  o;"  +  ti;*  +  tt.-*'"^  -I-  üL-^'^  +  'jj'^  4-  fc^  +  c;;"  +  w*'''*  , 

^      .    »     I     ,  .53     ,         8     ,         41  j^  .   3a     ,     .40     ,     .    14     ,         29     ,         56 


(U 


aar 


34 


46 


3V 


.13 


31 


tr^^  =  et"  +  U-"  +  £i;*®  +  jc'*  +  a-"  -|-  u.'"  +  w"*  +  j;/*  -|-  w 


5». 


nichtprimitiv   rr^^,   die   neungliedrigen   Perioden    der    19ten  und  tr^^^ 
die  dritten  Einheitswurzeln,  mit  den  typischen  Relationen: 


=  9c^.^^'- 


TTj  =  5Xj  4-  4Xj , 


tr 


tr    =  5  • 
1    a  » 


tr  tr 

l     10 


tr  tr 

1     19 


=  äi." : 


9trj, 


19 


tr^tTj   =   0./:      , 
oc  tr      =  9tr    . 

1     38  6 


tr  tr     = 

IS 


tr  tr     =^ 

16 


-4  +  tr,, 


19 


^^  "^      10  ' 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

43 

^1 
—  4 

—  12 

tr 

5 

4-  19 

tr 

10 

—  2 

631 

^1 
4-236 

—  8 

^5 

4-  52 

^10 

—279 

61 

+  18 

4-  24 

—  10 

4-  30 

643 

—248 

—293 

—  172 

4-  71 

73 

+  35 

4-  21 

—  12 

4-  30 

709 

4-209 

—  78 

—  149 

4-  19 

139 

—  31 

—  45 

—  51 

—  11 

727 

4-  46 

4-332 

4-114 

4-236 

157 

4-  75 

4-  21 

—  33 

—  62 

739 

4-290 

—344 

4-  24 

4-  31 

199 

H-  35 

4-  57 

4-  36 

4-  72 

757 

4-  91 

—158 

4-186 

—118 

271 

—  79 

4-120 

4-123 

4-108 

769 

4-185 

4-291 

4-118 

4-176 

283 

+128 

4-  73 

—  28 

4-111 

823 

—  163 

4-106 

—280 

4-338 

313 

—  109 

4-  66 

4-149 

—  105 

853 

—  64 

—200 

4-421 

—156 

367 

—  129 

4-  Ol 

—  174 

—154 

859 

4-  20 

4-215 

4-  46 

—280 

397 

4-  58 

4-  48 

—  13 

—  92 

883 

4-  50 

4-265 

4-  73 

—387 

499 

4-  87 

4-  23 

4-117 

—226 

937 

—  49 

4-172 

4-151 

—273 

541 

—  55 

—246 

4-117 

4-185 

967 

—270 

—197 

4-340 

4-128 

613 

—221 

4-  61 

—  126 

4-287 

997 

4-242 

—482 

—210 

4-451 

•)     Hier  ist  tr,    völlig  bestimmt  durch  tr  w'®  ^  tr    oder  tr  tr    ^  5tF       (mod.  ;>),    sowie 

X  o  1      o  X  9 

als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Systeme: 

.19 


tr^4-rr,^-  tr.l  ^i  +  ^lo  -  -  -     )  (^.j.  ^,). 

tTjtTj  =  -  4  4-  trj  tr^tTj^^  =      bu,    J 


36 


282 


»  =  67 


/(-x), 

Priinfactoren  der  Primzahlen  p. 

p 

/(^,) 

P 

A^,) 

43 

2+      OtT^ 

10 

631 

2  +  Iw^  — 

1607, 

61 

4—    tr. 

1     ""2^5 

643 

^—^w^  — 

207. 

73 

5  — 3(r^ 

l     "*■      ^5 

-Ko 

709 

19  — 2oF^  — 

9nr 

139 

3  —    or 

l     +     ^S 

-     ^10 

727 

4  4-  2oFj  — 

07 

157 

5  4-6trj 

L      ""  ^°^i 

■^           10 

739 

12  4-4a'jH- 

3oT 

199 

2or^ 

i    "*"    ^a 

+  »-1« 

757 

4  +  2a7j  — 

OF, 

271 

3+      tTj 

—      tF 

769 

2-1-    arj^  + 

207 

283 

12  —  ÖtTj 

i    +2a7j^ 

+  3<^, 

823 

2  -+-  6aj3  -+- 

8nr, 

313 

4H-    tr^ 

—    tr 

L                     10 

853 

9  —  4trj  — 

807j 

367 

5  +  7a'j 

r    "^^""s 

—  6aT 

10 

859 

6  -4-  2w^  — 

w. 

397 

4  — 2orj 

1    -     ^10 

883 

11  —  707^4- 

Zw\ 

499 

1  +5tFj 

L      "~  ^^i 

+  "«^10 

937 

4  —  3nr^  — 

w, 

541 

14  —  brr^ 

L      +^°^3 

-h5(rj 

967 

l-f-  2trj  -h 

407, 

613 

4-h2nr. 

J      -+-      ^5 

997 

2  —  Z^^  — 

07 

—  1007. 


—  1707j 

4-         07 

—  607 


10 
10 


507 


10 


—  1407 


10 


VI.    p  zum  Exponenten  18  gehörig. 
2  achtzehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VI,  1.     ;>  =  57m  +  2  ,  —  4  ,  4-  14  —  16  ,  —  25  ,  —  28  , 


.«r 


4r 


.8r 


.I6r 


.-asr 


.7r 


.l*r 


.S8r 


.-Sr 


.-*r 


4-  w"^  4-  w*"^  4-  w "^  4-  oü"'^  4-  w"  '^  4-  w     '^  4-  cm 


.-«r 


tr^  =  w»-  4-  iü"^  4-  w"^  4-  w  '^  4-  w    '^  4-  w 


also  die  primitiven  or,  deren  Gleichung: 

w'  4-  07  —  14  =  0 , 

tr^  r=  oü  +  tt;'^  4-  oü*  4-  oü«  4-  oü^*  4-  w"  4-  ««^  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w*'  4-  w"  4-  w 

4-  c«*«  4-  «"  4-  eo"  . 
o7j  =  c«*  4-  c«'°  4-  c«»°  4-  oü*^  4-  w"  4-  u;*'  4-  c«"  4-  w"  4-  oü"  4-  co"  4-  w*'  4-  w"  4-  w"  4-  «" 

4-t«"4-ew"4-«**4-0ü" . 


9S 


283 


n  — 57 

Congruenzwurzeln  mod.  jo.*) 

p     tpj 

2       1 

tr 
s 

0 

P 
167 

tr           tr 
1            i 

49     —  48 

P             tTj            tTj 

431     118     —117 

P 
827 

tr 

1 

348 

«^5 

—347 

29       9 

—   8 

173 

75     —  74 

509       85     —  84 

839 

266 

—265 

41     18 

—  17 

257 

46     —  45 

599     139     —138 

857 

181 

—180 

53     26 

—25 

269 

24     —  23 

641     190     —189 

941 

285 

284 

59     12 

—11 

281 

126     —125 

659       37     —  36 

971 

309 

—308 

71     13 

-12 

317 

51     —  50 

743       95     —  94 

983 

45 

—  44 

89     36 

—35 

383 

147     —146 

773       40     —  39 

/(-.), 

Primfactoren  der  Primzahlen 

p.         NA^,)  = 

=  -1?. 

P 

/(tr,) 

P 

A^,) 

P 

/(tr,) 

P 

A^,) 

2 

4—        tTj 

167 

51+16oFj 

431 

103+32trj 

827 

29+12ti7j 

29 

25—  6trj 

173 

71+22trj 

509 

1—  6Xj 

839 

45+16tPj 

41 

5+  2tPj 

257 

13+  6trj 

599 

129+40trj 

857 

37+14tPj 

53 

1+  2trj^ 

269 

29+lOtrj 

641 

23+lOtrj 

941 

17+lOtrj 

59 

11+  4trj 

281 

97+30trj 

659 

6l+20trj 

971 

37+28w^ 

71 

25-h  8tr^ 

317 

11+  6trj 

743 

9+  8trj 

983 

73+24trj 

89 

45+14aTj 

383 

19+  8trj 

773 

53+18trj 

VI,  2.     p  =  bim  +  5  ,  —  10  ,  —  13  ,  +  17  ,  —  22  ,  +  23  ; 

«r^  =r  wr^c«;*''+w"''+e«;"'-+w-^''+u;-'^''+w^'-+w-"''+at'*'-+w"''+w-"'^^^  +w"'' 

+e«"''+w'^'-+Dü"'-+w"'-  =  _(a,«'-+a;"''H-o.."'-H-at'**'^+a."'-+u;"'-+a.''-+w"«'-+w"'-) , 

d.h.  neungliedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzehi ;  daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen  p 

5,       17,       23,       47,     101,     131,     137,     149,     233,     251,     263,     347,     359,     389,     443,     461, 
479,     491,     503,     557,     587,     593,     617,     701,     719,     821,     929,     947 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponenten  9  gehörigen  Prim- 
zahlen /?  fftr  X  =  19 . 


•)     tr  j   >•  0  und  <  ^/>  (resp.  =  ^/> ,  für  />  =  2). 


36' 
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n  =  57 

VI,  3.     ^  =  57m  —  6  ,  4-  10 ,  4-  13  ,  —  17  ,  4-  22  ,  —  23  , 

w,=  w''  +  w-*''  -h  w"'-  4-  w-"''  4-  w-''-  4-  oü"'-  4-  c*;'''  4-  w"''  4-  co*»-  4-  w"''  4-  w"' 

4-  w-""  4-  oü-"'-  4-  c«'""  4-  w-'""  4-  t«;"'-  4-  t«;-"''  =  - 

d.  h.  dritte  Einheitswurzelu,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Prinizahlc 

13,       67,       79,       97,     109,     127,     181,     193,     211,     223,     241,     307,     337,     409,     4t 
439,     547,     613,     661,     751,     811,     877,     907,     991, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  2?  =  3/»  4-  i  (vgl.  X  =  3,  ! 


71=  63 
I.    p  =  63m  4- 1. 

36  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

t«"  _  c«»»  +  u,^^  _  c,;3*  4-  J«^"  -  c«"  4-  w'  -  c«^'  4-  1  =  0  ; 
durch  sie,  oder  durch: 

w**  +  w**  4-  w"  4-  w"  4-  w^*  4-  w'  4-  1  =  0  , 

lassen    sich   unter   den   nichtprimitiven   nur  die   9ten  (tr''')  climiniren,  i 

die  21ten  Einheitswurzeln,   und  die  Gleichung  oy**'' 4- cw"  4- 1  =  0  dient 
je  zwei  Wurzeln  durch  eine  dritte  auszudrücken. 
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p 

127 
379 
631 

757 
883 


—  57 
—181 
—291 
4-311 
—258 


ÜÜ 

—  53 
4-167 
4-127 
—175 
4-339 


n  =  63     . 

(Vgl.  n  =  21,  X  ==  7,  3,  9) 

Congruenzwiirzeln  mod.  jo. 


4-  15 
—  157 
—277 
4-345 
4-131 


4-  34 
—  8 
—161 
—199 
—244 


0.1 

—  29 
4-  14 
—253 
4-176 
4-384 


.   10 

M 

4-  13 
4-  64 
4-  50 
4-237 
4-375 


11 


4-  21 
4-165 
—  37 

4-278 
4-380 


,   13 

'M 

4-  30 
—132 

—282 
4-202 
—  98 


—  48 
—183 
4-278 

—  61 

—  5 


—  58 
4-150 
—130 

—  46 
4-407 


P 
127 

379 
631 
757 

883 


4-  26 
4-  36 
—104 
—277 
4-225 


4-  42 

—  73 

—  26 
4-151 
4-228 


.    23 

4-  60 
—  63 
107 
70 
—412 


'M 


23 
9 

4-  33 
—218 
—203 
4-336 


31 
—174 
4-  78 
4-231 
—     3 


,    26 

4-  11 
4-  37 
4-  18 

—  74 

—  109 


s   39 

M 

—  43 
4-  30 

—  152 
4-210 
—393 


—  7 
4-  83 
4-257 
4-343 
4-106 


4-  18 
-+-137 
4-302 
—  64 
4-  25 


62 
4-139 

—  137 

—  155 
4-  18 


P 
127 

379 
631 
757 

883 


—  23 
4-  41 

—  35 
—133 
4-  81 


0," 

4-  41 
4-159 
4-  89 
4-272 
4-294 


—  14 
4-  23 

—  55 
4-  91 
—113 


36 
4-  6 
4-230 
4-292 
4-  15 


—  3 
—135 
4-184 
4-376 
—213 


CO** 

4-  44 
4-179 
4-  91 
4-358 
4-208 


—  46 

—  48 
4-199 
4-181 

—  128 


—  45 

—  29 
4-143 
4-273 
4-353 


,  50 

—  55 

—  44 
—226 
4-371 
4-  9 


—  6 

—  147 
—307 
4-177 
4-40^ 


P 
127 

379 
631 
757 
883 


,  &3 

'M 

—  39 
4-  77 
—265 
—214 
—405 


-^  35 

—  27 
—212 
4-357 
—430 


—  56 
4-142 
—243 
4-194 

—  76 


4-  17 
4-  70 
4-  41 
—226 

4-182 


—  12 

—  59 
4-159 
4-186 

—  112 


4-  49 
4-  67 
—206 
4-314 
—243 


N^l  4-  eo'  -  ") 
N(i  —  w^  4-  w**) 


Normen  complexer  Zahlen  in  w . 


iV(l  —  w**  4-  w")  =  127  .  757  , 


=  127.631, 

:  64  .  379  ,  N(l  —  w  —  w*)  =  64  .  883  , 

:  127  .  4159  ,         N(l  —  w^®  —  w")  =  379  .  7057  , 

jV(l  —  w'  —  oü*'*)  =  N(l  4-  w*®  —  i«")  =  883  .  127  .  2521  U.  8.  W. 


iVi[14- 


w 


44 


<«*') 


286 


n  =  63 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
18  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


-r 


^l^Jt  ==  ^k-i 


Wi 


II,  1.     />  =  63'W  —  1 5  w^  =  to*'  -4-  tu"     ,  '^'i^ jt  ~"  "'it-i  "T  ^*+i » 

womit  die  18  primitiven  tr  und  die  Relationen  zwischen  ihnen  und  den  nicht- 
primitiven  gegeben  sind;  diese  sind  w,^,  die  zweigliedrigen  erster  Art  der 
21ten,  einschliesslich  w^^,  oder  die  der  7ten,  ferner  w^^,  die  Perioden  der  9ten, 
wobei  insbesondere  tr^^^  «  —  i . 

Congruenzwurzeln  mod.  ^.*) 


p 

251 

«^1 
+  39 

^^2 

4-  13 

«^4 

—  84 

«'s 
4-  21 

8 

4-  26 

"^10 

—  63 

«^11 
4-  99 

«^18 

4-  78 

^1« 
—  79 

503 

—206 

4-182 

—  76 

4-127 

4-241 

-^  31 

4-  42 

—  12 

4-234 

881 

—421 

4-158 

4-294 

—412 

4-  96 

—291 

4-  62 

4-115 

4-404 

P 
251 

4-  20 

^19 

4-  98 

20 

—  49 

^22 

4-  10 

tr 

22 
—  111 

^25 

4-  64 

xr 

^26 

4-  58 

^^29 
—  104 

w 
»1 

—  36 

503 

—205 

4-126 

—  47 

—250 

4-195 

—222 

4-142 

—229 

—  73 

881 

4-342 

—  193 

4-103 

4-318 

4-  35 

4-245 

4-     8 

—211 

4-229 

p 

251 


/(^i)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(u!^  =  —  |?. 


/(tr,) 


1  —  tr     —  tr 

24  28 


P  /(tP,) 

503         1  4-  «Tj  4-  or 


24 


P 

883 


/(tr,) 

1  -  «^1  +  «^28 


*)     Hier  ist  tr^   die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 


^1  +  ^20  +  ^ 

22 

0 

^1^20  +  ^20^^22  +  °^22^1    = 

—  3 

und 

tr.tr.^tr 

rr— 

tr. 

1      20 

22 

3 

tr,  4-  tr^  4-  tr,^  4-  tr,,  4-  tr,,  4-  tr,. 

—    tr 

^28 

Sa(tr,  ,  tr^  ,  tr,^  ,  tr^,  ,  txr,,  ,  tr^^) 

1 .    — 

54-    tr, 

^Z^^l  »  ^8  '  ^10  »  «^IT  '  ^19  »  ^26^ 

1  +  4«^28 

^4(^1  »  ^8  »  ^11)  »  ^17  »  ^19  »  ^26^ 

6  —  3op,  4- 

tr 

14 

Sj^^^l  »  ^8  '  ^10  '  ^17  »  ^19  '  ^20) 

:     

24-     tF,— 

2tr 

**28 

QT  OT  tr     tr     tr     tf 

1     8     10     17     19     26 

24- 

tr,- 

tr 

14 

(mod.  p,) 


S^  Summe  der  Alongn  der  nachstehenden  Elemente.  Die  Werthe  der  tr,;.  stehen  in  der  Tafel  n  ss  21, 
II,  1,  wo  sie  Wf  heissen,  die  Werthe  von  tr^  ,  tTj^  ,  tr^g  in  der  Tafel  X  =  9,  II,  wo  sie  lo  f  li  >ilj 
beissen. 
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p 

/K) 

181 

1— tr 

41 

307 

1-f-tr  — tr 

n  =  63 
/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahleu  p. 


433       l+«'3+0P^H-^i7-+-trjg 
811        H.tr3,+tr^^ 


937     H-tr,-|-tr^j-4-tif,^- 


•w 


4S 


II,  Z.     p  =  63m  +  8  ; 

oET^  =  u,»- -I- cü^'^ ,     also  die  primitiven  tr,  wofür  n(w)  =  l, 


tr     =  w  -I-  ciü    , 


or 


11 


31  j^       59 


^47    =    '^'^^  +  "'^  ' 


—  .3     ,     .16 

trj.j  =  «.■     -\-uj     ; 


tr^   =  Cü 


(t' 


33 


38 

tr       =  üü 

88 


bf 


5» 


IT 
5 

= 

W     -t-  Cü        , 

tr 

19 

= 

*"  +  «", 

tr 

*J9 

= 

«-"4-<«". 

tr 

46 

= 

<«"  4- «" , 

nichtprimitiv:  tr^^  =  —  w**''  und  tr^^  =  2«;^'',  beides  die  7 ten  Wurzeln,  tr^^  die 
Perioden  der  9ten  Wurzeln  (wie  11,  i.),  aber  w^^^  ==  —  i ;  t)T)i8che  Relationen: 


trj   =  2c«;'  4-  tTj  , 


tr  tr      =  —  1  -4-  tiT     . 

1     13  *  ^^  ^14  ' 


tr 


36 


07      =  2(jt)     -4-  txT      : 

1     28  ^^  *29    > 


45  , 

tr  tr  ^  —  &t'  -4-  tF     , 

in  "^       10  ' 

tr  tr  =  2  -^-  tr  i 

15$  "  ^^  **7  > 

GtT   tZT  =    2t{T       • 

19  10' 


tr  tr      =  2ciy     -4-  tr 
1     JO  "^      11  • 

.36 


tr  tr 

IT 


oc.tr^.  =  2ar. 


1     27 


28' 


289 

n  =  63 
Congruenzwurzeln  mod.  ^;.*) 


p 

71 

"^1 
4-  7 

^2 

—  15 

^4 

+  23 

^5 

—  32 

^10 

+  11 

^11 
+  17 

«'13 

+  26 

^19 

—  3 

CT 

20 

—  24 

197 

—  40 

H-  36 

+  42 

+  60 

+  43 

—  19 

—  55 

—  61 

—  83 

449 

—  43 

—  146 

—  56 

—  110 

—  13 

—  159 

—  184 

—  171 

+  119 

701 

+  72 

H-256 

—228 

—  126 

+  55 

—116 

—291 

+227 

+184 

827 

—220 

—  106 

+237 

+350 

+144 

+325 

+311 

+  11 

+  88 

953 

—  07 

—339 

+  6 

+309 

+272 

+281 

+  189 

—  9 

—202 

P 
71 

tr 
—  20 

+  34 

^29 

+  13 

tr 

31 
-    1 

—  19 

^38 

—  10 

^46 

+  31 

tr 

47 

+  35 

tr 

55 

—  2 

197 

—  64 

—   7 

—  93 

—  10 

—  29 

—  33 

—  23 

+   1 

—  59 

449 

-4-101 

-I-  22 

—  58 

—  53 

+  124 

+  66 

+215 

—  168 

+  65 

701 

-h  99 

222 

—  171 

—  12 

—  34 

—  43 

+344 

—101 

+107 

827 

—384 

+396 

223 

—305 

—290 

+161 

+265 

—361 

—399 

953 

—241 

+454 

+308 

—444 

-115 

+  172 

—287 

—300 

+  13 

Primfactorcn  der  Primzahlen  p. 

Wirklich  für  p  =  953  ;  /(tr^)  =  i  —  tr^^^  —  tr,^  (oder  i  +  a.'  —  tr^J. 

Für  die  übrigen  (alle?)  ideal,  in  7ter  Potenz  wirklich  (wie  in  I.). 

Normen  complexcr  Zahlen  in  ^. 

N{\  +  tr,j)  =  8.71,  N(l  —  tr^^)  =  8  .  197  ,  N(\  —  tr^  —  tr^j.)  =  512  .  197  , 

N(\  +  w^  +  tTj^)  =  8  .  449  ,     A^(l  —  u^"^^  —  Xjj)  =  8  .  827  ,     A^^l  +  or^  +  tr^^)  =  8  .  71  .  701  , 

A^(l  —  tr^  +  tr^j^  +  et")  =   127  .  701  ,  A'(l  +  tr^^  +  tr„)  =  8  .  127  , 

N{\  —  tTj  +  tr^  +  tTj^  —  tTj^  +  tjTgg  —  0''  +  c;. "  +  et-'*)  =  2  .  701  . 


*)     w,   völlig  bestimmt  durch  tTjW^^  ^  or^g   (mod.  p),    oder   als  gemeinschaftliche  Wurzel 
der  beiden  Systeme: 


OT. 


tr 


22 


tr 


29 


^1^23  "*"  ^22^^29 


tr    tr 

29     1 

tr  tr    tr 

1      22     29 


^    0 

^    —  3te'' 


W 


45 


lind 


tr   +  tr     +  tr     +  tr     +  tr     +  tr      ^=  —  tr 

l  ^^       10  ^^       19  ^^       37  ^^  ^46  ^^       55 


^10  »^19» 


tr     .  tr     .  tr    )  ^=  2  + 

"•37  »       46  »       55'  ^^ 


28 

tr. 


tr 


10  '  °^19 


tr     .  tF 
10 »     19 


tr 


37 


tr 


46 


tr. 


'  ^37  »  °'46  »  ^55 


.,)  ^  1  -  3tr 
)  =     6  +  StTy    — 


28 


tn 


28 


^-      »^10  »  OT 


10 


19 


.  tr     ,  tp    )  g= 

37  »       46  '       55' 


tr  tr    tST    tr    tr    tr 

1     10     19     37     46     55 


Ö  +    tTy     —  9trjg 
^  19  +  9tr^    —  6tr 


28 


(mod.  p). 


37 
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n 


63 


III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
12  dreigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

III,  1.     p  =  63m -4- 4, +  16; 
w^  =  »''  + w^'* +  «"'',    also  die  primitiven  w,  woftir  Ti{w^)  =  343, 

Wj  =  w  +  Cü*  -h  w^*  ,  OFj  =  w'  4-  to* 


-,  ,10  _,     ,40  _,     ,.34 


SS 


Wj^j    =    Du"  -h  üü**  +  W*^  , 


tr 


S3 


,   >3  j^  ,.J9  j^  ,   53 


tr    = 
i 


tr      = 

13 


tr      = 

J6 


17 


Oü"  +  w" 


(U 


19 


w 


38 


^^,   =   u,"  +  ,„«  +  s« 


w. 


.47 


63 


=  w     -4-  oü     -4-  w 


.»». 


nichtprimitiv:   ar,^  =  w*'"  + w*'*'-!- o;**'',   die   dreigliedrigen   tr   der    2lten  (n 
denjenigen  der  7ten  tr^^),  or^^  =  o,  aber  w^^^  =  3w'*''; 
typische  Relationen: 

=  1  +  StTg , 


tTj  =  tTj  +  2aT^  j 


tiT  tr      ^^  tr     ~T~  tu     • 

1     10  11  ^^       26  > 

tTjtTj    =    tUj  4-  Wj,  , 

^1^37    =    ^81  +  ^43  ' 


P 
67 

79 

193 
331 
457 
571 
709 
823 


^1 

+     1 

+     9 

—  19 

—  26 

+  87 
+  61 

—  107 
+  62 


tr  tr 

12 


tr  tr      =—  WC-      -T-  -.WH- 

1      22  23  ^^  26  ' 

tr.tr, .  =  tr.  —  tr. 


w  tr 

15 


l     14  "1 

tr^tTj^  =  3tF 


2trj 

10  > 


tp  tr 

1     47 


tr  w 

19 


=  3w"  -4-  tFj  +  aTj 
=  3  +  tr.  -4-  tP     2 

=  tr..  —  tr. 


22 


23' 


Congruenzwurzeln  mod.  /?.*) 


tr 

2 

+  23 

—  6 

—  89 
+128 
+  65 
+  52 

—  55 
—351 


tr 

5 

—  11 
+  4 
+  32 

—  57 
+  96 

—  164 
+  80 
+  40 


tr 

10 

—  4 

—  26 

—  83 

—  70 
—216 

—  106 
+148 
+256 


tr 
II 

—  20 


20 
51 

—  4 

—  27 

—  10 
+277 

—  172 


31  » 


tr 

13 

—   14 


34 
—  24 
+147 
+153 
+240 
+273 
+102 


P 
67 

79 
193 
331 
457 
571 
709 
823 


tp 

22 

+  29 
+  21 
+   71 

—  161 
+146 
—203 
+290 

—  151 


w 

23 

—  3 

—  14 
+  38 

—  134 

—  38 

—  42 
—222 
—300 


tXT 
26 

+   16 

—  17 

—  18 
—162 

—  28 
—175 
+194 
+407 


tr 

31 

+   18 

—  8 

—  86 

—  77 
+  63 
—134 
+288 
—358 


tr 

43 

—  30 

—  30 

—  52 

—  144 
+224 
+142 

—  183 
+  89 


47 
—        5 

+  13 

—  14 
—112 

—  68 
—232 
—274 
+376 


*)     Hier  ist  für  tPj  die  absolut  kleinste  der  drei  Wurzeln  des  Congruenzensjstems 
tPj+Wjj+w^,  ^  0  ,         «^i«^8a+«^jj^48-+-^48^i  ^  ^  »         ^i'^22^43  ^  l+6w"+4a7^H-2f 
oder  der  reinen  kubischen  Congmenz  tw}  ^  l+6w"+4arj+2aTg  (mod.  p)  gewählt. 
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n  =  63 
Normen  complexer  Zahlen  in  är.*) 

N{1  —  tri)  =  16.67,  AV,  +  0-5)  =  4  .  79  ,  A"(l  —  üi"  +  w^^)  =  16  .  193  , 

N{1  +  tr,  4-  tr^j)  =   16  .  7  .  331  ,  A^C^  —  «^„  +  ^36>  =  ^^  '  ^^^  » 

Altl  H-  tTj,  +  tr^^)  =  16  .  9  .  79  ,  A^(l  4-  tr^^  +  tr^,)  =  193  .  709  , 

AV,  —  tr^j)  =  4  .  709  ,  A'(l  -  tr^i  —  rr^^)  =  64  .  457  , 

AVi,  —  «'la  —  0^15)  =  4  .  67  .  571  ,  N(rr^  +  «r^  —  tr^,)  =  4  .  7?823  ; 

A'ill  +  tr)  =  512  ,  N(l  —  tr^j  +  w^^)  =  64  .  127  . 


ni,  2.     y  =  63  ?»  —  5  ,  +  25  ; 
w^  =  a''*4- ct"*''-4- a'**'',    also  die  primitiven  tr,  wofür  II(x^)  =  343, 

w^   =  (!■  +  w"  4-  £/;"  ,  OTj  =  a''-*  -4-  t*'®  +  oi-"  ,  tr^   =  ot*  -h  w"  4-  "■'"  , 

5     I         6Ü     I         3b  8     I         11     I         33  10     I         61     .         13 

tr,  =  w    4-  Dü     4-  (*■     ,  tr„  =  cw    4-  a-     4-  <*■'     ,  tr,.  =  c«?     4-  et-     4-  (*■' 


i 


10 


^^^  =  u."  +  w"  +  u.""-' ,  tr„  =  0,"  +  w"  +  u"  ,  tr„  =  a"  +  a»*  +  a"  , 


30     I         S9     I         36  39     I         33     .         44                                                 40     •         55     .         53 

"'so  =  W    4-  tfc"     4-  et-     ,  tTjjj  =  tt-  '  4-  «'•     4-  c-'     ,             tr^o  =  et-     4-  'j.      4-  £«.      ; 

die  nichtprimitiven  sind  dieselben  wie  III,  i: 

tTj^  und  tr^^,         tTy^  =  0,        Tjj^  =  3^'"'*; 
t}^ische  Relationen: 

^1  =  tTj  4-  297,^  ,  tTjtr^  =  ^3  -+■  ^15  +  ''ar  '      ^i^4  =  ^tr^  4-  tr^^  , 

^1^5  =  3  4-  tr^  4-  cTg^  ,  tr^tr^  =  1  4-  2!rg  ,           tr,tr^^  =  rr^  +  xr^, 

w  CT   =  3jw   4-  tr  4-  tr  i  tr  tr  ^  tr  4-  tr  .          tr  tr   ^  tr  —  tr  . 

1      30                              '         15     "^       37  '  13                  4     "^       10  *                                        1      II                  16               19* 

1      80              ^1  ^^  "^lO  ^^       40  '  19                  4               40'                                          1      37              *16^^       40' 
1      31                ''16 


*)     Es  bleibt  dahingestellt,    welche  der  obigen  Primzahlen  p  wirkliehe  Primfactoren  von  der 
Form /('*',  tTj),  und  welche  ideale  Primfactoren /(w ,  oTj)  haben. 

37- 
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n=  63 
Congruenzwurzeln  med.  |>.*) 


p 

151 

tr 
I 

+  30 

tr 

8 

—  17 

^4 

4-  67 

^5 

+  45 

^8 

+  60 

10 

—  72 

277 

-+-  7 

-f-  27 

—  19 

—  109 

—  112 

+  8 

373 

4-  45 

—  92 

—  143 

—  102 

—  18 

—  127 

499 

—  138 

—235 

—  141 

—234 

—230 

+148 

751 

H-  10 

—  5 

+  21 

—  155 

—360 

+144 

877 

-f-  69 

+106 

-1-164 

+359 

—180 

—365 

907 

—289 

-f-186 

—296 

—332 

—229 

+162 

P 
151 

tr 

16 

H-  54 

«^17 

4-  25 

tr 

19 

—  39 

tr 

JO 

—  70 

tr 

29 

—  43 

tr 

40 

—  40 

277 

H-  12 

+  98 

—105 

+  11 

+  85 

+  97 

373 

+  98 

—  24 

+113 

+  126 

+110 

+  14 

499 

—220 

—  174 

+113 

—  91 

—  34 

+238 

751 

—  31 

-h  25 

—  146 

+130 

+365 

+  2 

877 

—233 

-4-383 

+  92 

+135 

+  74 

+274 

907 

—322 

—  67 

—375 

+399 

+  43 

+213 

Normen  complexer  Zahlen  in  i*.  **) 

N(l  —  tTg)  =  127  ,  N(l  +  tüj)  =  883  ;  Niw^  —  w^^)  =  9  .  151  , 

%  +  ^iq)  =  ^^  •  277  ,  N(l  +  w^^  +  tr,^)  =  25  .  373  , 

-  tTj  —  tTj)  =  25  .  499  ,  N2  —  w^^)  =  N(l  —  tr^j  +  w^^)  =  25  .  75] 


iNTa-tr    - 


N(w^  —  tr,  +  tr^j)  =  877  .  151 , 


^2  -  tu,,  +  w\  =  49  .  907  . 


to 


30^ 


*)     Hier  ist  tv,  die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congruenzensystems 
tr^+tF^+tFjg  ^  ^  »     ^i^4"*"^4^i«"*"''^i6^i  ^  ^ »     ^1^4 "^16  ^  6««''^H-a^,+ötrjj+3tiTj^     (mod. 
welches  wiederum  (wie  III,  1)  einer  reinen  kubischen  Congruenz  ar*  =  ^i^n^ie  %^^^^^  gut. 

**)  Aus  den  zwei  ersten  dieser  Normen,  welche  wirkliche  Factoren  in  tr  von  p  «=  127, 
geben,  deren  Primfactoren  (vgl.  I)  ideal  sind,  folgt,  dass  die  Perioden  w  keine  idealen  Primfactoren 
anlassen,  während  dagegen,  zufolge  der  übrigen  Normen,  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p  wirk 
Factoren  von  der  Form  /(ta,w^)  haben  müssen. 
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n  =  63 
^Wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P 
37 

109 
163 


/K) 


1-4-tr,^ 
1 — tr.  — w 


17 


— CT 


l+a^io~«^ic- 


tr 


so 


p 

/(tr,) 

P 

/K) 

487 

l-4-tr,-4-tr^,-htr,^ 

739 

14-trg-arjg 

541 

14-07,4-07^  -tr,^ 

919 

14-aTj-w,-ar,, 

613 

l-tr,-tr,^4-0T,^ 

991 

l-tr,4-aTj4-«r„ 

. — tr 


SS 


III,  4.     p  ==  63m  —  20  ,  4-  22  ; 

d.  h.  21  te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

43,     211,      337,     421,     463,     547,     673,     967, 

auch  in  Beziehung  auf  63  te  Einheitswurzeln  keine  anderen  Primfactoren  als  die 
p  =  217W4-  1   (m  =  21,  I). 


IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
6  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  12  Fällen,  wovon  8  primitiv, 


IV,  1.    jp  =  63wi  —  4,-16; 


tr^  =  oy**  4-  w"  ''  4-  w    ''  4-  w"'*  4-  w**"  4-  oi- 


-i6r 


also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung: 

07*  —  21op*  4-  14w*  4-  63w'  —  84a7  4-  28  =  0  , 

w^  =  oü  4-  w*'  4-  oü^^  4-  w"  4-  to*  4-  w*^ ,  tr^  =  w'  4-  w"  4-  w"  4-  w*^  4-  w'  4-  w**  , 

07^  =  o,»  4-  üü*'  4-  oü"  4-  w"  4-  oü''«  4-  ou"  ,        w^^  =  c«,^^  4-  £.■"  4-  u,»*  4-  «"  4-  w**^  4-  «"  , 
tr^^  =  u;"  4-  c«"  +  o;*«  4-  et"  4-  u;**  4-  u;"  ,       tr„  =  c«"  4-  w"  4-  ««;"  4-  o,"  4-  w"  4-  t««  , 

nichtprimitiv:  Wj^,    die  sechsgliedrigen   Perioden    der  21ten  Einheits wurzeln, 
während  tTy,.  =  0,    tr^,.  =  —  l ,    w^^^  =  —  3;     typische  Relationen: 

trj  =  6  4-  21^3  4-  tTj  4-  207^  ,         w^w^  =  tr^  4-  ocr^  ,         ^^07^  =  —  3  —  tr^  4-  2^7^  +  w^^  , 


w  tr      =   1  —  2ocr    -+-  tr     4-  op     • 
^i^i  ~  ^^i  +  ^s  "^"  ^°^ii ' 


w 


w      =  —1-4-  2tr    4-  w   4-  tu     : 


tl7   017      i^s    *"""  tr     —  CP     ""^  iv   _  • 
16  1  2  11 
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Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

Für  die  8  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

47,  59,  173,  311,  663,  677,  929,  941  ist  Z.  B. 

47    —  1    —  23    —  7  —  5    —  19    -H  8 

59    —  9    —  5    -1-26  -{-27    —  22    —  17 

173    —  8    —  76    -+-37  —  23    —  74    —  29 

311    —  34    —  79    -1-108  —  92    —140    —  74 

563    —  87    —  31    -1-213  4-163    —132    —126 

(mod.  ^9)  47    -h516    —681    —900  —710    —818    -f-384 


Normen     complexer  Zahlen  in  i, 

N(l  -f-  w^)  =  N{1  —  2w^)  =  3  .  47  ,  N(l  4-  tüj^  —  2aT,)  =  7  .  59  , 

N(l  -  ar,  -  ar„)  =  3  .  173  ,         N(2  4-  tr,  -  w^^)  =  N(2  4-  tr^  +  tr^„  -  tr„)  =  4  .  173  , 
^(6  —  2aTj  —  2o7jj)  =  9.311,  N(w^  —  «?,  —  ^ar^^j)  =  9  .  563  ;      dagegen 

N{2  -I-  OT^  —  tr^j)  =  127  ,  imd  mit  Congruenzwurzeln  (mod.  47*)  (wobei  w^  ^  4-721): 

N(l  —  2aT,  —  2w^^)  =  7  .  47\  iV(3  —  tr^  4-  tr^^  4-  4a7,,)  =  16  .  47»  . 


IV,  2.     p  =  63w  4-  6  ,  —  25  ; 

w^  =  w»-  4-  w***  4-  w"**  4-  üü-''  4-  »-*'•  4-  w""'* , 
also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung: 

w*  —  2107*  4-  14(r*  4-  63aT*  —  21w  —  35  =  0  ; 

w^  =  w  4-  w*  4-  w"  4-  w*'  4-  w"  4-  w"  ,  ocTj  =  w''  -f-  w^®  -+•  w*®  4-  w"  4-  w"  -t-  w"  , 

(p=flü-t-w     4-to     4-w     -t-w     4-w     ,  CF=w4-w     -f-w     4"W     4-««     -t-w     » 

Wj^  =  w"  -{-  cü"  4-  w"  4-  w*'  4-  w"  4-  w"  ,       Wj^^  =  w^'  4-  w"  4-  w'*  4-  w**  4-  w"  4-  w*'  ; 
nichtprimitiv  tr^^,  tr^^,  w^^,  or^^^  durchaus  wie  IV,  l;  typische  Relationen: 

trj  =  6  4-  2tr^  4-  w^  4-  2w^  ,  tF^ar^  =  —14-  2Wj  4-  tr^  4-  tr^  , 

^i"^4  ~  —  4  +  «',  +  2w^  4-  oTjj  ;  aTjOTj  =  —  or^  4-  w^  —  w^^  , 

«^l»6    =*    ^tTj  —  «r^  4-  W^,  . 


*)     Hier  ist  tv,   die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congnienzensystems 
Wj  4-  Wj  4-  Wj,  ^  0  ,     tü^tTj  4-  ar^tr^^  4-  a^ajO^i  ^  —  9  —  307^ ,     w^^jW^^  is  —  6  —  2»^   (mod.  p). 
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n  =  63 
Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 
Für  die  11  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

5,     101,     131,     227,     257,     353,     383,     509,     761,     857,     887   ißt   Z.  B. 


p 

5 

tr 
1 

0 

^2 

—  2 

^4 

—  2 

tr 

8 
—   1 

^16 

4-  2 

tr 

19 

—  2 

101 

—  13 

—  29 

+  36 

4-  4 

—  23 

4-  25 

131 

4-  27 

—  31 

4-  36 

—  52 

—  63 

—  48 

227 

—  46 

-f-  63 

-H  98 

—  94 

—  62 

4-  31 

257 

-H  14 

—  101 

4-  90 

—  33 

—  104 

—  123 

383 

4-  84 

—  73 

4-  92 

—  44 

—  176 

4-117 

.f>'   5 

—  35 

—  32 

4-  43 

—  56 

—  8 

—  37 ,  sowie  tr, 

—  19 


Normen  complexer  Zahlen  in  o-. 

N(\  4-  ^^)  =  iV(2  -  tr^g)  =  3.5,  AV,  —  «^4)  =  —  3  .  7  .  25  , 

N(Z  4-  tTjg)  =  N(\  4-  2trjg)  =  —  5  .  151 ;    mit  Congruenzwurzeln  (mod.  ö')  : 

iV(8  4-  tTjg)  =  625  .  277  ,  A^(l  —  ^^^^)  =  —  3  .  625  , 

N(w^  4-  TTg)  =  —  N(l  —  OT^  4-  tTjg)  =  —  5  .  25  ,         iV(l  4-  2tr^  4-  2tP^)  =  9  .  25  , 

und  mit  Congruenzwurzeln  (mod.  5')  :    A\2  —  tr^  4-  ^^^  =  125  **)  .         Femer : 

iV(4  —  tTg)  =  5 .  101 ,  N(w^  —  tTg)  =  3 .  131  , 

N(b  —  2tr^g)  =  —  25  .  131  ,  iS^(l  4.  tr,  —  tr^)  =  5  .  227  , 

N{S  —  tTj  4-  tr^g)  =  3  .  257  ,  N(2  4-  tr^  4-  tr,  —  tr^)  =  —  25  .  257  , 
N(l  4-  tTg  —  2tr,)  =  —  7  .  383  ;  endlieh  : 

A'(l  -  tr)  =  1  ,  N(l  4-  tr^g  4-  tr^,)  =  127  . 


*)     Hier  ist  w^  die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congmenzensystems 
a:j4-w^4-trjg  5^  0,     ^i^^+^^^i^-^^i^^i  ^  —  124-3tr,  ,     tr^tr^tp^g  »!  — 94-4Wj  (mod.  />). 

**)     Aus   dieser  Norm   (verglichen   mit  den   vorhergebenden)  folgt,   dass  die  dem  Primfactor 
von  p  =  5  zukommende  Form/(w,  tr,)  von  der  Art  ist,  dass  A^£^,/l[w,  tr,)  =  p*  ist. 
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tr^  = 


w  =  C3 
IV,  3.    p  =  63m  +  17  ,    4-  26  ; 


also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung: 

tr^  —  12ar*  4-  öor'  -f-  3677*-  —  30tr  -|-  1  =  0 , 

(T     =  ciü  -f-  £«'     4-  t'y     4-  5«-'     4-  >.      4-  t;.'     ,  OF    ==  üL    4-  w     4-  t'y     4-  ««■      4- 1«-'    4-w     i 

tr,  =  oü    4-  w    4-  *     -T-  t't*     4-  t/j     4-  f -      ,  x.  =  a-    4- 1*'     4-  J*'     4-  &«.'     4-  üy     4-  tw     i 

4  I» 

IS  1    33  ,    40   .    &0  1    31   ,    33  16  ,    30  .    3S  ,    47  i    41  ,    38  . 

OT,.  =  üü     4-  öt.'     4-  Oü     4-  w     4-  tt'     4-  i»      ,        o',^  =  ÖL      4-  w     4-  ol'     4-  üi"     4-  tt»     4-  w     ; 

nichtprimitiv:  w^^  wie  IV,  i.  und  2,  tr^^  =  3(u^^^'"4-c(l"^'')»  zweigliedrige  Perioden 
der  9ten  Einheitswurzeln,  während  op^^  =  —  i ,        tr^^^  =  —  3; 

typische  Relationen: 

trj  =  4  4-  ocr,  4-  ^^^^  ,  tr^tr^  =  1  4-  a:,  4-  2(a''^  4-  w")  , 

WjOr^  =  —  2  4-  2tr^  4-  oTj,  ,  tr^tr^  =—34-  2(*'  4-  w**)  ; 

ar^ar,  =  tr,  4-  tr^^  4-  ^tr^g  ;  tr^tr^  =  3(arg  4-  tr^)  , 

tr^Wjj  =  —  3  4-  3aTjj  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

17 

1 

—  7 

^3 

—  5 

^4 
—   1 

TT 
8 

—  6 

tr 

13 

—  6 

^16 

4-  8 

89 

4-  22 

—  11 

4-  44 

—  19 

—  8 

4-  23 

269 

4-  79 

—120 

4-105 

4-103 

4-  17 

4-  85 

467 

—  190 

—  97 

4-  73 

4-101 

—  4 

4-117 

521 

4-  9 

—  15 

—  55 

—  123 

4-138 

4-  46 

593 

4-266 

—  25 

4-222 

4-122 

—  97 

4-105 

647 

—  99 

—284 

—  89 

—296 

—  67 

4-188 

719 

—  9 

—  51 

—  55 

4-163 

—  112 

4-  64 

773 

4-311 

—  10 

—362 

—219 

4-229 

4-  51 

971 

4-263 

—244 

4-474 

—155 

4-399 

4-234 

*)     Hier  ist  Tj   völlig  bestimmt  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme 

38     ,     ,.S5v  'i  _.-..—        fx  1 


«■x  +  "s  =  - 


18 


oPj  4-  0^4  4-  w^g  ^  0 

tr  tr    4"  tr  tr     4~  tr    tjr  ^^s 

14  ^^       4      16  ^^       16      l 

tZT   QT  Ü7  ~— 

1     4      16  ^'^ 


(mod.  ]j). 
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n  =  63 


/(otJ,  Primfactoren  der  Primzahlen  /?.     ^X^i)  =  ~~P- 


p 

/K) 

17 

1                   4                      IJ 

89 

1        2«-,          "'i« 

260 

2-    <r,+    <r, 

467 

1  -h    rr    —  2aT     —  2w     4-  2aT 

521 

1  —  3(r    —    tr 

*9                      11! 

p 

593 
647 


3 
3 


A^,) 


4  ^^   8    u 

1       S       16 


719  4—  Trj4-  OF^ 

773  2  4-  2tr^  —  tr^^ 

971  1 -f-  tr,  +  3!r„  4-207,^ 


IV,  4.  ;}  =  63m  +  20  ,  —  22  ; 

während    ^^^  =  3(iü'''H- w"*')   auf  die  zweigliedrigen  Perioden  Iter  Art  der  21ten 
Einheitswurzeln   sich  reducirt;   daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  pi 

41,       83,     167,     293,     419,     461,     587,     797,     839 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =21/»— i  (vgl.  n  =  21,  II,  i). 


IV,  h,     p  =  63m  4-2,-31; 
tr^  =  w»"  4-  w'''  4-  c«^*''  4-  o;*''  4-  c«^"''  4-  w"'' , 

also  die  primitiven  or,  deren  Gleichung: 

ar*  4-  14w'  4-  63w*  4-  2100?  4-224  =  0  , 

m    =  üü  -I-  tu'  4-  w*  4-  w'  4-  £«"  4-  w"  ,  m    =  w*  4-  w^®  4-  w^°  4-  w*®  4-  w"  -f-  w**  , 

1  3 


w,,  =  <«"  +  w"  +  w"  +  «"  4-  c«"  +  c«"  , 


-.  .   1»  j^      »6     ,     .   Sa    ,     .41    I    .  .19    ,     ..»s 

(T, -  =  c<ü     4-w     4-i<ü     4-w     4"W     4-60      y 

1 3 


nichtprimitiv:  w^^  =  —^^^jr  ^^^  Wg^  =  2(te;®'* 4- w"'' 4- c«^"0 1  beides  die  dreiglie 
drigen  Perioden  der  7  ten  Einheitswurzeln,  dagegen  tr^^  =  0  und  tr^j^  «  —  3 ; 

typische  Relationen: 


trj  =  2  4-  2trj  4-  tr^  4-  2w^  ,  tr^tTj  =  —24-  ^rr^  4-  w„  4-  tr^,  , 

m  m        ^  >—  1  —-  W    •4-  2tü       4-  QT      .  W  W        =    7  4-  QT     4->  VT       ! 

rr  w    =  2(w     —  tr    ^  ==  —  2tr  w     .  tu.oF«     =  2(aT     4-  tt    ^  =  —  2tr  w   . 

M,jWUg  *\*'ll  31'  1     15  »  1     87  V     SS  ^^       31'  •«*'j^Wj  . 
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M  =  63 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 
Für  die  10  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

2,     191,     317,     347,     443,     569,     599,     821,     947,     977   ist  Z.  B. 


p 

2 

tr 

1 

0 

^5 

0 

tr 
11 

1 

^18 

1 

tr 

1 

tr 
ji 

1 

191 

4-  30 

4-  14 

61 

4-  44 

4-  31 

—  58 

317 

—  54 

-f-  50 

+124 

4-  99 

—  70 

—  149 

347 

—  14 

—  44 

4-  98 

—  49 

—  84 

4-  93 

443 

4-  11 

4-183 

4-134 

4-  81 

—  145 

4-179 

599 

+  17 

—  123 

4-  98 

—  178 

—  115 

—298 

Normen  complexer  Zahlen  in  St. 

A"(l  4-  tr^^)  =  64  ,  A-(l  -  tr^,)  =  512  , 

N{1  —  tTj  4-  tTj^)  =  8  .  127  ,  N(l  4-  2trj  —  2trj^)  =  71  .  127  , 

N(l  —  2tr)  =  67  .  331  ,  N(3  4-  2tr„)  =  953  , 

A^(5  4-  2tr)  =  7661  {p  =  63m  4-  1)  ;         iV(l  4-  tr,  —  or^j)  =  32  .  191  , 

A"(3  —  2tPjj)  =  79  .  599  ,  A^(l  4-  2tr,  —  2trj  4-  2v^^)  =  67  .  317  , 

AVii  -f-  2tr,3)  =  8  .  7  .  347  ,  N(S  —  3rr^^)  =  64  .  191  .443  , 

N{7  —  2trjj  4-  StTj,)  =  7  .  191  .  569  . 


IV,  6.     p  =  63m  —  2,4-31; 

tr^  =  Cl;'•4-a>-''•4-ü^•*''4-w-•'•4-0l;"'*4-w"^ 

also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung:    tr®  —  28tr' 4- 343  =  0, 

(Tj  s=  w  4-  w*^  4-  w*  4-  w"  4-  w"  4-  t^-"  ,  w^  =  w*  4-  w"  4-  w*  4-  to*^  4-  w"  4-  3"  , 

5  ■    53  .    30  I    33  I    17  I    89  10  .    43  .    40  I    46  I    34  I    $8 

tr^  =  w    4-  w     4-  w     4-  w     4-  w     4-  w     ,        tr,„  =  tu     4-  cu     4-  w     4-  w     4-01'     4-  w     , 
tr^^  =.  «"  4-  0."  4-  c.'**  4-  a'*  4-  0;*°  4-  c-"  ,       tr,,  =  c"  4-  w"  4-  c«**  4-  o,"  4-  w"  4-  o;"  ; 

nichtprimitiv:   tr,^  =  —  w'*''  und   tr^j^  =  6»*^'',  beides  die  dritten  Einheitswur- 
zeln, während  w^^  =  —  1,    w^^  =  O;  mit  den  typischen  Relationen: 

^1  =  3trj4-2u.'j,         tr^tTj  =  7,         tr^tr^^  =  7w"  ,         tr^tr^^j  =  2tPj  4- 3tr,,  ; 


*)     Hier  ist  tr^   die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Cpngruenzensystems 
n^i-f-Wji-hWjj  ^  ^  »     ^i^ii"'"°^ii^33+°^33^i  ^  — (3-f-3trj^)  ,     tr^a^ji^^aa  ^  — 24-5trj      (mod.  p). 

38* 
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n  ==  63 

• 

Congruenzwurzeln 

med.  p. 

*) 

p 

31 

1 
—     1 

^2 

7 

w 

5 

4-  11 

tr 

10 

—     5 

w 
it 

—     4 

4-     6 

61 

4-  12 

+  26 

—  28 

4-  15 

4-     2 

—  27 

157 

-h  30 

• 

—       0 

-+-  65 

4-  46 

—  60 

—   76 

283 

+  60 

4-  52 

4-  24 

4-130 

—  76 

-t-  93 

313 

—  50 

—  69 

—  55 

4-108 

4-124 

—  58 

409 

4-  33 

4-  25 

4-  98 

—  146 

—  123 

-+-113 

439 

+  91 

—  135 

—  47 

4-196 

4-182 

4-152 

661 

+  39 

—271 

—  155 

4-307 

—  235 

-+-31Ö 

691 

+  72 

-4-336 

4-  15 

—  322 

4-340 

-+-250 

787 

4-  72 

—  142 

—343 

4-185 

—302 

—257 

N{\  4-  tr^) 

M2  -  tr,,) 

N(b  -  2tr„) 

iV(2  4-  2trj^  4-  tr,^) 

iV(2tr,  -  tr,,) 

iV(3  -  c"  4-  tr,3) 

dagegen 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

A'(l  -  tr,^  -  tr„)  =  12.31,  Nii.  4-  tt,,) 

3.61,  A'Cl  —  w"  4- of,) 

61  .  157  ,  N(\  —  tTj  —  2tr,^) 

31.313,  A^(3  4- StTj  —  oy") 

49  .  439  ,  N(2  —  üu"  —  2tr,^  4-  «p,,) 

4.691,  iV(2  — 2tr,  —  tr^) 

iSr(14-tr,  4-tr,3)  =  31.61; 

N(\  -  tr^  4-  tr,^)  =  127  . 


3.31 .67, 

4.61, 

4.31.283, 

3.31.409, 

449.661, 

61 .787, 


IV,  7.     jo  =  63/?i  -h  10  ,  4-  19  ; 

I9r  «_ 


tr.  =  u;'-^w^^''4-u^-"''4-a;-'^''4-w-"'" 


bu 


ÜÜ 


28r 


die  primitiven  w  reduciren  sich  also  auf  die  9ten  Einheitswurzeln  und  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen  p: 

19,     73,     199,     271,     397,     523,     577,     829 

haben  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  9/?i  4- 1  (vgl.  A.  =  9,  I). 


*)     Hier  ist  tu  ^   die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Cong^enzensTStems : 

tr  -4-tF    -4-tr      ^=  0.         tr  tr    4-tXT    tzr    4-tr    tr    =  0,  tr.tr.  tv. .  as  7 — 14w        (mod.  pV 

^Y^    \Q        II  '  1    10^^    1011^^    11    1  '  1    10    la  ^^  *" 

welches  der  reinen  kubischen  Congruenz  tr*  =  7 —  14w*'  (mod.  p)  gleichsteht. 
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n  =  63 


IV,  8.     j>  =  63/H  —  10  ,  —  19  ; 


X 


'M 


'JD 


-lOr    .    „-2r.r 


'ji 


w 


8r 


'M 


~l7r 


+  >' 


...-19'- 


also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung: 


m^  4-  ytr*  H-  5ar'  4-  SGtr*'*  4-  12tü  -+-8  =  0, 

tr^  =  w  4-  w"  4-  w"  4-  iü"  4-  '^i^^  4-  >-'**  ,  «r^  =  w*  +  w"  +  £«'*  4-  i«J^"  4-  oy'*'*  4-  >/'*  , 

tr    =  w    4-  w     -f-  'Ji     4-  w     4-  w     4-  i'J     >  sr,   =  :»•    4-  £«'     4-  ^ -      4-  £«.'     4-  w     4-  •«'     » 


07 


10 


=  cc     4-  w     4-  w     4-  £w      4-  £»^     4-  -«^     > 


tr      =  u;     4-  'Jü      4-  i"     4-1«      4-  i'J     4-  iw      j 


nichtprimitiv:    tr^^   und    tr^^  wie  IV,  5  (dreigliedrige  Per.  der  7ten  Wurzeln), 
tr^^  =  3(w'''4- w"'0  wie  IV,  3,  sowie  cr^,^  =  —  3; 

typische  Relationen: 


«^i   =  -  4  -  tr^  4-  :r^  4-  20^.^^  , 
tPjOTj  =r  —  3  4-  3073  —  (a;'*  4-  i«*')  , 
OTjtr.^  =  -24-  2(:*;'«  4-  oü")  ; 


ar^tr^  =  2  -  tr^^  4-  x^  4-  207^^  , 
^i'^io  =  4  4- 2(w' 4- üü")  , 

=  2a7j4-4trj^  =  -  207^«^^, 


19 


tr  tr 

1     ST 


=    ^^.,38 


35 


4(:»r''  4-  ^    )  =  —  2tr^a7,  ; 


T  tr     =^  3tJ7    4-  3tiT 

IT  8  ^^  15  ' 


ar 


_tr_-   =  3tü-  4-  3tr 

1     38  3     ' 


9  • 


Congruenzwurzeln  mod.  2?.*) 


p 

53 

4-  13 

^3 
4-  3 

^4 

—  16 

^5 

4-  2 

^10 
4-  5 

tr 

30 

—  7 

107 

4-  6 

—  15 

4-  9 

4-  51 

4-  34 

4-  22 

179 

4-  68 

—  12 

—  56 

—  24 

22 

4-  46 

233 

4-  63 

4-  49 

—112 

4-  7 

4-  98 

—  105 

359 

—  10 

4-115 

—105 

—  26 

4-  83 

—  57 

431 

4-110 

4-108 

4-213 

—  50 

4-  45 

4-  5 

557 

—192 

4-141 

4-  51 

4-  24 

4-139 

—  163 

683 

4-225 

—308 

4-  83 

4-252 

4-247 

4-184 

809 

4-  99 

4-364 

4-346 

—  111 

—  310 

—388 

863 

4-385 

4-133 

4-345 

4-161 

—  108 

—  53 

*)     Hier    ist    tr^    vollständig    bestimmt    durch    die    line&re  Coiigruenz    or  (w''^' 4- c«;^^  4- ou^^) 
2((o'*  4»  Ctf'^)   (mod. /i),  oder  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 

w  4-tr      ==  ciü    4-£iü  1  tr  4-tü  4-tr    =       0 

1^^    10  —  ^^^  l       yjjj  "^-rw,-T-w^ 

tTjtr^^  ^  44-2(w^4-w**')J  trjW,-t-trjtr^4-tü^tr^  ^       ß+i^sf    (mod.  p), 

tTjtTjtr^  ^  _24-iWj 
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n  =  63 
/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


V 

53 
107 
179 
233 


/K) 


/(tr,) 


1  — tTj  — tr^    —  (T, 
1  4-  tr^  —  OFj    —  tr 

tr,  4-  BP,«  —  tr 


tr. 


10 

tr,    —  rr 


ao 

20 


359     1  —  TT.  —  2r  ^ 

1  30 


3  -f-  tr    —  tr   —  tr 

^^1  9  20 


431 

557     2  +  tr^  +  tr^  4-  tr^^ 


20 


P 

683 
809 
863 


/(w,) 


1  4.  2tr,  +  tr^^  -4-  2tr,^ 
1  4-  2tr   —  tr     -4-    - 


1  -f-  2tr„  —  tr 


9 


so 


IV,  9.     p  =  63m  +  11 ,  4-  23  ; 

tr^  =  Ol''"  4-  w"'-  4-  oü-*''  4-  et'''  4-  ol"'*  4-  w' 

also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung: 

tr^  4-  14tr^  4-  63tr'  —  168tr  4-161   =  0  , 


tr^  =  w  4-  w"  4-  üü"  4-  oü''  4-  w"  4-  oi'"  , 


or. 


.» 


»s 


.1» 


.so 


^  ==  w'  4-  oy"  4-  w"  4-  w'   4-  w'"  +  w 
tr,  =  w*  4-  0.**  4-  ^^^  4-  ot"  +  w"  4-  w"  ,  tr,  =  w*  4-  w"  4-  w"  +  w**^  4-  «"  4-  w 

tr^^  =  u;"  4-  w*'  4-  w"  4-  0.^'  4-  w"  4-  w"  , 


.46 


&9 


w,,  =  c."  4-  c«;'"  4-  «"  4-  w"  4-  «"  4-  o"  ; 


uichtprimitiv:  ganz  wie  IV,  5:  tr^^  und  tr^^,  tr^^  =  0,    tr^^^  =  —  3; 
typische  Relationen: 

trj  =  2  4-  StTg  4-  tr,  4-  2aTjj  ,  tr^tr^  =  —  1  —  0?^^  4-  tr,  4-  2tr,^  , 


w 


tr    =  7  4-  tr    4-  tr 


tr 


1^,0  =    —  2  +  |tr,  4-  tFj  4-  tTj  ; 


tr  tr 

19 


=  2aT^  —  2trj  (=  —  ^ctr^tTj^)  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*") 
Für  die  9  hierher  gehörigen  Primzahlen  p\ 

11,     23,     137,     149,     263,     389,     401,     641,     653  ist  Z.  B. 


p 
11 

^1 
4-  3 

^2 

4-  5 

^4 

4-  3 

^5 

4-  2 

«^10 

4-  5 

^19 

4-  4 

23 

4-  2 

—  11 

4-  9 

—  9 

4-  9 

0 

137 

4-  25 

4-  44 

—  68 

—  58 

4-  6 

4-  52 

149 

—  22 

—  58 

—  69 

—  66 

4-  13 

4-  53 

263 

—  17 

—115 

—  131 

4-119 

—  74 

—  45 

(mod.  p*)   11 

—  151 

4-  27 

4-124 

—636 

4-170 

4-466 

*)     Hier  ist  tr^  die  absolut  kleinste  der   3  Wurzeln  des  Cougruenzensystems: 
tr^4-tr34-tr^  ^  ^ '     trjarj4-tP,tr^4-tr^tr^  ^  — 3— 3trg  ,     tr^tr^tr^  ^  — 34-4trjy     (mod.  p). 
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/*  =  63 

Normen  complexer  Zahlen  in 


6 


N(:r^^)  =   7  .  23  , 
N(2  -  tr^)  =  N{w^  -  tr,)  =  11  .  23  , 

AV,  4- tr,  -  OT,^)  =  25.149, 
N(l  —  2w^)  ==   23  .  263  , 


-^'(^4  ■+-  ^is)  =  25  .  23  , 
^V(l  +20-^)  =  11?137, 

A-(l  4-  207^  4-  TTjg)  =  11  .  23  .  127  , 

N{3  4-  tr^  —  trj  =  11  .  149  , 

iV(l  —  2x^  —  »Tj^)  =  25  .  11  .  151  ; 

iV(5  4- 2a7j  —  2trj^)  =  11?127, 


und  mit  Congruenzwurzeln  mod.  ii' 

während  bei  mod.  ii*       iV(3  — tr^)  =  ii.ii-; 

dagegen:     iV(i  4-  tr)  =  379 ,       xV(i  —  ^)  =  71 ,       iV(2  4-  xj  =  70i . 


or,  =   'jü'' 


IV,   10.      p  =  63/«  —  11  ,  —  23  ; 

/  4-  :„-"'•  +  üu-*'-  4-  w-"'-  4-  w'-'""  4-  ol» 

also  die  primitiven  w,  deren  Gleichung: 

tp*  4-  35w'  4-343  =  q, 

Wj  =  w  4-  w"  4-  w*'  4-  w"  4-  w"  4-  w*** , 
oT^  =  oü*  4-  üü"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  oy'*  , 


3     ,         41     ,         53     ,         47     ,         &0     I         17 

XT,^  =  c«    4-  w     4-  w     4-  u;     4-  'M     4-  w 
or.   =  ui}^ 


b     ,         8,         38|         V3|         63,         11 

tr^,  =  w"  4-  0."  4-  o;"  4-  u;"  4- 1*^"  4-  u;''  ,        or.^^  =  uj''^  4-  c^'"'  4-  £«"  4-  c-"  4-  w"  4-  u;**  ; 


,      ^gr    =   —  1  '      ^7r   =   Ö  ; 


nichtprimitiv:  ganz  wie  IV,  6:  w^^^  =  6w'*'"  =  —60:3^ 

typische  Relationen: 

trj  =  3ar,  4-  2»^^  ,      w^w^  =  7u;*^  ,       tr^r^  =  2w^  4-  3(r,^  ,       w^w^  =  7  ;       tr^tr^^  =  6Wj, 


Congruenzwurzeln  mod.  ^.*) 


p 

103 

w 
1 

—  7 

4-  47 

^4 

4-  20 

5 
—  1 

BT 
10 

-  13 

20 

4-  57 

229 

4-  2 

4-  11 

4-  39 

—  111 

—  41 

4-100 

241 

4-  54 

—  65 

4-  87 

4-  76 

4-100 

—  11 

367 

—  29 

—  58 

4-162 

4-101 

—  133 

—  43 

607 

4-  41 

4-  38 

—253 

4-  89 

4-112 

-127 

619 

—  89 

4-159 

4-233 

—  167 

—  144 

4-  8 

733 

—  4 

—354 

4-238 

—185 

—234 

—  194 

859 

4-209 

4-131 

4-427 

—300 

4-223 

-f-169 

997 

—  112 

4-206 

-+-262 

—  187 

150 

—  19 

*)     Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congruenzenhvstems : 


BT    -4-  w   4-  tr      i=  0  .       w  w   4-  tr  tr     -I-  w    tr 


0, 


^1^4^10 


—  14  4-  7w 


ii 


(mod.  p)^ 
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n  =  63 
Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

^"(1  +  tTj)  =  N(l  —  TTj  -t-  Ol")  =  3  .  103  ,  N{2  —  TTj)  =  3  .  229  , 

^K  —  tTj.  -f-  tr,^)  =  A\5  -  tr,^  +  w*')  =  49  .  241  , 
^^(20-,  —  tTj)  =  A'(aTj  —  2«-^^)  =  49  .  367  ,  N{S  —  tr,  +  tr,)  =  3  .  607  , 

N(S  —  or^^)  =  3  .  G19  .  151  ,  iV(4  4-  tr,)  =  3  .  733  , 

A^  +  2tr^)  =  3  .  859  ,  N(4  —  2w^^  —  w")  =  49  .  997  ; 

ferner : 

N(l  —  07)  =  379  ,  N(2  4-  tr)  =   127  ,  A^(2  +  or^  -4-  Xj)  =  9  .  151 


IV,  11.     p  =  63/»  + 13,-29; 

während  w^^  =  3(üi''* -h  w'''')  auf  die  zweigliedrigen  w  2ter  Art  der  2 1  ten  Einheits- 
wurzeln zurückkommt^  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

13,     97,     139,     223,     349,     601,     643,     727,     769,     853 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  21,  II,  i. 


IV,  12.     p  =  63/»  —  13  ,  -f-  29  ; 

während  tr^^  =  3(üü'''h- e«**'')  =  —  3»**''  auf  die  7  ten  Einheitswurzeln  zurückkommt* 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

29,     113,     239,     281,     491,     617,     659,     743,     787,     911 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  7 in  +  i    (^-  =  7,  I.). 


305 

n  =  65 

I,     2?  =  65??i  4-  1. 

2J  =  131,     521,     911. 

48  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

48      47  I    43      43  ,    3»      37  .35      34  ,    33      32  ,30      39  .    38      37 

w     —  w     4-  c*'      —  tw     H-  J«-'     —  c;.'      4-  üü     —  jü      4-  ui     —  tu     4-  w     —  w     4-  u;     —  w 

.24  .   24  j^  .  .38  .   21  _i     .   90  .    19     i_  .  .18  ,    16     ,     .   15  14     ,         13  11     ,         10  ü 

4-  Oy*  —  ü,.  4-  1    c=    0 , 


mittelst  welcher,  oder  der  beiden 


:,;"  +  ou"  4-  c«;''  4-  c."  4-  1  =  0 


.60     ,     .    5i     1^  .    iO     ,     .45     ,     .    40  j^  .   35  j^  ,,30  _i     .  .35     i_  ,   30     ,     .   15     ,         10     ,         5     ,     «  /v 

Ol'     4-te;     4-t«.'     4-t«.'     4-t«.'     4-üt'     4-&ü     4-£«     4-üü     4-w     4-w     4-cü4-1=0 

die  nichtprimitiven  Wurzeln,  d.  h.  die  13ten  und  die  5ten  Einheitswurzeln,  sich 
eliminiren  lassen. 


-r 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
24  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,   l,     p  =  657/1  —  1  ;  tr^  =  et'*  4-  oü 

^i^k  =  a^A-i  +  «^it+i  »         n(tr^)  =  l , 

womit  die  primitiven  tt  und  ihre  Relationen  gegeben  sind;  die  nicht  primi- 
tiven sind  die  zweigliedrigen  Perioden  der  13ten,  tr^^,  und  der  5ten  Einheits- 
wurzeln,  ITjj^. 

Congruenzwurzeln  mod.  j).*) 


p 

^1 

^2 

^3 

«-4 

«^6 

w                  tr 

7                            8 

"^9 

w 
11 

389 

+     4 

4-  U 

4-102 

4-194 

—  71 

—  30         —  99 

4-  23 

—  37 

P 

tr 

13 

^14 

^16 

^^17 

tr 

18 

^19                   ^31 

22 

«^23 

389 

4-  50 

4-120 

+  74 

4-  53 

4-138 

4-110         —  69 

—  189 

4-  91 

P 

"^34                    «^ 

tr 

37                   ^1 

iB 

^39                    ^31                    ^ 

3S 

389         4-164         4- 

39         4- 

5 

-19         4-84         4- 

28 

*)     FOr  w  j  ist  die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Congrucnzen- 
systeme  gewählt,  des  einen  von  4  Congruenzen: 

tTj  4-  tTjj  4-  tr^^  4-  tTjy  ^  —w^     u.  s.  w.  (mod.  p.) 
des  anderen  von  12  Congruenzen: 

tr^4-tr^-f-0Pg4-Wj4-trjj4-w^^4-trjg4-trjg4-trjj4-5rj^4-aTj^4-trjj  ^  ""^^je  ^'^'^*  (mod.p.) 

39 
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n«65 

/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.    Nf(w^)  =  —  jo. 
Für  p  =  389  ist  ^tr^)  =  1  +  Wj  —  tiTjj .     (Einzige  hierher  gehörige  Primzahl  p). 
Die  Congruenzwurzeln   der  w^^  und  tr^,^  stehen  in  den  Tafeln  II  für  X  =  13  und 
X==5,  so  dass,  was  hier     ar^,    tr^^,    tr^^,    w^^,    tr^j,    tr,^ , 
bei  X  =  13  heisst:  ri^,      »j^,       *j^,      tj^,      t?, ,       vj^    resp. 


II,  2.     ;;  =  65m  +  14  :     79,     599,     859. 


tr^  =  w'-  +  w'*'' 


w^r  =  2u)*'",  d.  h.  13  te  Einheitswurzeln,  w^^^  =  ^^»''-4- w""*"  wie  in  II,  1. 

^r-^^ijr  =   —w"'',  tr^^tTjy^   =   —  w"'',      n(w)   =    1, 


tr 


r  +  «'er  +  ^iir  +  ^ler  +  ^2ir  +  ^zir  ■*"  «^ler  "♦"  ^4ir  "♦-  ^46r  +  ^sir  +  ^^r  +  «^gr  =    —  ^»«r 


11,3.    p  =  Qbm—U:         181,     311,     571,     701. 

tüj^  =  w*''H-w"*''  wie  in  11,  l,  tr^^^  =  2w^''*,  d.  h.  5te  Einheitswurzehi; 
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n  =  65 

IIL    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 

16  dreigliedrige  Perioden: 

Wr  «  w'' +  »"*'' +  »"'■, 
also  die  primitiven  Wy  wofür  n(tv^)  >=  81, 


w^  =  «*  +  w**  4-  w"  , 
-s  w"  4-  «"  4-  oü**  , 


tr. 


«.  ,..' 


57 


3S 


V 


j  =  lü    4-  w     4-  » 
tp^  =  w«  4-  w**  4-  üü"  , 


IT 

tr 

w 


^  =  w^  +  cu"  4- w*' , 


11 


«,»  + «,»» + «« , 


19 


W 


SS 


fV 


36 


tr 


18 


tr 


9S 


Wj,  =  Ol"  +  »'*  4-  »** 


w,,  =  0,"  4-  u." 


iÜ 


S9 


nichtprimitiv:    x,^,    die  dreigliedrigen  Per.  der  13ten,  w^^^  =  3«*''',  die  5ten 
Einheitswurzeln;  typische  Relationen: 


tTj    =    tTj  4-  Stüj. 

=  tr   4-  2tr 


tr  tr     ^  — w     —  tr 

18  38 


OP 


i«^4  =  3  4-  Wj  4- 


tr 


30 


XB  W 


tr 


13 


i°^i3  =  3^     +  tTg  4-  tr 


18 


36 


1     »  36  ' 


tr  tr 

1     10 


.36 


=  3t«;"  4-  tTg  4-  tTj^ 


tr  tr  ^  —  1  —  tr     : 

1     19  10  ' 

tr"  tr  =  tr   4-  2tr     ! 

1     95  6  ^^  86  ' 


'"l     19 


3w^, 


tir  w      =^  3tü 

1     39  85 


Congruenzwurzeln  med.  p.  *) 


61 

191 

211 
601 

971 
991 


—  24 
4-  79 

—  53 
4-  85 
—452 
—337 


4-  17 
4-  28 
—  42 
4-199 
—482 
4-412 


tr. 


8 
16 
26 
4-246 
—250 
4-  8 


tr 
—  22 


61 
4-  81 
4-247 
—258 
—308 


tr 

6 

29 

—  54 

4-  11 
—243 

—  89 

—477 


tr. 


—  9 
4-  48 

—  72 
4-122 
—168 
—494 


tr 

8 

—  20 
4-  60 

—  32 
—184 
4-  65 
—288 


"^9 

4-  11 

4-  20 
+  35 
—105 

4-247 
+446 


P 

61 
191 
211 
601 
971 
991 


tr 
11 

—  1 

—  38 
4-  49 
4-298 

4-  1 
4-240 


13 

4-  5 

—  45 
4-  54 

—  93 
4-387 
—404 


tr 

18 

—  30 


35 

—  89 
4-  25 

—  61 
4-176 


tr 

19 

—  26 

—  4 

—  63 

—  18 

—  91 

—  98 


or 


33 

28 


51 
—  47 
-^  59 

-M98 
-h289 


tr 

53 
—  16 


87 
4-  24 
4-  91 
4-485 
4-270 


34 

3 

4-  75 
+103 
—  156 
—239 
—200 


86 
—    13 

—  36 
4-  16 
4-  29 
—263 
—225 


*)     Hier  ist  tTj   völlig   bestimmt   durch  die  lineare  Congmenz  tTj«*'  :z=  Wjj   (mod.  j»),  so- 
■ie  als  gemeinschaftliche  Wurzel  zweier  Systeme  von  je  4  Congruenzen,  deren  erste 

OTj  4-  tTj  4-  Wg  4-  tr^g  ^  —  oTjj  u.   tr^  4-  tr^  4-  tr^^  4-  tr^^  ^  —  w^*     (mod.  p.) 
Waa  hier  w^ ,  tr,^,  w^^,  w^^  ,  ist  bei  X  ==  13,  III  resp.  i^o  .  1i  >  »Js  i  »I9  • 

39» 


308 


n  =  65 
/(oFj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


61     l  +  ^ii 
191     l  +  tr^  — w 


26 


p 

•^K)    ,, 

P 

A^,) 

211 

1+  07,^  +  'Jü'^ 

i          971 

l~tr„ 

601 

i+«^a    —tr^ 

991 

^1  -  ^5  -  «^10 

IV.    |)  zum  Exponenten  4  gehörig. 

12  viergliedrige  Perioden  und  zwar  mit  6  Fällen: 

IV,  1.   p  =  Qbm  ±  8 ; 

also  die  primitiven  tr,  wofür  n(oF^)  =  i, 

tr^  =  üü  -I-  oü*  -f-  w"  4-  tw"  ,  tTjj  =  w'  +  w"  -4-  w"  +  w*'  , 

TTj    =    w'  +  w"  +  W**  +  W*^  ,  07^    =    W*  +  w"  -4-  Oü"  +  Oü"  , 

tTg  =  w®  +  w*^  4-  w"  +  w"  ,  oTy  =  w'  +  w"  +  ü;"  +  üü'  , 

(T^j  =  w"  +  w"  4-  w**  -H  <Jü*^  ,  tTjj  =  w"  -4-  w"  +  w"  +  w'*  , 

(xr^^  =  oa^*  -4-  c«*'  +  w"  +  e."  ,  w^^  =  u;"  +  «;"  4-  w*«  4-  w*'  , 

tr^^  =  u;"  4-  c'«  4-  o;**  4-  c«"  ,  tr,^  =  u;"  +  c«"  4-  oa"  4-  u,"  ; 

nichtprimitiv:  tr^^.  die  viergliedrigen  Per.  der  13ten  Einheitswurzeln,  während 
w       =  —  1 : 

typische  Relationen: 

trj  =  4  4-  OTj  4-  SoTy ,  tr^tr^  =  «^i  4-  tFj  4-  tr^  4-  w^^  , 


tu 


(T     SS—  2tr    4-  OD    -f-  tr     .  w  w      =  ^  1  4-  tr    "4-  w     4-  tr 

tr  w      =  tr     4-tr     -f-tr     :  w  w    =  —  14-tr4-or4-tr. 

1     28  20     "^       21     "^       28  '  15  *  ^^  *  3     "^  *  4  ^^  '*'6  » 

^i'^io  ^  «^a  4-  oTy  4-  tTjj  4-  tr^^  . 

Congruenz  würz  ein  mod.  p*). 
Für  die  8  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

73,     317,     463,     577,     593,     853,     967,     983   ist  Z.  B. 

p         w^         tTg  tr,  w^  tFg  tr^         tr^^        tr^^         w^^         w^^         w^^  w, 

73       —9       +17       4-35       +21       4-28       4-30       4-5       —33       —14       4-14       —24        4-4 


at 


*)     Hier  ist  oTj    die   absolut  kleinste  Wurzel  eines  Systems  von  4  Congruenzen,   deren  erste 
und  letzte:  w^  4-  tr^,  4-  tr^^  4-  tr^^  ^  ""  ^j  »         ^i^i2^i4°^2i  ^  ^     ^^^^'  ^^' 

Vgl.  X  =  13,  IV,  wo  *io,  »li »  »Is,  was  hier  tr^  ,  tTj^, ,  tr^^j  resp. 
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n  =  65 
Normen  coinplexer  Zahlen  in  ij, 

N(l  +  :r)  =  5  .  13  ,  N{1  -  ir)  =  131     (vgl.   I.)  ,         N{1  -  tr^  -  w^^)  =  5  .  73  , 


IV,  2.     Jt?  =  65/»-f- 12,  — 27:     103,     233,     337,     467,     727,     857,     883; 

x^  =  w''4-w^'''  +  >;"''4-tw~'^'',    tr^;.  =  2(w*''  + w"^'')  zweigliedrige  Per.  der  13ten  Ein- 
heitswurzeln, während  x^^^  =  —  i ;        x^  +  rr^^^  =  —  (w*'^'"  +  u;*^'*)  , 
tr,x,^^  =  3 -('.;"'•  + üu'^0 1     ^?  =  -2  +  x^^-f-Xjj^.     n(x)   oder  iV^Cx)  =  521    (vgl.  1.) 


IV,  3.     j:)  =  65wi— 12,  +  27:     53,     157,     313,     443,     547,     677,     937; 

ISte  Einheitswurzeln,   also   haben   vorstehende  Primzahlen  p   auch  in  Beziehung 
auf  65  te  Einheitswurzeln  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  I3»i-f-i. 


X 
r 


IV,  4.     p  =  ebni±lS:     47,     83,     307,     733,     827,     863; 

=  w''  +  ii;^^'"  +  m""  -f-  w"^^*" ,      Xj^  wie  IV,  1 ,      Xjj^  =  —  1 ,    wie    ebendaselbst, 
II(x)  =  1  ;     xj  =  4  4-  tr,^  +  2x^y^  ,         x^  4-  w^^  +  x^^^  4-  tr^^r  ==  —  ^jr  » 
x^Xg^  =  —14-  Xj^j^  4-  x^^  4-  Xg^  ,         x^Xg^x^j^Xjy^  =  1  ;     iV(l  4-  tr)  =  —  5  .  13  , 
iV(l  —  x)  =  4-  131     (vgl.  L). 


IV,  5.     j:;  =  65/»  4- 21, 4- 31:     31,     151,     281,     421,     541,     811,     941; 
x^  =  w'"  4-  oü"''  4-  uj-'*'  4-  t^i'''  ,    x^,  =  'jo''  +  c*;-""  4-  0.-""  4-  u;"''  (wie  IV,  1  und  4) , 
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«  =  65 

IV,  e.     p  =  65m  —  21 ,  —  31 :     109,     229,     239,     369,     499,     619  ; 

xr^  =  w'' +»-"'• +  («;-"'• +  »-"'•,         tjfj^  wie  IV,  5   U.  8.  W.,     w^^^  «=  2(0;^''' 4- «""O. 

zweigliedrige  Per.  der  5ten  Einheitswurzeln; 

tTj  +  tTg  +  Wj^  +  tr,g  =  —  w, ,  Wj  4-  w^  +  Wji  +  tPj^  4-  oTjj  4.  xr^,  =  —  (w"  4-  w"")  . 


07 
] 

W 
2 


V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
8  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.    p  =  65m  4-  4,  —  16  ; 

07^  =  w''  4-  tt;*'-  4-  w"''  4-  w-»-  4-  w"*''  4-  w-"'' , 
also  die  primitiven  w,  deren  Produet  n(ay^)  =  —4, 

r^  =  w  4-  w*  +  w"  4-  w**  4-  w"  4-  w**  ,  tTj  =  oü'  4-  w*  4-  w"  4-  ou"  4-  w"  4-  w"  , 

r,  =  w'  4-  w"  4-  w"  4-  oü"  4-  w"  4-  w"  ,  w^  =  w*  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w**  4-  w**  , 

r^  =  u;^  4-  w"  4-  t«*'  4-  u;"  4-  o;"  4-  w"  ,  tr^  =  u,'  4-  c«"  4-  oa'*  4-  ««"  4-  t«"  4-  c«"  , 

tr^^  =  oü"  4-  w**  4-  w"  4-  oü"  4-  u,"  4- 1«"  ,  tü„  ==  a;"  4-  c«"  4-  oo^'  4-  c«"  4-  u,"  4-  "  ; 

nichtprimitiv:    Wj^,    die    sechsgliedrigen    Perioden    der    1 3 ten  Einheitswurzeln, 
oPjj,.  =  3(w"'"  4- 1*'""') ,  die  zweigliedrigen  Per.  der  5 ten; 

unter  den  Relationen: 

trj  =  6  4-  oTj  4-  2roj  4-  Str^ ,       tr^oTj  =  1  —  «^n  —  w^^  ,       tr^tTj  ==  2trj  —  tr^  —  or^  4-  tr^^  , 
VJ^W^   =   —  1  4-  OTj  4-  tTy  4-  tTjjj  4-  tTjj  U.  8.  W. 

Es  gehören  hierher  folgende  Primzahlen  p: 

179,    199,    439,    569,    719,    829;  fÜr  die  erste  z.B. 
Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 

P  a:^  tTj  tr,  w^  w^  w^  w^^  tr^, 

179         —5         —21         4-7         4-55         4-88         —19         4-44         4-31 


*)     Hier  ist  v^^   die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der  zwei  Systeme 
von  je  vier  Congruenzen,  deren  erste  und  letzte: 

^1  "^  ^3  "+"  ^9  +  ^32  ^  ""  ^10  »  ^i^i^i^ii  ^  4  4-  2a7j  (mod.  p). 

tTj  4-  tTg  4-  «3^9  4-  tTjj  ^  —  (w"  4-  ciü")  ,         °^i°^6^9^ii  ^  ^  —  4(w"  4"  w*')  (mod.  p). 
Vgl.  X  =  5  und  X  =  13. 
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«  =  65 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p^).     ^f(^i)  ==  — !>• 
Für  p  =  179  ist  f(wj)  =  tTjj  +  oT^j  +  w"  +  üü" . 


V,  2.     p  =  66m  +  9  ,  +  29  :     29,     139,     269,     419,     659,     809,     919  ; 

tFj^  ==  2(oü*'-+w"''+w"'')  >  dreigliedrige  Per.  der  13ten  Wurzeln,  tr^,^  =  3(u;"''4-iü-"0, 
zweigliedrige  Per.  der  5  ten  Wurzeln ;  11(07^)  =  9 ,       tr^  +  ar,  =  —  ^tr^^ , 

11  T'^'so  35  *  Wj  -I-  w^  -r  Wg  -T-  ^jj  3      26 


V,  3.    2?  =  65m— 9,  — 29:     101,     251,     491,     641,     751,     881. 

tr^^  =  w*'^  4- ««"'■  + w"'^-w-*'•  +  t«-"'■  +  w-"^    sechsgliedrige  Per.   der   13  ten  Ein - 
heitswiurzeln,  w^^^  =  6w"'',  die  5ten  Einheitswurzeln;  U(w^)  =  81, 

tTj  +  OTj  +  tr^  +  tFjj    =    —  tTj^  ,       OT^  +  tTg    =    —  W^'^  ,  W^W^    =    —  3w"  . 


VI.     p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
4  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  6  Fällen: 

VI,  l.     p  =  6ö/n  ±  2  ,  d:  32  : 
2,     67,     97,     163,     193,     197,     227,     293,     457,     487,     587,     617,     683,     877,     977; 


tr^  =  üü*'  4-  u)^"  -h  w*'"  +  flu*'"  +  oü"*'  +  w"''  +  oü"''  +  üj-^"  -h  w"  '■  +  w"®'*  +  w""''  -+-  w'        , 


Wj^  =  —  1 ,  oTjj,.  =  —  3  ;  wj  =  10  4-  4-  3trj  +  4W3  4-  2tFy , 

aTjtTj  =  —  4  4-  2aTj  ~  2aTj  ,         ay^w^  =  —  4  ;     11(07,.)  =  16  ,         N(i  4-  tr^)  =  —  lO , 

iV(l  -  OT^)   ==    -  4  . 


^     Diese    liegen    sehr    versteckt    wegen    der    Complication    mit    den    Potenzen    Ton    2  und 
Ton  7;  es  ist  z.  B.  N(3  4-  2^^)  =  49  .  179  ,         A'(l  —  tTj  4-  w,  —  oTj)  =  —  16  .  179  ,  femer: 
Ar(i  4-  w)  ==  64  =  —  iV(l  —  w) ,        iV(2  4-  w)  =  4 .  61 . 
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n  =  G5 

VI,  2,     p  =  65m  ib  7  ,  zfc  28  : 

7,     37,     137,     167,     223,     353,     383,     397,     557,     613,     643,     743,     773,     787,     947; 

tr,,  =  -  1 ,  oT^j^  =  -  3  ;  xj   =  10  4-  3x^  4-  4(r3  4-  2x^  , 

WjWj  =  —54-  2Tj  4-  2aTj  ,  w^rr^  =  —  5  4-  3^^  4-  tr^  ;  n(or^)  =  —  49  , 

iV(l  4-  5P^)  =  —  7  .  20  ,  A'(l  —  07^)  =  —  4  . 


VI,  3.     J3  =  65/H  4-  3  ,  —  17  ,  4-  22  ,  —  23  : 
3,     107,     113,     263,     347,     367,     373,     503,     523,     607,     653,     757,     887,     997  ; 

rr    =  u;'"  4- 0.'*'- 4- :.•''•  4- a"    4- c.-'^'^  +  c.;""'' 4- c.^*'' 4- t.--^'' 4- u:-*»- +  a"^-'' +  c*'-'''' 4- c^"'^ 

dreigliedrige  Perioden  der  13ten  Einheitswurzeln,  wesshalb  vorstehende  Prim- 
zahlen j[>  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  haben  als  die  zum  Exponenten  3 
gehörigen  Primzahlen  p  bei  >.  =  13,  III. 


VI,  4.     p  =  65m  —  3  ,  4-  17  ,  —  22  ,  4-  23  : 

17,     23,     43,     127,     173,     257,     277,     283,     307,     433,     563,     647.     673,     677,     797, 

823,     907,     953 ; 

tr,  =  o;'"  4-  X-"-  4-  oü''  4-  c  -"'•  4-  ^:'''  4-  u'^'"  4-  '^'*'  4-  c:"^  4-  'j'*'  4-  u.'''  4-  ct="'-  4-  c  -='''' 
sechsgliedrige  Perioden  der  13ten  Einheitswurzeln; 

^1  +  °^3  =  -  tl^io  >         «'1^3  =  "  -  '^^lo  '     "K)  =  29  =  iV(l  4-  X,) ,     iV(l  -  tr^)  =  61 
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n=  69 

I.     2?  =«  69/11  4-  1  : 

139,     277,     691,     829,     967. 

44  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

4-Cü"— w"+w"— w"+w"— w"4-w'— w^-f-w*— w*+u;'— w 

durch  sie,  oder  die  beiden: 

cü"  +  ci/"  4-  1   =  0 ,  w"  +  w"  +  üü*^®  +  .  .  .  +  w*^  +  w'  +  1  =»  0 

lassen    sich   die  nichtprimitiven,    d.  h.   die   23ten   und  die  Sten  Einhe 
eliminiren. 

Congruenzwurzeln  mod.  p 

für  p  =  139  (beispielsweise): 

P  Oü  w''  w*  w'  w^  w'  w"  ttJ^*  («>^* 

139         —15         —63         -|_29         —18         —19         -4-  7         4-46         4-5         4- 


p  u,"  uj''  u,"  w'^  u;"  du"  u;"  u;^'«  w 

139         4-49         —40         4-35         4-31         4-25         —  2         4-30         —61         - 


p  Lü"  u;»*  w"  w"  a;"  t«*^  u;*^  u^*' 

139         4-38         —68         4-47         4-11         —26         —12         4-41         4-51 


«  49  SO  S9  5S  ib  S6  58  59 

139         4-9         4-4         4-66         —17         4-67         —32         4-28         —  3 


p  uj''  u,"  w"  a;" 

139         4-54         4-24         —21         4-37 


Von  obigen  Primzahlen  p  hatten  bei  X  =  23  die  beiden  Primzahle 
p  =  829  wirkliche,  die  übrigen  kubisch  ideale  Factoren. 
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n  =  69 
II,  2.     p  =»  69m  4-  22  ; 

w^  =  w'"  +  w"'",    also  die  primitiven  tr,  wofÄr  n(tr^)  =  l, 


tr 


^    =    U)-h  Oü 


33 


Xy    =    M^  +  w", 


X         =    CD 
14 


14 


M 


S3 


_  40     .     ,   53 

^40    ~    "^        "^"^        » 
53     ,         63 


tr 

3 

== 

■«»  +  «;"  , 

tr 

4 



u,^  +  ■«"  , 

= 

<«'  +  »"  . 

CT 

= 

«.'  +  »;"  , 

tr 

10 



u,"  +  <«"  . 

t3P 

u 

=- 

«>"  +  u," , 

tr 

^17 

= 

«"  +  <«", 

tr 

20 



«,"  + «," , 

""js 

= 

«."  +  u," , 

tr 



«."  +  '-"  , 

«^34 



<«"  +  <»" , 

*.T 

^ 

«."  +  <»»», 

tr 

4J 

= 

0."  +  «*»  , 

«^41 

= 

u."  +  <«"  . 

"•so 

— 

<«" + «" . 

tr 

::b 

<p"  +  w"  ; 

nichtprimitiv:  x^^  wie    II,  i.,  v^^^  =»  2w"'",  3 te  Einheitswurzeln ; 
typische  Relationen: 


o«;   =  2w"  +  X,  , 

tr  X      ^  2  -+-  X     ! 

1     4T  ^^       81  > 


tTjX,    =    X,  -4-  X,^  , 

X   X      2SS    tp     -4™  X       ■ 
13  4  ^^       36  ' 


X  X 
14 


Xj  -4-x 


so 


46 


1      34  ^^       3$  » 


^1 

m        ^    2x 

"  33                     8^ 

• 

1 

Congrnenzwurzeln 

mod.  p. 

*) 

229 

X 
1 

4-  52 

X 
*^8 

—     3 

X 
4 

—  30 

X 
5 

—   80 

^7 

—101 

«'s 
+  25 

X 
*10 

—  51 

—   70 

367 

4-  71 

+  71 

+104 

—     9 

+143 

—  26 

—  85 

+139 

643 

+265 

—216 

+  73 

+196 

—   18 

—169 

+192 

+113 

919 

—372 

+430 

+287 

+308 

—  373 

—445 

+313 

+  21 

P 
229 

X 
14 

—  63 

X 
^17 

—   10 

X 
^30 

—106 

X 
^35 

—  53 

^38 

+  37 

X 
31 

+  60 

«^34 

+  61 

«^IT 

+  32 

367 

+  65 

—  97 

+  53 

—  92 

+  22 

—  18 

+  68 

+  45 

643 

—  30 

—100 

—  141 

—295 

—  30 

+308 

+  68 

—166 

919 

+256 

+432 

+451 

+304 

+393 

—  165 

+173 

+446 

P 
229 

X 
40 

—  24 

X 
48 

+112 

«^47 

+  98 

X 
50 

+  102 

X 
41 

—  23 

X 
56 

+  36 

■ 

367 

+  74 

—  48 

+  21 

—  176 

+125 

—  82 

643 

+304 

+120 

—231 

—  134 

—   11 

—  97 

919 

+408 

—442 

+417 

+412 

—449 

—  47 

*)    Hier  ist  Xj  ToUig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  XjW^*   =  x,^  (mod.  p)  oder 
als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Congruenzensystemt 

X   +  X  -  ^s  —  X     ,  XX.  1^  2  +  X     ,    (mod.  p.) 

und  eines  zweiten  Ton  11  Congruenzen,  deren  erste 

x^  +  x^  +  Xy  +  Xjjj  +  Xjj  +  Xjg  +  x,j  +  x,^  +  x,y  +  x^^  +  x^,  ^  —  w"     (mod.  p). 
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Normen  complexer  Zahlen  in  Sj  . 

N(l  4-  w„  +  tTjy)  =  139  .  229  ,         N(vj^  —  tr^)  =  367  .  643  ,     N(l  +  tr^  -f-  tr^^)  =  919  .  691  ; 
AV3  4-  tü^,)  =  A>3  +  tr^,)  =  N{w^^  -f-  JTjy)  =   139  .  1933  ,  N{\  -  tr)  =  7681  , 

iVCtTgj  4.  tTgg)  =  AV,  +  tTj,)  =  AVj  4-  OT^j)  =   139  .  829  ,  A^Cl  4-  tr)  =  23'  . 


n,  3.     ^  =  69//i— 22:         47,     461,     599; 

w^  =  to''4-w"'*''  ==  —flu'**'',  23 te  Einheitswurzeln,  wesshalb  die  vorstehenden  Prim- 
zahlen p  auch  in  Beziehung  auf  69  tc  Einheitswurzeln  keine  anderen  Primfactoren 
haben  als  die  Primzahlen  p  =  23m  4-  l  (vgl.  \  =  23,  1). 


III.    p  zum  Exponenten  11  gehörig, 

p  =  69w  4-  4  ,  —  6  ,  —  11 ,  4-  13  ,  —  14  ,  4-  16  ,  —  17  ,  —  20  ,  4-  25  ,  4-  31 

4  elfgliedrige  Perioden: 

tp^  =  w»-  +  w*'-  +  w"'-  4-  w-*'"  4-  w-'^'"  4-  w"""''  4-  w"'-  4-  w"''  4-  w-'**"  4-  w"''  4-  u;-"'" , 
also  die  primitiven  w,  deren  Gleichung: 

w*  —  07*  —  5w'  —  607  4-  36  =  0  , 
r^  =  w  -4-  to*  -f-  üü"  +  w«<  +  cü*»  -f.  to;"  4-  w'*  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w*'** , 
r,  =  et'  4-  w'  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w*'  4-  w**  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  , 


«Tj  =  u,*  4-  t«"  4-  c«"  4-  CO**  4-  ««"  4-  w"  4-  w"  4-  c«"  4-  £«"  4-  u,"  4-  u,"  , 
tu,  =  w'  4-  w"  4-  w*'  4-  w"  4-  u,"  4- ««"  4-  w"  4-  w"  4-  w*^  4-  :«"  4-  w"  ; 

nichtprimitiv: 

tr,^  =  («'''  4-  w"'-  4-  w'"'  4-  w'*'"  4-  w"'"  4-  et"''  4-  u,^'  4-  co'*''  4-  w"''  4-  w"''  4-  w"'' , 
die  elfgliedrigen  Perioden  der  23ten,   tr^,^  =  iiw"'',  die  dritten  Einheitswurzeln; 

typische  Relationen: 

tü^tTy  s=  6ciü*' ;  ^1^3  *^  5tüj  4- 6cr^ ,  ^i^js  ^=  6au**  ; 

tTjtJTjj    =    lltr,  ,  ^^1^46    ~    llö^j- 
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n«=69 
Congnienzwurzeln 


med.  2?.*) 


p 

13 

tr 
1 

—     1 

—     3 

tr 

5 

—     6 

—     2 

31 

+     4 

—   11 

—  14 

—     9 

73 

+  31 

+  13 

—  21 

—  22 

127 

—  32 

+     5 

—  24 

+  52 

151 

—  27 

—   15 

—   17 

+  60 

163 

—   72 

+  10 

—  68 

—  32 

193 

+  52 

—   71 

—  37 

+  57 

211 

+  68 

—  103 

—  93 

—  82 

223 

—102 

+  66 

—  105 

—   81 

271 

—  67 

+  21 

+     8 

+  39 

307 

—  88 

+  39 

—  21 

+  71 

331 

+  40 

—  84 

+116 

—   71 

349 

+  81 

+110 

+  13 

+  146 

397 

—161 

+  77 

—111 

+196 

409 

+  124 

—  152 

+  99 

—  70 

439 

—  16 

—  102 

—165 

—155 

463 

+224 

+  165 

—  186 

—202 

P 

487 

tr 
1 

+202 

tr 
s 

+173 

+  82 

+  31 

499 

+151 

—182 

+  43 

—   11 

541 

—210 

—  40 

+170 

+  81 

547 

+  88 

+221 

—261 

—  47 

577 

—  159 

—  17 

—196 

—204 

601 

+     9 

—225 

+201 

+  16 

607 

—  92 

—  12 

—198 

+303 

673 

+  24 

—  87 

—  168 

+232 

739 

+  82 

—364 

—  54 

+337 

823 
853 
859 

877 

+376 
—337 

+268 
+133 

+407 
+266 
—369 
—205 

—232 

+367 
+109 
—389 

+273 
—295 
—      7 
—415 

883 

+176 

—327 

—   10 

+162 

991 

+242 

—402 

—475 

—355 

997 

—261 

—155 

—149 

—431 

p 

13 
31 
73 


tr. 


—  1+  p"  Sp^ 
+  4—  5/?+  bp^ 
+31+36j:>— 34p^ 


Congruenzwurzeln  med.  |>',  z.  B. 


tr. 


tr. 


X. 


—  3+  bp—  bp^     —  6—  6;?—  p^     —  2+  p—  4p' 

—  11+    p—lOp^     — i44.i4p+3;>'     —  9—9/?+  2p^ 
+  13— 17p+17p'     — 21  — 13p+2/)^     — 22— 6p+löp* 


tr. 


4—  6p—  5p' 

7+  4p—  bp^ 

29— 20p+172>' 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche /(oTj)  haben  folgende  Primzahlen  p,    dieselben,  welche  auch  für  X  =  23  wirkliche 

Primfactoren  hatten, 


P                /(tr,) 
211     5— 2tr^ 
223     3—  tr,+  tTj 
271     3— 2trj+  üTj 

P               /(tr,) 
307     3+  trj+2trj 
463     7— 3trj—  w^ 
607     l+2try 

P               /(tr,) 
853     3—  trj+2try 
877     5— 2trj+  tr^ 
883     3+  trj+2tr^ 

P               /(tTj) 
991     9— 2tJTj—  tr 
977     6+  tTj—  or 

Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren,  welche  in  3ter  Potenz  wirklich  sind,  z.  B. 

P                   /"(tr,) 
13     5+2trj— trj+ 

1         P                 f{ 
SiTy           1         31     11— tr^H 

V  ) 
r4trj+4trj 

P 
73     41 

/'(t^i) 
— 6tr^— 3aTj — lötr^ 

•)     Hier  ist  w,    völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  tr  tr      ^  6c«**  oder 
tr.c«.'      ^  tr      (mod.  p),  auch  ist  es  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 


1"  "  t 

tTj  +  tTj    ^    —  tF 


tü^tr. 


^=  —  5  +  tr 


und 


w. 


tr.  ^  —  Oü 


46 


tr  tr_ 

IT 


6ctf"  (mod.  p). 
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n  =  69 

IV.    p  zum  Exponenten  22  gehörig, 
zweiundzwanziggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  1.    2>  =  69m  —  4  ,  +  5  ,  +  11 ,  —  13  ,  +  14  ,  —  16  ,  +  17  ,  -4-  20  ,  —  25  ,  —  31  ; 


o  die  primitiven  qt,  deren  Gleichung: 


w'--a7--17  ==  0 


»I 


w    =  w»  4- ««"  +  w"  +  "^''  +  w"  +  a;"  +  CO*«  4-  o^'  +  üü*^  +  u,"  4-  o,"  4-  u,*'  +  u,»  4-  u," 

+  0,»«  +  c«*«  4-  w*^  4-  w"  4-  w"  4-  u,"  +  u^''^  +  u,"  ; 


chtprimitive  kommen  nicht  in  Betracht,  da 


w,  =  —  1  , 

aT„  -  -11. 

Congnienzwurzeln  med.  p.*) 

^1 

3 

-  1 

P 
281 

1       3 

81  —  80 

P          tTj      OTj 

503   75  —  74 

P 
743 

CT 

91 

^2 

—  90 

3 

—  2 

293 

39  —  38 

521   89  —  88 

773 

333 

—332 

1 

0 

359 

74  —  73 

557   92  —  91 

797 

352 

-351 

31 

—30 

383 

113  —112 

563  170  —169 

839 

120 

—  119 

22 

—21 

389 

77  —  76 

569   54  —  53 

881 

67 

—  66 

24 

—23 

401 

162  —161 

617  103  —102 

941 

280 

—279 

36 

-35 

419 

85  —  84 

641  146  —145 

953 

221 

—220 

51 

—50 

431 

173  —172 

659  301  —300 

971 

150 

—  149 

80 

—79 

467 

49  —  48 

677  246  —245 

977 

437 

—436 

59 

—58 

479 

177  —176 

701  214  —213 

983 

122 

—  121 

62 

—61 

5 
1 
7 
3 
9 
7 
3 
9 
1 


7-4-207 
24-  W 

7-4-3aT 

164-507 

11-4-4W 

54-307 

H-3oT 

13+507 


/(oTj),  Primfactoren 

P  /(tr,) 

227       5+  4a7j 

251       34-  4a7j 

281  374-11^3 

293  204-  707^ 
359       64-  5trj 

383  18+  7a7j 
389  4+  öoFj 
401       3+  öoTj 


der  Primzahlen  p. 
P         A^,) 

419  1+  507 
431       2—  5oT 

467  26+  9w 

479  21+  8o7 

503  15+  7t 
521  7+  607 
557       5+  6w 

563  42+130' 


p- 

m^^)  =  ■ 

"P- 

p 

A^^) 

P 

/(tr,) 

569 

29+lOorj 

797 

20+  9trj 

617 

1—  607j 

839 

1—  7w^ 

641 

27+  9Wj 

881 

43+14aTj 

659 

41+13trj 

941 

23+10o7j 

677 

45+14o7j 

953 

55+17Wj 

701 

27+lOoTj 

971 

67+20o7j 

743 

15+  8orj 

977 

16+  9o7j 

773 

5+  7Wj 

983 

7+  Sw^ 

•)     Hier  ist  o? ,   >  0  und  <  ^p  gewählt. 


i 
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«  =  69 
IV,  2.     p  =  69m  +  2  ,  —  7  ,  +  8  ,  —  10  ,  —  19  ,  —  22  ,  +  26  ,  —  28  ,  +  29  ,  +  32  ,  —  34  , 

tr,  =  w'-  +  w''-  4-  oü*'-  +  u;*"  +  Dt-"'-  +  o;"'-  +  w"*'^  +  w""'-  +  ct"''^'-  4-  w"'  +  w""''  +  («/-"'■ 
+  c.,"-  4-  c--"^  4-  c"^  4-  c«-^^  4-  0.-"'*  H-  et- -"^  4-  a"^  4-  («"'  4-  «""'  4-  «-"" 

eifgliedrige  Per.    der    23ten  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen 
Primzahlen  p: 

2,  29,  41,  47,  59,  71,  101,  131,  167,  173,  179,  197,  233,  239,  257,  269, 
317,  347,  353,  443,  449,  461,  491,  509,  587,  593,  599,  647.  653,  683,  719,  761, 
809,     821,     857,     863,     887,     929,     947, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  zum  Exponenten  11  gehörigen  Primzahlen  p 
bei  X  =  23,  IV. 


IV,  3.     J3  =  69/11  —  2  ,  4-  7  ,  —  8  ,  4-  10  ,  4-  19  ,  4-  22  ,  —  26  ,  4-  28  ,  —  29  ,  —  32  ,  4-  34  , 

tr,  =  w'"  4- 1«-"'  4-  uj*'  4-  ct.-""  4-  w"'^  4-  w""'"  4-  oü"*'^  4-  u'"''  4-  w"*^"  4-  w""'"  4-  w"'' 
4-  e^"'-  +  u,»-  4-  «;"^  4-  ot"'"  +  u,""  +  o;-'*"  +  w"''  4-  o;"^  4-  üc'''^  4-  u,""''  +  c«"'  =  -£«*•^ 

dritte  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p 

7,  19,  37,  43,  61,  67,  79,  97,  103,  109,  157,  181,  199,  229,  241,  283, 
313,  337,  367,  373,  379,  421,  457,  523,  571,  613,  619,  631,  643,  661,  709,  727, 
733,     751,     757,     769,     787,     907,     919,     937, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  3//i  4- 1  (vgl.  X  =  3,  I.). 


f 
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w=  75 


I.    ^  =  75m  +  1 : 


151,     601,     751; 


■40  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


w*"  -  w" 


as  ,.30  ^^     .15  .   5  _i     1  A  . 


■wodurch,  oder  durch  die  Gleichung  w^  +  w'^  +  i  =  0,  von  den  nichtprimitiven 
die  25ten,  nicht  aber  die  löten  Eiuheitswurzeln  sich  eliminiren  lassen,  während 
die  Gleichung  w^®  +  w"  +  w'^  4-  w^*  -f- 1  =  0  nur  dazu  dient,  überhaupt  eine  Wurzel 
durch  4  andere  auszudrücken. 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig; 
20  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  i.    p  =  Ihm  —  1 ; 


w''  +  Oü"'', 


tr 


i«'*  =  «^*4-i  +  ^k-i      i^K)  =  1 ; 


nichtprimitiv:   tr^^  =  w''"4- w'*",  die  zweigliedrigen  Perioden  der  25ten,  ebenso 

"*'■  die  der  löten  (Iter  Art),  und  w^^^  die  der  öten  Einheitswurzeln, 


U) 


TB         =    Oü*'' 

während  w^^^  =  —  i . 


Congruenzwurzeln  mod.  2?.*) 


V 
149 

«^1 
—  19 

+  61 

tr 
4 

—     6 

«^7 
+     ö 

^8 

+  34 

tr 
11 

+  67 

tr 
—  30 

tr 

14 

+  23 

tr 

16 

—  38 

tr 

17 

—  63 

449 

+167 

+  49 

+154 

—     4 

—  83 

—  101 

—  72 

+  14 

+152 

+  75 

599 

+299 

+148 

— 2G1 

+  16 

—  167 

—  209 

—151 

+254 

—266 

+109 

P 
149 

BT 

—     9 

+  17 

+  14 

+     4 

tr 

38 

—  69 

tr 
a9 

+  45 

tu 

81 
—    11 

tr 
—  48 

tp 
34 

—  56 

tr 
^37 

—  70 

449 

—  82 

—  128 

—221 

—206 

+194 

—  102 

+218 

+203 

—214 

—  13 

599 

—  65 

—  48 

+169 

+  37 

—  178 

—  193 

—  94 

+  72 

—101 

+  30 

*)     Hier  ist  tTj  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme  (mod.  p.): 
tr   +  tr      ^  —  ^     >         ^  ^      ^  —  1  +  tu        und  eines  zweiten  von  5  Congruenzen,  deren  erste 
tr+tr     +tr+tr     +w      ^0.     I^ie    Congruenzwurzeln    für    die  tr,^    stehen    in  X  =  25,  II., 


so  dass  was  hier 


tr.tr.tF.x     ,tr     ,tr     .tr     .tr     .tr     .txr        ist,  dort  resp. 
**3»    '^e'       9»        13»       18»       31»       34»       37»       33'       36        '  ^ 


%» 


*?i  » 


r,, 


r,, 


^8» 


»7.» 


r,  , 


*?.  . 


'6» 


heisst. 
41 
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n  =  75 
/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(w^) 


/(«T,) 


149       1  —  tr,  4-  tr 


26 


449       1  +  tTg  — 


tr 


19 


P 

599 


tr.  — 


-p. 

^4   +^« 


^u  -*-  ''t« 


II,  2.     ^  =  75/w  —  26  ; 

tr^  =  üü''  +  w"'*'',     also  die  primitiven  tr,  woftir  n(tr^)  =  l, 


r 
8 


tr„   =  w*  -f-  üy^^  , 


Xj  =  w    -4-  w     , 


07 


19 


=  a,"  +  «,"  , 


tr      =  M 

2J 


22 


bu 


28 


tir,g    =    üü"  -4-  UJ^'^  , 


"^4 

— 

w*  + «" , 

= 

«'  +  <»" , 

«'iJ 

=s: 

(«"  +  <«", 

w 
1« 

= 

»"  4-  u," , 

tr 

^26 

: 

c«'*  +  <«"  , 

«'29 

^ 

0,"  +  »"  , 

41 

^"  +  <«" , 

^44 

— 

<«"  +  «.'*  , 

tr 

^58 

— 

u.»  +  0."  , 

^61 

— 

cu"  +  u."  ; 

nichtprimitiv:    tr,^    und    w^^^   wie    II,  i,   tr^^  =  w*'"  +  w''®' ,   die    zweigliedrigen 
Perioden  2ter  Art  der  löten,  w^^^  =  2u;'*'',  die  3ten  Einheitswurzeln; 

typische  Relationen: 


tüj  =  2'jü 

^^  +  0.^, 

tr  tr 

12 

=  tr,4- 

^24» 

tr  tr    =~ 

14 

<+«^4T« 

tu 

IT                 8 

-f-tF^,, 

tr  tu 
1^11 

-    ^12  + 

^15» 

tu  tV         =s 
1     26 

2  4-«T„ 

• 

9 

w 

l^J             ^2 

-4-tr^, 

tr  tr 

1*6 

-  tr,4- 

tr„, 

tr  tr      = 

1     24 

2u;"4- 

w     z 

w 

w    —  tr 

+  ^21' 

w  w 

—  tr     4- 
11  ^ 

•  tr     : 

41  ' 

tr  tr      = 

1      15 

«^16  +  «^61 ; 

tr^t 

xr      =  2tr 

26' 

tr  w 

1     50 

=  2uj     . 

24 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P'*) 

P 

^1 

tr 

2 

tr 

4 

^T 

«^8 

tr 
11 

^13 

^16 

w 

19 

199 

4-  20 

—  34 

—  23 

4-  44 

—  81 

—  67 

4-  80 

4-     9 

—  72 

—   73 

349 

4-  45 

4-  36 

4-146 

—  34 

4-132 

—135 

4-155 

—129 

4-     5 

—  26 

499 

+158 

—205 

—  169 

—  50 

—  101 

—214 

4-  15 

—  57 

4-  48 

4-109 

P 

^2« 

tr 

29 

^32 

tr 

3« 

tr 

41 

tr 

44 

^4r 

w 

52 

«^58 

w 
«1 

199 

4-  19 

4-  73 

4-  68 

—     3 

4-  32 

—  57 

4-  50 

4-  68 

—  29 

-4-  62 

349 

4-  49 

—159 

—     6 

4-130 

4-162 

4-  83 

4-  57 

—  145 

4-  50 

—  67 

499 

4-     6 

—  38 

4-  36 

4-  89 

4-  61 

4-185 

4-181 

—242 

4-168 

-4-  20 

*)     Hier    ist    w^    völlig    bestimmt    durch    die    lineare   Congraenz  oj^w*®  ^  ocTj^   (mod.  jj), 

sowie  als  gemeinschaftliche  Wurzel   zweier  Congruenzensysteme :     tr    4-  tr^  ^  —  w     , 

tjj  tr      ^  2  4-  tr      (mod.  p.)  und  eines  zweiten  von  5  Congruenzen,  deren  erste 
tTj  4-  tr^  4-  tr^g  4-  tr^g  4-  oPgi  ^  0  (mod.  p.) 
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M  =  75 

Normen     complexer  Zahlen  in  4f 

A>3  +  «^4)  =  iV(a7^j  4-  tr^,)  =   199%  A'(l  +  w^  -hw^^)  =  349'  , 

A^(l  —  tr^j -f- tr^g)  =  5.499. 


II,  3.     p  =  75/n4-26,         tr^  =  ül-'' -f- ül^«»"  =  —  w*^^ 

25  te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

101,      251,     401,     701, 

auch  in  Beziehung  auf  75 te  Einheitswurzeln  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen 
p  =  25m  4. 1  (>.  =  25,  I). 


III.    2^  2^^^^  Exponenten  4  gehörig. 
10  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  l,     p  =  Ihm  4-  7  ,  —  32  ; 
tr^  =  a'''  + w^''4-ct"'®''-f- ""'',    also  die  primitiven  tr,  wofür  ir(tr^)  =  l, 

tTj  =  OL,  4-  ou^  4-  o,.*9  4-  oü*3 ,         QT^  =  OL-S  4-  u'^*  4-  w"  4-  w^^ , 

tr^  =:  0.*  4-  u;'''  4-  c-^'  4-  £./"  ,        or,  =  c^*  4-  t«"  4-  c-"  4-  c**  , 

tp,,  =  u;"  4-  o;"  4-  0."  4-  c'*  ,      m  ,  =  üu"  4-  o."  4-  w"  4-  u;"  , 

19  19 

2G  ,    32  ,    74  ,    68  'i9     ,    53  ,    71  •    47 

tTjg  =  w   4-  c.=   4-  J'-'   4-  ««^  ,       ^29  =  ^   4-  oü'  4-  oy'^  4-  f^'  , 

38  I    41  ,    63  ,    59  52  ,    64  ■    73  .    Cl 

^38  ^  ^     ■*"  ^  "^  ^'  "*"  ^■'  >      ^52  ~  et!  4-0,'  •4-c«;'^4-£'.'  ; 

nichtprimitiv:    oFj^  =  a.*'' 4- tf.'*^'"4- £^"''4- ül**'*,    die   vicrgliedrigen   Perioden   der 
25ten,  tr^^  =  —  w*°'*  =  —  {-tr^^^,  die  3ten  Einheitswurzeln,  cr^^^  =  —  1 ; 

typische  Relationen: 

W\    =    4ttJ*°  4-  tTj  4-  23T^  ,  OTjtTj^    =    —  1  —  tTg  —  OTj.  , 


00 


tr     =  —  üü"'    4-  CT    4-  2aT     .  a7tr=— -14-tr4-  27t 


) 


op  o'       =  —  c«;      —  or      —  er     .  er  tr       =  4  4-  2Qr    4-  or     : 

1      13  26  39'  1      26  ^^^"""e^^       27' 

tr^Wj  =  —  to.''*  4-  207^  4-  tTjg ,  «T^tTg  =  —  to."  —  tr^  —  x^  , 


tr. 


25 


CT      ^  4:«     4-  2tr     4-  tr     :  tr  tr      =  4tr      =  —  4x  tr 

1^*18  "'        ^^  19  ^^       53  '  1      25  26  -r Ji  jW. 


I'^IO» 


tr  5r       ^=  4tr       =   —  43r  tr    . 

1      30  34  15 


4r 
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n=  75 
Congruenzwurzeln  mod.  j?.*) 


p 

7 

w 
1 

—  1 

^3 

4-  1 

«^4 

4-  2 

«'s 
—  1 

w 
11 

—  1 

4-  3 

tr 
—  2 

tr 

J9 

—  3 

w 
—     2 

tr 

i9 

—  3 

43 

—  15 

4-  6 

—  18 

4-  16 

4-  15 

4-  17 

4 

4-  21 

4-  4 

-^   1 

157 

4-  69 

4-  43 

4-  78 

—  20 

4-  48 

4-  74 

4-  45 

—  72 

4-  4 

4-  46 

193 

4-  54 

—  23 

4-  9 

4-  47 

4-  44 

4-  88 

-f-  42 

4-  7 

—  73 

—  2 

307 

4-  29 

—  82 

4-126 

—  33 

—  42 

4-  53 

4-  92 

—119 

4-142 

4-141 

457 

—127 

—  102 

—228 

—  71 

4-  23 

—  83 

4-  18 

—162 

—140 

—  42 

607 

—241 

4-281 

—  144 

4-186 

—  19 

4-209 

—229 

4-110 

4-259 

-f-195 

643 

4-248 

4-250 

4-275 

4-119 

4-216 

4-  37 

4-172 

—193 

4-295 

—133 

757 

4-276 

—217 

—  52 

4-  24 

—329 

4-  85 

—  118 

4-110 

4-201 

4-  20 

907 

4-159 

—211 

—389 

—  89 

—  81 

—201 

4-287 

4-279 

—266 

—395 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Wirklich  ist  nur  der  Primfactor  von  jp  =  607 ,   ß^w^)  =  i  4- Wj  4- Wj,  4- tr^g 


Normen  complexer  Zahlen  in  w . 

N(l  4-  tri)  =  7'  ,  N(l  4-  OT^  4-  tr„)  =  7*  , 

N{1  -  w,^)  =  N(w^^  4-  u)")  =»  N(w^  4-  ci;")  =  7  .  43  ,                    N(w^  4-  tr^,)  =  43*  , 

N(l  4-  tü^  4-  w^^)  =  7?43  ,  N(w^^  -  tr„)  =  7?  157  , 

N(w^  -  tü„  4-  tr„)  =  7?193  ,  iV(l  -  w^^  4-  tr^,)  =  7  .  307  , 

N(l  —  2tp^)  =  7?457  ,  iV(l  —  tTj,  —  tp,g  4-  tTj,)  =  7  .  643  , 

N(l  4-  tTg  4-  a:,3  -  ^^^)  =  5  .  757  ,  iV(l  —  2tp,  —  tr^  -  tr^,)  ==  7  .  907  . 


— w 


*)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  w  m^^  ^w      (mod.  p),    sowie 
als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme  mod.  p:  w   4-  tu 

207   4- txr      und  eines  zweiten  von  5  Congruenzen,  deren  erste: 

4-  tr, 


la 


m  tr      ^=  4 


07,  4- tr,  4- -13 


*7n» 


V,  , 


>7. 


4- w      ^=  0 • 

19     "^       4J 


Was  hier  w. ,    tr, ,    tr 


8  » 


6»      ""9» 


w 


18 


07      ist  in  X  =  25,  HI. 


*7.  > 
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tr^  ss=  w*"  4-  w"  '"  +  w 


w  =  75 
III,  2.     JL)  =  75  w  —  7  ,  -f-  32  ; 
""'"^w"'^,    also  die  primitiven  tt,  wofiir  n(tr^)  ==  199, 


tr^  ==  üu*  -+-  w*^  +  üü"  4-  w"  , 


tr^  =  0,'-*  4-  w"  4-  u,'"  4-  w**  , 
tTy  =  w'  4-  ciü"  4-  w*'  4-  w^* , 


.19 


17 


tr-==u;4-w     4-w     4-w 


31 


tr 


11 


73 


.14 


.53 


W 


.13 


59 


37 


=  0;      4-w      4-1«      + 

13 


ÜÜ 


41 


tTjj  =  üj"  4-  w^^  4-  w"  +  oü"  , 


j^  =  u;"*4- W4- w     4- w 

16     ,         38     1        34     ,         63 

tTjg   =      w      4- iw      4- w      4- w 
tr^^  =  w**  4-  üu"  +  w"  +  oü*'  ; 


nichtprimitiv:   w^^  wie  III,  i,  tr^^  =  w*'"  +  w^^'"  4- w*®' 4- w*^'' ,  die  viergliedrigen 
Perioden  der  löten  Einheitswurzeln,  w^^^  =  —  i,    tr^j^  t=  —  2  ; 

typische  Relationen: 


tr' 
1 

=  -^ 

2  4-  tr.^  4-  2trg  , 

(T^i 

^3  -  ' 

=^3  +  ^5  +  ^16  +  ' 

=^18» 

tr^tP, 

,  —  4. 

-w^+w 

37 » 

tu  oc 

'11  =  ■ 

-14-tr^ 

+  ^j-h 

«^9; 

tr^tü, 

i 

w    4-  tr     +  tr     • 

*8    ^^      11  ^^       35  ' 

^1^6    =    2^7+^lC 

►  +  ^35' 

tr  tr 

19 

1  -  «^3 

4-trj4- 

tr     4-  tj? 

13  ^^       44 

,             tP^tU 

18 

-2-trg 

+  «^115 

tr  tr 

15 

.  -  ^3 

4-trg4- 

w     4-  tr 

11  ^^       13 

,         tr^tr 

—  w   4-  tr 

35                 1  ^^       33 

■4-tr„4- 

^44- 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P.*) 

107 

W 
1 

4-  32 

«^3 
—  41 

^4 

4-  51 

^7 

4-  48 

TT 
8 

—    19 

tr 
11 

—  45 

tr 

18 

—  44 

tr 

16 

—  23 

w 

33 

—  33 

tr 
44 

—  33 

257 

—  47 

—  50 

—  39 

—105 

—  66 

4-  28 

—  59 

—  55 

+  44 

+  92 

293 

4-  86 

—  56 

4-  68 

4-     9 

4-128 

—  46 

—  137 

4-  67 

—  73 

—  37 

443 

—  159 

4-  39 

4-     6 

—  106 

—  49 

4-170 

4-186 

4-163 

—  81 

169 

557 

—222 

—154 

—   70 

—  76 

—150 

—216 

—236 

4-  39 

+  33 

—  62 

593 

—  70 

4-     5 

—207 

4-156 

—266 

—128 

—  62 

—  55 

+141 

—107 

743 

—  35 

4-189 

4-147 

—363 

4-  11 

—  35 

4-356 

—312 

—171 

+213 

857 

—     2 

4-306 

4-364 

—265 

4-     6 

4-195 

+315 

+183 

—399 

+144 

*)     Hier  ist  tr^   die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems 

tTj  +  tüy  ^  —  tTjg  ,  tPjtTy  ^  4  —  tTg  +  tTjy     (mod.  p.) 

Qnd  eines  zweiten  von  5  Congruenzen,  deren  erste 

^,  +  tr.,  +  tr^  +  tr.  +  tr,.  ^  0     (mod.  />.) 
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n  =  75 
Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(l  4-  tr^  -+-  OTg  4-  tr„)  =  N(l  4-  tr,  +  tr^,  4-  tr^g)  =  6  .  107  , 
N{w^  —  tTjj)  =  5  .  743  ,  N{2  4-  tTj)  =  5  .  857  , 

iSVjj  -  «T^^)  =  125  .  107  ,  N(w^  -  tr,  -  tr^^  4-  aT„)  =  125  .  557  , 

A'(l  —  tr^  4-  tr^g)  =  293  .  107  ,  N(w^  4-  2Wj)  =  243  .  257  , 

AV4  4-  tTjß  4-  tr^^)  =  32  .  443  ,  A^(l  —  ar^  —  tr^  4-  tr^  4-  w„)  =  107  .  593  ; 

JV(1  4-  tr)  =  151  ,  N{1  —  w)  =  349  ,  N{w)  =  199  . 


IV.    2^  2uin  Exponenten  5  gehörig: 

p  =  75wi  —  14  ,  4-  16  ,  —  29  ,  4-  31 ; 

8  fünfgliedrige  Perioden: 

w^  =  w'-4.w-i*'-4-u;-"'*4-w"''4-w"''  =  0, 

ocTj^  =  0,    (Tj^  =  5c«;*'',    15te  Einheitswurzehi,   daher  haben   die  hierher  gehörigen 
Primzahlen  p: 

31,     61,     181,     211,     241,     271,     331,     421,     541,     631,     661,     691,     811,     991 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  157«  4- 1    (vgl.  n  =  15,  I.). 


V.    p  zum  Exponenten  10  gehörig: 
4  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     p  =  75m  4-  14  ,  —  16  ,  4-  29  —  31  ; 

aT^  =  w4-fy       4-w  -j-  w         4-tr       4-w      4-ö(."  4-£*'       -f-  vo       4-^  =0, 

tTj^  =  0,       Wj^  =  5((ü*'*4- w"*0>    zweigliedrige  Perioden  erster  Art  der  15ten  Ein- 
heitswurzeln; daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

29,       59,       89,     179,     239,     269,     359,     389,     419,     479,     509,     569,     659,     719, 
809,     839,     929 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I5m  —  i  (vgl.  n  =  15,  H,  i). 
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n=  75 
V,  2.     ;>  =  Ib^fn  4-  4  ,  —  11 ,  4-  19  ,  4-  34  ; 

txr^  =w-t-öü-+-w       -h&y  4-w       -t-w  4-w  4-w       -t-w  -+-w        =0, 

«Tj^  =  0,    «Tj^  =  ö(w*'' 4- w'^O >    zweigliedrige   Perioden    2ter  Art    der   löten  Ein- 
heitswurzeln, daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

19,     79,     109,     139,     229,     379,     40Ö,     439,     619     709,     739,     769,     829,     869,     919 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  ibm  4-  4  (vgl.  n  ==  15,  11,  2). 


V,  3.     jj  =  Ibni  —  4  ,  4-  11 ,  —  19  ,  —  34  ; 

tr^  =  oü4-w       4-w       -j-  üj       -j-  Ui       4-w       4-w         4-w         4-w         4-w 

=  —  (w^  4-  w"  4-  tt'"  4-  w"  4-  w")  =  0  , 

tp,^  =  2(u;*'-  4-  «"^  4-  w"''  4-  w**'  4-  w'"")  =  0 ,     tr^^  =  -  5w" ,     5  te  Einheitswurzeln, 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

11,       41,       71,     131,     191,     281,     311,     431,     461,     491,     521,     641,     761,     821,     881, 
911,     941,     971, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  j?  =  5m  4-  i  (vgl.  X  =  5,  I). 


VI.    p  zum  Exponenten  20  gehörig, 
2  zwanziggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  5  Fällen: 

VI,  1.     ^  =  7bm  4-  2  ,  4-  8  ,  —  13  ,  4-  17  ,  —  22  ,  4-  23  ,  —  28  ,  —  37  , 
w^  -  w'-  4-  c«""  4-  oü*"  4-  u,»'  4-  u;"^  4-  w"'"  4-  u;-"''  4-  w""'  4-  w"'"  4-  u;-"'  4-  W«'"  4-  w"'" 

4-  0,-"'-  4-  w""  4-  w»*^  4-  W'-  4-  c«-'*''  4-  c«-'«''  4-  t«"'-  4-  ^-"''  =  0 , 

tüj^  =  0 ,  tüj^  =  5(u;*'  4-  00^^''  4-  ciü*®''4-  w*^0 ,      viergliedrige  Perioden  der  löten 

Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

17,  23,  47,  53,  83,  113,  137,  167,  173.  197,  227,  233,  263,  347,  353, 
383,  467,  503,  563,  587,  617,  647,  653,  677,  683,  773,  797,  827,  863,  887, 
947,     977,     983, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponenten  4  gehörigen  Prim- 
zahlen für  n  =  15 . 
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n  =  75 

VI.  2.     p  ^  75m  —  2  ,  —  8  ,  -f-  13  ,  —  17  ,  4-  22  ,  —  23  ,  -h  28  ,  -f-  37  ; 

tr^  =  0,     w^r  =  0,     Wj^  =  5(w"' -4- w"'' -f- («"'■ -4- üü^O  ==  —  öw"'', 

3te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  jo: 

13,  37,  67,  73,  97,  103,  127,  163,  223,  277,  283,  313,  337,  867,  873,  397, 
433,  463,  487,  523,  547,  577,  613,  673,  727,  733,  787,  823,  853,  877,  937,  967, 
983,     997, 

auch  in  Beziehung   auf  75  te  Einheitswurzehi  keine  anderen  Primfactoren  als  die 
p  =  Zm-hl  (X.  =  3,  I). 


71  =  77 
I.     jp  =  77m  +  1 : 

463,     617. 

60  pfimitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

^^0  _  ^59  ^  ^S3  __  ^5S  ^  ^49  _  ^48  ^  ^46  _  ^45  ^  ^4,  _  ^41  ^  ^,9  _  ^.7  ^  ^S»  _  ^,4 

wodurch  sich  die  nichtprimitiven,   d.h.  die  Uten  und  7ten  Einheitswurzeln,  eli- 
miniren  lassen,  oder  durch  die  beiden: 

oü««  4-  w"  4-  w**  4-  w"  4-  w"  4-  üü"  4- 1  =  o 
und  oü^®  4-  «t'"  4-  tt"  4-  w*'  4-  . . .  4-  w"  +  üü^  4- 1  =  0  . 
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n  =  77 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
30  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  l,     p  =  lim  —  1  :        307,     461,     769 ; 
^r  =  w*"  +  w-»^ ,  tr^w^  =  trjt_^  +  otj^^j  ,         n(tr^)  =  1  ; 

niehtprimitiv:    tr^^  =  w^'"-!- w"^'",    die    zweigliedrigen  Perioden   der   Uten   und 

""''  desgleichen  der  7ten  Einheitswurzeln. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.  z.  B.*) 


tr„^  =  w"'"  4-  (^ 


tr. 


07. 


tr. 


tr. 


w. 


ÖC^. 


a^- 


OF. 


tr 


13 


•  1  8  3  4  5  6  8  9  "^  10 

307       4-94       —  69       —133       —153       —127       —119       4-75       —     4       —144       4-  37 
461       4-4       4-14       4-  52       4-194       —198       —  64       —168       —153       4-17       —  55 


P 
307 

461 


w 
4-125 
20 


TT 
li 

—     5 


tr 

16 

4-  97 


tr 

IT 

—   87 


4-  59       4-101       —116 


tr 

18 

4-  14 
—  104 


^19 

—132 


tr 
jo 

—  142 


tr 

93 
—    61 


4-161       —174       —173 


w 

34 

4-139 
—204 


w 

34 

—  74 

—182 


P 
307 
461 


36 

—  34 


37 

—  52 


39 

—  22 


—  63       —  70       4-124 


w 

30 

4-  23 
—209 


OF 


31 

35 


tr 

33 

—  110 


w 

34 

—  108 


36 
—  113 


—  38       4-57       4-85       4-211 


tr 


37 
100 


w 

38 

—  77 


152       4-103 


/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p;     ^VX^i)  =  —p» 

Für  p  =  307     ist  ^tTj)  =  1  —  tTg  4-  tFjj ,        p  =  461,    /(tTj)  =  1  4-  oTj^  4-  or^^  . 


*)     Hier  ist  tFj   die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftliehen  Wurzeln  zweier  Systeme, 
des  einen  von  6,  des  anderen  von  10  Congruenzen,  deren  erste: 

tr   4-  tr     4-tr     4-tr     4-tr     4-tr      =  —  tr 


31 


ti74-tr4-tr4-tr     4-tr     4-tr     -^tr     4-tr     -4-tr     -4-tr      ^=  —  tr        (mod,  p.) 
X>ie   Congruenzwurzeln   für   tr^^  gibt  X  =  11,  II,  wo  »i^ ,  i^,,  ij,,  »ij,  ifj^  heisst,  was  hier  resp.  tPy, 
14»  ^3  8»  ^8  1»  ^3  5  und  X  =  7,  II,  wo  »]o,  »Ji  ,  »Ja  ,  was  hier  tr^,  tr,,,  tr,,. 

42 
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n  =  77 


II,  2.     p  ^  lim  4-  34 :    419,     727 


tr^  =  ciü'"  4-  w**   > 
nichtprimitiv:  w^^ 


-^  = 


P 
419 


tu. 


2(b''",  Ute  Einheitswurzeln,  w^j, 
Congraenzwurzeln  mod.  ;>•) 


W  W 


2w. 


Sir> 

w"'^  4-  w-"''  wie  II,  1. 


w. 


w. 


tar  p  =  419. 


tr. 


1  8  "~8  "^4 

4-140       4-77       4-54       —141 


tu. 


tr. 


tu. 


66       4-144       —  89 


w. 


tr. 


9  "10 

—  28       —172 


w 

19 

+  24 


419 

tr 
11 

4-100 

w 

15 

—120 

^17 

—166 

^18 

4-  61 

tr 

19 

—  123 

tr 

90 

4-116 

w 

14 

—  92 

«^9S 

-f-159 

«^97 

4-  34 

w 
1» 

+  43 

419 

tr 
»1 

—  157 

U7 

—  168 

4-  19 

tu 

40 

4-163 

tr 

4» 

+  23 

tr 

44 

—  45 

«^4  7 

4-  55 

tr 
—136 

—  20 

w 

61 

—107 

Normen  complexer  Zahlen  in  qt. 

N{1  —  oü"  —  tr^g)  =  7  .  419'  ,  JV(1  -f-  tr)  =  8009  ,  N(l  —  tr)  =  6733  . 


n,  3.     p  =  77m  —  34 :     43,     197,     659,     967. 
Wy  =  w''  4-  w"**'' , 


8   _   o,-A*r 


tr^  =  'jm 


w 


9r 


n(tr^)  =  1 ,         ^r^i^r  =  2tr,j^  ; 


nichtprimitiv:  w^^^  =  2»"'',  7te  Wurzeln,  tr 


7»* 


=    C«'^ 


4- w"  '^wie  n,  1. 


*)     Hier  ist  w^    völlig  bestimmt  darch  die  lineare  Congraenz  tVjw'i  =  or,,  (mod.  p),  zu- 
gleich diejenige  Wurzel  des  Congraenzemtystems 

oTj  4-  tTj,  4-  tü^j  s  —  w"  ,         w^w^^  4-  a^„a^4j  4-  vj^^w^  =  —  2w"  ,         »^»„»45  ^  »**  , 
"welche  auch  der  Congnienz 

tv   4-  tXT   4-  w     4-  w     4-  tF     4*  w     4-tF4-tF     4'tZT     4-tr      ^=  —  w        (mod.  0) 

1     "^       8  ^^  *^15  ^^       99     "^      36  ^^       48  ^^  *6  ^^       18  ^^       20  ^^       27  99       ^  ^* 

genfigt,  oder  einem  System  von  10  Congruenzen,  dessen  erste  diese  ist. 
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n=  77 
Congruenzwurzeln  mod.  p^) 

für  p  =  43. 

P  Wj  tr,  tr,  w^  Wj  tr^  w^  w^^  tt^,  w^, 

43         +17         +9         +9         4-11         4-8         4-2         —  7         4-15         —  7         4-14 

P  ^H  «^16  «^ir  ^19  ^2Z  ^J4  ^S5  '»'jS  «^10  ^3S 

43         —  2         —  4         —  1         4-13         4-13         4-17         4-17         4-16         —18         4-14 

p  w,^  »„  tüj,  tü^j  tr^^  tr^j  Wj^  Wj,  tF„  tr^j 

43         —18         4-  1         —11         4-15         4-13         —  8         —16         —18         4-21         4-15 

Normen  complexer  Zahlen  in  Jr. 

N{1  4-  tr^y)  =  43  .  617  ,  N{i  —  w^^)  =  43  .  463   (vgl.   I). 


IIL    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 

p  =  77m  —  10 ,  4-  23 ,    nämlich: 
23,     67,     331,     683,     947,     991. 

20  dreigliedrige  Perioden: 

w^  =  w»- 4- »-*•'•  4- w"^ 
also  die  primitiven  w,  wofilr  n(tr^)  =  2**, 

tr^  =  oü  4-  oy*'  4-  oü*-*'  ,  07^  =  oü'  4-  u;"  4.  a,*«  ,  tr^  =  w'  4-  o;*^  4-  t«*'  , 

tr^  ==  w*  4-  w"  4-  w"  ,  tTj  =  w'  4-  oü*^  -t-  w'*  ,  tr^  =  w*  4-  w"  4-  »** , 

w^  =  »•  4- c«'*  4- c'^"  ,  tr^  =  o^»  4.  o;"  4.  c«"  ,  or^^  =  w^«  4- o;**  4- c«'' , 


tr„  =  a;"  4-  u;"  4-  uü''  ,  tr,,  =  «"  4-  w'*  4-  o^'*  ,  tr^^  =  c«,"  4-  u;"  4-  c««'  , 

tr^^  =  tt,"  4-  c"  4-  c^'  ,  tr^,  =  et-"  4-  c"  4-  r.^'  ,  tr,^  =  t«"  4-  u;"  4-  w''  , 

tr,j  =  o;"  4-  0)"  4-  o^'^  ,  tr^^  =  o^"  4-  o^^'*  4-  c'*  ,  tF,,  =  w"  4-  w"  4-  o;"  , 

w^^  =  o;**  4-  u;"  4-  o;^'  ,  tr,„  =  a;*°  4-  o;"  4-  ct"  ; 

nichtprimitiv:    w^^  =  3u;^'*,    Ute  Wurzeln,    or^j^  =  öl"'* 4- w'*'" -t- w**'" ,   dreiglie- 
drige Perioden  der  7ten  Wurzeln; 
Ton  Relationen: 

w\  =  —  w"4-trjj,         ^i^ii  =  2c«.",         TT^tTjj  =  3tr^j,         oTjOTj^  =  2,     u.  S.  W. 


*)     Hier  ist  tTj  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congmenz  tv,w''  ^  tv^j   (mod.  ;>),  sowie 
als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz     w^  4-  w'^ar*  —  4üüVw'  —  3&ü*.*w'  4-  3u;VaT  4-  w**  ^  0 

(mod.  p),  oder  eines  Systems  von  5  Congruenzen,  deren  erste  ar4.cEr4.tr     4-tr     4-aT      ^  — cu" 
(mod.  p),  und  eines  zweiten  von  6  Congruenzen,  deren  erste 

42» 
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«  =   77 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

(für  alle  obigen,  ansgenommen  331) 


p 

23 

«^1 
—  10 

+  6 

^1 
+  4 

^4 

4-  4 

«'s 

—   0 

«^6 

+  3 

«^8 
—  11 

«^9 

4-  2 

tr 

10 

4-  9 

^1. 
+  6 

67 

+  31 

—  4 

—  32 

—  29 

—  31 

4-  4 

—  21 

+  20 

+  26 

4-  21 

683 

41 

—251 

+  50 

—  164 

—234 

+200 

+  82 

—  181 

—  100 

—215 

947 

4-276 

+318 

—  170 

—225 

—  112 

+118 

—  78 

+116 

—199 

4-114 

991 

4-218 

—  1 

—  84 

+473 

+  92 

—355 

—118 

4-  46 

—100 

—268 

P 
23 

^18 

•4-  1 

^16 

—  7 

^18 

4-  3 

«-19 
+  2 

w 

20 

+  8 

^»5 

4-  1 

tr 
—  7 

tr 

12 

+  8 

tr 

♦  0 

—  11 

w 
so 

—  5 

67 

—  20 

—  33 

+  12 

+  29 

+  33 

+  7 

—  11 

+  32 

—  7 

—  26 

683 

+283 

—321 

+  27 

—253 

+117 

—  54 

—  177 

+  108 

—  25 

—216 

947 

+  49 

—321 

+379 

+256 

—405 

+  37 

+  10 

+216 

+383 

+186 

991 

+474 

—  134 

—  42 

+436 

—  2 

—  50 

—236 

+318 

+  88 

+237 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  sind  für  die  2  letzten  der  obigen  Primzahlen  p  gefunden: 
;?  =  947,      /(tr^)  =  (1  +  w' -  tu J  ;        ;?  =  991 ,      J[w^)  =  1+w^. 


Normen  complexer  Zahlen  in  tr. 

A^(l  _  oT^^)  =,  iV(a;"  -  tr,)  =  N(l  -  u;"  +  tr„)  =  23*  , 
N{w^  +  tü^)  =  N(w^^  +  tu,,)  =  67^  ,         N(l  -  07,,  +  w^^)  =  683  .  ? 
(1  vierzifirige  Zahl,  die  nicht  näher  ermittelt  worden  ist,  log  =  3 ,  1875). 


*)  Hier  ist  tv,    linear  durch  tüjw^i   =  w^^  (mod.  /)),    sowie  ab  gemeinschaftliche  Wnnel 
des  Systems 

tp,  +  tu,,  ^  —  üü"  ,  ^1^1,  ^  2üü''     (mod.  p) 

und  eines  zweiten  von  10  Congruenzen  bestimmt,  deren  erste: 

tu,  +  tp,  +  tü^  +  tTg  +  tu,  +  ti7,g  +  tü,g  +  tü,5  +  tüj,  +  tTj^  =  —  tp„     (med.  p). 


333 


W  =   77 

IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig. 

p  =  77m  —  6  ,  —  13  ,  4-  15  ,  +  36  . 

12  fOnfgliedrige  Perioden: 

tr^  =  w*"  4-  uj^^"  4-  w'*^''  4-  w"**  4-  w""'' ,     n(aT^)  =  3^ ;  nämlich : 


w^  =  w  4-  oy"  4-  w^*^  4-  Oü^*  4-  £w"  , 
OT^  ==  w'  4-  w"  4-  w'^  4-  £w**  4-  to'* , 
Wj  =  w*  4-  w*^  4-  w'°  4-  w^*  4-  w^^  , 
(Tg  =  w*  4-  w"  4-  w"  4-  w*'  4-  J«^"  , 
m  ,  =  w^'  4-  u;"  4-  w"  4-  >;''  4-  c«"  , 
tr=üy     4-w     4"J'y      4-'«     4-t«     » 


'J     ,         65     ,         7:.'     ,         30     ,         51 

tr.^  =  üy4-w  -h  M  4-w  4-w  , 
tr^  =  w*  +  oy"  4-  w"  4-  w*®  4-  to"  , 
w     =  c«®  4-  w*^  4-  w"  4-  oü"  4-  w^®  , 

9     ,         33     ,         16     I         58     ,         37 

ti7=üü-f-üy     4-'«4-w4-w, 
tp       =üy      4-w      4-w      4-0Ü      4-Oü      , 

so     ,         34     ,         37     ,         69     ,         48  . 

CT      ;=  w     4-  üü     4-  £«J     4-  w     4-  £«     ; 


ichtprimitiv:    tr^^  =  w^'*  4- w"'*  4- j«"'"  4- w"'*  +  oy^^'* ,    fünfgHedrige  Perioden  der 


J.1  ten  Wurzeln,  und  Wj^^  =  öuj^^'',  7te  Wurzeln; 
Relationen: 


1 

54 


3aTj  4-  207^ , 
ÖtTj^    U.  8.  W. 


^1^3    ==    ^"^**^' 


tXT  OP      =•    3  , 
16  ' 


^1^30 


=  -24- tr^; 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  sämmtliche  hierher  gehörige  Primzahlen  p). 


p 

71 

tu 
1 

—  24 

«^3 
4-  33 

^3 
—  16 

«^4 

4-  17 

^5 
4-  13 

6 

—  9 

113 

4-  26 

4-  54 

4-  50 

36 

4-  44 

—  39 

379 

—  8 

—127 

4-  6 

4-  70 

H-185 

4-  47 

421 

4-  1 

—101 

51 

—174 

+   75 

4-  3 

449 

—  53 

4-151 

56 

4-101 

—  110 

—  50 

631 

4-  22 

—240 

4-239 

—229 

—  71 

—258 

757 

—232 

—  177 

—  59 

—  1 

—  77 

—186 

883 

—440 

—291 

4-  56 

—439 

—264 

4-  2 

911 

4-  37 

—  193 

4-255 

—  9 

4-354 

—  320 

71 

8 

—  6 

tu 
9 

—  10 

CT 

10 

—  4 

tZ7 
18 

4-  22 

«^19 

4-  21 

20 
4-  35 

113 

4-  38 

4-  31 

4-  47 

4-  43 

—  40 

4-  9 

379 

—130 

4-  33 

—  92 

—  189 

4-  69 

4-137 

421 

—153 

4-152 

—  196 

4-  99 

—108 

4-  33 

449 

4-143 

—  169 

—120 

4-  24 

4-  85 

4-  22 

631 

4-  8 

—  29 

4-259 

—198 

4-261 

4-237 

757 

4-155 

4-304 

—  3 

—231 

—376 

4-127 

883 

4-369 

—335 

—352 

—268 

4-398 

—201 

911 

4-306 

4-  63 

—304 

4-418 

—347 

—259 

•)     Hier  ist  Wj   völlig  bestimmt  durch  trjw**  =  tJtT,^  (mod.  p),  sowie  als  gemeinschaftliche 
urzel  des  Systems:  w,  4-  Wg  ^  —  w^*  ,       «TjOTj  "=.  3«**   (mod.  p)  und  eines  zweiten  von  6  Con- 
enzen,  deren  erste:       «t,  4-  tr,  4-  w^  4-  tr^  4-  w.  4-  w,^  ^  —  tr, .  (mod.  p). 
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p 

71 
113 
379 


n  =  77 
/(tF,),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


A^,) 


1  —  tt"  —  tr 

1  4-  w"  —  tr 
1  —  w"  -f.  tr 


90 


10 


P 

421 
449 
631 


1  —  tr 

1  4-  w"  —  tr. 


P 

757 
883 
911 


1-hw^ 

2-tr 

2  —  w"  4-  w^ 


V.     j[>  zum  Exponenten  6  gehörig. 
10  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     p  ^  nm  4-  10  ,  —  23  ; 


tr^  =  tt;''4-a;'^'*4-a;"''4-w-''4-c«;-"'*4-u;-"'" 


also  primitiv: 


tr.   = 


tr. 


tr. 


tr,.  = 


tr      ^ 

18 


w'  4.  c^'o  4-  oü"  4-  w'*  4-  w*'  4-  o;' , 

C„*  4-  a,*0  4.  ^38  ^  ^TS  ^  ^ST  ^  ^39  ^ 

w'  4-  w"  4-  w"  4-  oü**  4-  w**  +  üy'*  , 
cü     4-w     4-t«     4-w     4-*«^     4-w     , 


tr.  = 


tr. 


OT.    = 


tr      = 
tr      = 

19 


a,>  4-  0,'»«  4-  c"  4-  oü"  4-  «"  4-  e«"  , 

C^*  4.  a,*0  ^  ^,1»  ^  ^TJ  ^  ^JT  ^  ^6.  ^ 
«,'  4.  0,80  ^  ^61  ^  ^71  ^  ^17  ^  ^1«  ^ 

tt,"  4.  o;*'  4-  0)**  4-  to"  4-  t«"  4-  «"  , 


19 


36 


M     •    ..SS 


41 


oü*'  4.  to-  4-  w"  4-oü'»  4-  w'*  4-  oü"  ; 

DK)  =  67  ; 


nichtprimitiv:     tr^^ 
Eiuhcitswurzeln,  tr^^^  = 

von  Relationen: 


^  ftr,..^»" 


.-7i 


3(w^''4-cü~'')  =  3^^^,    zweigliedrige    Perioden    der    Uten 
—  1 : 


tr. 


=  *-*•»  + 


tr 


tr. 


tr  tr 


i^ij   =   —34-  2j,j  , 

Congruenzwurzeln  mod.  p.^) 

(Für  sämmtliche  hierher  gehörige  Primzahlen  p). 


3tr, 


3w^     U.  8.  W^. 


p 

131 

^1 

4-  5 

tr 

9 

—  2 

tr 
4-  63 

tr 
4 

4-  20 

tr 
i 

—  57 

«^6 

4-  18 

tr 
"^9 

—  54 

«^11 
4-  48 

^18 

—  10 

w 

19 

—  30 

241 

—  31 

4-  26 

4-102 

—  5 

—  99 

—  6 

4-104 

4-  94 

—  23 

-+-  80 

439 

—  52 

4-152 

—  82 

4-115 

4-  44 

4-  47 

—  43 

4-114 

—141 

—153 

593 

—  37 

—  22 

—  30 

—  51 

4-171 

39 

—  196 

—  188 

—  31 

—  169 

857 

—  180 

—388 

4-391 

—269 

—104 

—318 

4-109 

4-354 

4-417 

—  11 

*)     Hier  ist  tr  |   die  absolut  kleinere  der  beiden  Warzeln  des  Congruenzensjstems : 


tr   4-  tr      =: 

1  ^^       13    


W 


11 


m  w,,  ^  —  3  4-  2tr„     (mod.  ;>).     Vgl.  II,  1. 

1      1  <i  3  9 
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131 


n  =  77 
/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  jp.^)     N/(w^) 


=  -P' 


2-htr. 


241     1  -f-  tüj  —  (ciü"  +  w*') 


439     1  4-  TT,  -4-  Wjj 


857     3 


w^  —  w. 


V,  2.    ^  =  77m  —  12  ,  -h  32  : 
109,     263,     373,     571 


primitiv: 


tr^  =  oü»"  4-  oü-"»"  4-  w-^*'"  4-  w-»*'"  4-  w"*"  -4-  w"** ,       n(aT^)  =  32  ; 


nichtprimitiv:   w^^  =  3^^^  wie  V,  l, 
gliedrige  Perioden  der  7ten  Wurzeln; 

von  Relationen: 


^lir  = 


2(oü"'-  4-  u,"  4-  c«**')  =  2ti^^^ ,   drei- 


w    = 


-  2  -4-  aT,3  -  ^tr,^  4-  tr^,  ,         tr^tr^^  =-4  4-  i^^, , 


11» 


=  2(8^^^  4-  ij^)  u.  s.  w. 


Congruenzwurzeln  mod.  p>^*) 

(Für  die  zwei  ersten  Primzahlen  p.) 


p 

«^j 

s 

'^s 

109 

—32 

—49 

4-  21 

263 

—16 

—75 

4-115 

w. 


w. 


tr. 


w. 


5  8  10 

—31         —53         —12 


07. 


4-5         —  5 


4-45 


w. 


4-76       —104         —82 


w. 


IJ  "16  J6 

—  32         —10         —25 


4-42 


Normen  complexer  Zahlen  in  £r. 

^V(tr^  4-  tTj)  =  N(l  4-  tr^,  4-  w"  4-  w")  =  263  .  43  , 
AVj  4-  w"  4-  w")  =  N{1  4-  tü^  —  Wj)  =  109  .  23  , 
N{1  4-  tr)  =  659  ,  N{1  —  tu)  =  463         (vgl.   L). 


•)     Fflr;>  =  593  ist  iV(l  —  w,  4- w,,)  =  iV(3  —  w,  _««8_„49j  ^  23.593; 
aoch  ist:  N(l  —  w)  =  67  =  iV(tr)  ,  A^l  +  w)  =  11 .  23  . 

**)     Hier  ist  txT,  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems 

«^1  +  «^10  ^  -  «Tja  ,         ^1^,0  =  ^  +  2j,,j  (mod.  p) 
und  eines  zweiten  von  5  Congraenzen,  deren  erste 


Wj  4-  oPj  4-  tü^  4-  Wg  4-  tüj^  ^  —  tJj^     (mod.  p). 


o 


36 


n  =  77 

V,  3.     p  =  77m  4-  12  ,  —  32  : 
89,     199,     353,     397,     661,     859; 

Ute  Einheitswurzeln,  wesshalb  vorstehende  Primzahlen  jp  auch  hier  nur  die  Prim- 
factoren  der  Primzahlen  p  =  lim  -h  l  (X  =  11,  I)  haben. 


V 


VI.     p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
6  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VI,  1.     p  =  77m  -h  6  ,  4-  13  ,  —  15  ,  —  36  ; 

tr^  =  to*"  4-  w^»*  4-  w"'"  4-  w""'*'"  4-  t«""'*  4-  oü"''  4-  ^r^"  4-  o;-"  4- ««"''  +  w"'' , 

also  primitiv: 

(Tj  ==  w  4-  a'*'  4-  et"  4-  »"  4-  w**  4-  w^*  4-  oc^^  4-  oi**  4-  w"  4-  öü"  , 

tr^  =  au»  4-  a-^*  4-  ou^'  4-  o;*'  4-  «"  4-  c»;"  4-  c^'"  4-  c*  4-  u;"  4-  w"  , 

tjiTj  =  et'  4-  üL'"  4-  «t'"  4-  w"  4-  w"  4-  £«'^*  4-  £«'"  4-  w*®  4-  »**  4-  w"  , 

tr^  =  ou*  4-  c^.'"  4-  c*;"  4-  w"  4-  u;"  4-  c«"  4-  a-"  4-  c^-'"  4-  ot-^'  4-  «"  , 

m    =  w«  4-  ^/»  4-  0."  +  a'"  4-  u;*'  4-  «.-"'  4-  ou*'^  4-  a-'«  4-  ou"  4-  w"  , 

«Tg  =  cu'  4-  c'*  4-  c"  4-  c;"  4-  oü"  4-  c;^'  4-  £^'"  4-  ot-"  4-  oü*'  4-  uj*'  ; 

nichtprimitiv:  tr^^  =  —  i,      uü^^^  =  5(eii>"'*  4- w*^'')  =  ^Tun  zweigliedrige  Perio- 
den der  7ten  Einheitswurzeln; 


von  Relationen: 


tr 

TT 


=5  6  —  41-tr     4-tr.  (rar=— 54-  -^-w     , 

1^1  =  «^3  —  2t?r^^  4-  3,^33     u.  S.  w. ;     n(tr^)  =  83  . 


337 


(Für 


n  =  77 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*^ 

sämmtliche  hierher  gehörige  Primzahlen  p). 


p 

13 

w 
i 

—  1 

—  2 

^1 
4-  5 

«^4 

4-  5 

^8 

—  6 

w 

9 

—  6 

41 

4-  6 

4-  8 

—  5 

4-  9 

—  20 

4-  3 

83 

0 

4-  25 

4-  15 

—  25 

—  15 

4-  1 

139 

4-  32 

—  13 

4-  39 

4-  34 

—  55 

4-  42 

167 

4-  69 

—  11 

—  5 

—  14 

4-  73 

4-  56 

293 

—  44 

—  13 

—115 

4-131 

4-  83 

—  41 

349 

4-  5 

4-144 

—  73 

4-  95 

—  138 

—  32 

503 

4-  48 

4-  71 

4-165 

4-227 

4-208 

—215 

811 

—  49 

4-404 

4-  75 

—254 

361 

4-186 

853 

4-  94 

—148 

—114 

4-267 

4-383 

4-372 

937 

—161 

—  91 

—157 

4-  52 

4-382 

—  24 

P 

/K) 

13 

2  4-aT 

41 

3  — tr 

83 

w 

/(iTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  ^.**)     NJlw^)  =  —p. 


p 

139 

3  —  OT^  —  w"  —  w** 

167 

3  —  tüj  4-  «r. 

3  —  tTj  4-  w"  4-  oü*^ 

293 

p 

811 
853 
937 


39 
33 


3  —  TTj  —  ÜÜ 

4  4-  oPj  —  oü"  — 
4  4-trj  — 


55 
55 


tr. 


*)     Hier  ist  tüj   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congnienzensystems : 
Wj  4-  Wg  =  —  Ij^^  ,  or^oTg  =  —54-  3ijj     (mod.  p). 

**)     Die  Primfactoren  yi[tüj)  liegen  versteckt;  für  die  zwei  übrigen  Primzahlen  p  ist 
N(b  4-  tüg  4-  w"  4-  w")  =  41  .  349  ,  N{1  4-  tstr^  4-  2w^)  =  13  .  503  , 

womit  ihre  Primfactoren /(or^)  wenigstens  in  gebrochner  Form  gegeben  sind.     Auch  ist 

JV(1  4-  Wj)  =  7.13,  N(l  —  tüg)  =  83  . 


43 


tr^  = 
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n  =  77 
VI,  2.     p  =  77/»  —  8  ,  4-  20  ,  4-  27  ,  —  29  ; 


also  primitiv: 


tr^  =  w  4-  üu"  4-  oü^*  4-  oü"  4-  w"  4-  w**  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  , 
tr,  =  u,'  4-  u;"  4-  c«;"  4-  u;**  4-  ^"  +  u;«'  4-  w"  4-  u,*«  4-  c«;"  4-  w''  , 
tr,  =  w'  4-  ui"  4-  u;"  4-  w*  4-  u)**  4-  J«"  4-  w"  +  c«;*^^  4-  et"  4-  «"  , 
tr^  =  w*  4-  w"  4-  w"  4-  oü"  4-  w"  4-  tw^*  4-  w"  4-  w"  4-  w*'  4-  w*  , 

6t         39     I         76     I         8     •         18     ,         50     .        63     .         48     .         41     .         S7 

tu-  =  w   4-  w     4-  w     4-  w    4-  w     4-  w     4-  w     4-  w     4-  w     -+■  w     , 

6 


10 


.74 


.24 


.89 


.78 


33 


53 


.46 


17 


w^^  =  w'"  4-  w'"  4-  w''  4-  u;"  4-  w"  4-  oü"  4-  w'"  4-  w"  4-  w*'  4-  ««"  ; 

nichtprimitiv:  tr^^  =  2(w''- 4- w"** 4- c«;"'' 4- oü"'' 4- w"'')  =  2^7,^,  fonfgliedrige 
rioden  der  Uten  Einheitswurzeln,  w^^^  =  5(£«;"'" 4- w*^'")  =  58-^^^  wie  VI,  l.  — 
Product  der  primitiven :  n(tü^)  =  8 ; 

von  Relationen: 


tr 


^  —  4  4-  vp   4-  tr    —  -3^tr 


WjOTj  =  2  4-  OTj  +  tr^^  4-  ftr^,  , 
tTjWjj  =  5(aTj  4-  (Tj)     u.  8.  W, 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  sämmtliche  Primzahlen  p.) 


tr^tr^  =  6  4-  ^tr,,  (oder  6  +  3i„) , 
tr^Wj  =  —  3  —  3oT„  ; 


p 

97 

«'i 
4-  31 

w 
—  3 

«^3 

4-  26 

tr 
i 

—  27 

«^6 

4-  25 

«^10 

4-  46 

181 

4-  16 

4-  37 

—  52 

—  80 

4-  65 

4-  15 

223 

4-  36 

4-  48 

—  69 

4-  83 

4-  45 

4-  81 

251 

—  68 

—  106 

—  51 

—  84 

—  38 

4-  97 

433 

4-117 

4-  68 

—  57 

—  13 

—  179 

4-  65 

587 

4-128 

—202 

4-156 

—  2 

4-  14 

—  93 

643 

4-136 

—265 

4-107 

4-  41 

4-109 

—  127 

797 

4-  26 

—  61 

—387 

—  201 

4-337 

4-287 

839 

4-195 

4-  19 

4-417 

4-378 

4-123 

—292 

*)     Hier  ist  OTj  die  gemeinschaftliche  Warzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 
Wj  4-  t3(T^  ^  —  (ciü"  4-  w") ,  tü^w^  ^6  4-  3(w"  4-  w**)  (^od,  p)  and 

tr^  4-  Wj  4-  Wj  ^  —  tj^  ,  tTjtxTj  4-  vj^w^  4-  w^Wj  ^  4  —  2^^ , 

W.W.W.  ^  3  —  2(J,^       (mod.  p). 


13     5 


14 
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n  =  77 
/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p*) 


p 

A^,) 

f 

A^,) 

97 

1  —  w,  -J-  w"  -J-  w" 

251 

OTj  4-  oy"  +  oy" 

181 
223 

1  -  «^1  +  «^10 

433 

687 

2  -f-  Wj  —  (w"  4-  w**) 

2  4-Wj 

643     2  -J-  tFj  —  tFg 

797     l-J-  oTj  -J-  2(£<ü"  -h  w") 

839     2  4-  w^  +  w"  +  w** 

6 


VI,  3.     ;>  =  77m  -f-  8  ,  —  20  ,  —  27  ,  4-  29  : 
29,     127,     211,     239,     281,     337,     491,     647,     673,     701,     743,     827,     953; 


OT^    a=    («;'■  4-  ClÜ    *"  4-  W 


.-Hr 


Oy-"r^j^l5r^.^ 


-34r  ^.  ^36r  ^.  ^-aor  ^  ^-«r  ^.  ^29r  _   _  ^aSr , 


i;e  Einheitswurzeln,  daher  sind  die  Primfactoren  der  vorstehenden  Primzahlen  p 
ei  X  »  7,  I.  auch  hier  complexe  Primzahlen. 


VI.    p  zum  Exponenten  15  gehörig. 

p  =  77m  4-  4  ,  4-  9  ,  4-  16  ,  —  17  ,  —  19  ,  —  24  ,  4-  25  ,  4-  37 

fünfzehngliedrige  Perioden: 


.16r 


^^  ^  w"  +  w*''  4-  w  *''  4-  w 


,-13r 


.«ir 


.33r 


iSr 


4- Oü--"- 4- oy*«"^  4- o;'-"^  4- tt, 


.-ITr 


9r 


S6i 


4- &y  "^  4- oy*'*'' 4- oü 


-lOr 


4-  w 


8Tr 


4-a;-''■4-a;-"'•4-oy-"^ 


c^so  die  primitiven  or,  deren  Gleichung: 

07*  —  07*  —  707*  —  6tr  4-  36  =  0  , 

,   4  .   16  .   64  I   35  .   'i3  .   15  i   60  ,   9  .   36  ,   67  .   37  i   71  •   S3  ,   58 

w  =  w4-oy  4-üy4-w4-w4-ou  4-^4-^4-««  4-w4-oy4-w4-w4-««J  4-t«  , 
tr,  =  c«Voy'4-c«'*'4-u;"+c.*  Va^**4-a;' Vu;*'4-c«"4-c«"4-ct"4-c«'*4-u;«*4-c^^     , 
m  =  c«»4-w"4-a.*'4-c.;"4-:^"+u^''4-c«**4-c«"+c.^'4-oy"4-u;*'4-£«' Vü;**4-w'4-c«^^  , 

9 

6  I   34  ,   19  ,   76  •   73  .   61  .   13  ,   5S  ,   54  .   63  •   17  .   68  •   41  .   10  .   40 

m    =  w  4-w    4-oy    4-oy    4-oy    4-oü    4-w    4-w    4-oy    4-c«    4-w    4-w    4-w    4-««^    4-w     » 

o 

nichtprimitiv:  w^r  =  3(oü''' 4- oy"'' 4- ou*''''^  4- ou"'^  4- oy"o  =  zh^r^    fünfgliedrige  Pe- 
rioden der  Uten,  w^^^  =  5(a;"''4-oy"'^  4-oy**'^)  =  51'^^,    dreigliedrige   Perioden   der 
7ten  Einheitswurzeln; 
von  Relationen: 

wj  =  4  4-  loTj^  —  \w^  4-  Wg  ,       w^w^  =  —34-  |sTj,  ,       sr^w,  =  —  4  4-  f  tr^ ,      w^rr^  =  6  . 


♦)     Auch  ist  N{\  4-  w)  =  113 ,  iV(l  —  w)  =  71 . 


43« 
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n  =  77 
Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

37 

07 
1 

—   1 

07 
3 

—  7 

07 

4-  15 

«^6 

—  6 

P 

487 

07 
1 

+  22 

«^3 

—  125 

4-148 

—   44 

53 

23 

+  9 

—  17 

—  21 

499 

—  163 

4-  12 

—249 

—  98 

137 

+  15 

31 

4-  44 

—  27 

599 

—  117 

—  12 

4-299 

—169 

163 

—  73 

+  48 

—  61 

—  76 

641 

4-277 

4-127 

—  5 

4-243 

179 

-f-  49 

4-  77 

4-  21 

-h  33 

709 

4-258 

4-345 

4-  74 

4-  33 

191 

—  71 

+  52 

—  66 

+  86 

751 

4-371 

4-303 

—171 

4-249 

317 

—111 

+  28 

—113 

—  120 

823 

4-268 

4-326 

4-101 

4-129 

389 

—  38 

—  54 

—  173 

—  123 

863 

—  24 

—  93 

4-334 

—216 

401 

—  192 

4-  40 

—  60 

—  188 

907 

—424 

—  14 

—130 

—338 

443 

—  27 

—  130 

4-109 

4-  49 

977 

4-478 

4-437 

—  76 

4-139 

P 

37 

14-  X 

53 

24-  tr 

137 

1  4-2o7. 

163 

3  —  07 

179 

3—  TT 

191 

14-2aT 

317 

2  —  or 

A^O 


—  tr 

6 

4-    tr^ 

-  2tr,  4-  tr, 

4-    tr 


—    w 

6 

4-      07 

—  307 


/(otJ,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
P  /{p^)  P 

389  5  —    tTj  —  2Xj 

401  4  4-    tr 

443  5  4-  2oT 

487  1-207 

499  1  —  2o7 

599  1  4-  2oT 

641  5  4-    tr 


P 

709 
751 
823 
863 
907 
977 


1  4-  3a7j  —  207^ 
5  4-  2trj  —  3oy^ 
3  4-  2o7j  4-  3tr^ 

6  —      tTj  —  207^ 

3  —  2o7j  —  4ti7^ 


4-    w 

4-    w 


1  4-  2o7j  4- 


tr.  —  3a7 


9 


VII.    p  zum  Exponenten  30  gehörig. 
2  dreissiggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VII,  \,     p  ^  77m  —  4,  —  9  ,  —  16  ,  4-  17  ,  4-  19  ,  4-  24  ,  —  25  ,  —  37  ; 


07^  =  w**  4-  w 


-*r  ^  ^16r  ^  ^13r  ^  ^35r  ^  ^-33.  ^  ^IV  ^  ^17r  ^  ^»r  _,_  ^-36^  ^  ^-10. 


4-  ui-"/-  4-  u;-«'-  4.  c^»*'-  4.  tt;-"r  ^  j^-/-  ^  ^4/-  ^  ^-16r  _^  ^-13r  ^  ^-35r  ^  ^ 


4- w       4- W 
4-  w 


-I7r 


...-9'- 


4- w"  '^  4- cw"'^  4- w 


Gleichung  der  primitiven  Perioden  (tr^  und  tr^) : 


07''  —  07  —  19  =  0  ; 


tr 


r.  =  -3, 


4-oü" 
4-c«;^ 


4-W 
4-  w*'^  4-  w' 


ilr 


DU 


-l»r 


*6r    1    ...lOr    L  .-,87r  _l  ...6r  _i_  ...-34r  _i_  ,..19r 


4-üü^ 


tr        =  —  0 


m 


*)     Hier  ist  tr,   gemeinschaftliche  Warzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 
^4-^3  ^  — S»jj  ,     w^w^  ^  — 34-3A,j ;         ^i4-tr,  ^  — Ä-,^  ,     07^07^  ^  -44-2*^   (mod.  p). 
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n  =  77 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

1           a 

P        tt^i         ^.^ 

P 

1                  3 

P 

^i 

^2 

17 

2—1 

227       55     —  54 

523 

147     —146 

761 

216 

—215 

19 

1           0 

271     106     —105 

563 

239     —238 

787 

336 

—335 

61 

29     —28 

283       70     —  69 

607 

225     —224 

887 

255 

—254 

73 

36     —35 

409       84     —  83 

677 

114     —113 

941 

404 

—403 

lOl 

37     —36 

479       96     —  95 

733 

212     —211 

997 

457 

456 

173 

58     —57 

/(ocr^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(w^  —  —p. 

/> 

A^,) 

P           /(«T,) 

P 

A^,) 

P 

A^,) 

17 

i-f-  w^ 

227         7+407^ 

523 

17-f-7a7j 

761 

10-f- 

707^ 

19 

^> 

271       124-507^ 

563 

16+707^ 

787 

94- 

7w^ 

61 

34-2a7j 

283         34-407^ 

607 

21-1-807^ 

887 

44- 

707^ 

73 

14-2ajj 

409         6-|-5Wj 

677 

7— 6Wj 

941 

2— 

7tr, 

101 

74-3Wj 

479         1—507^ 

733 

114-7trj 

997 

31—] 

lltTj 

173 

1— 3w. 

VII,  2.     p  =  77OT  +  2  ,  —  3  ,  —  5  ,  4-  18  ,  —  26  ,  +  30  ,  —  31 ,  —  38  ; 

w,  =  «••  +  u,'-  +  «,<'•+«,"•  +  („"'•  4-  „"'•  4-  („-"'•  +  «,-"'•  4-  «»'•  +  u,-"'  4-  u,""  4-  <«-" 

4-  *"'■  4-  !«'*'■  4-  !«-"'•  4-  u,-"'  4-  <«"■  4-  »"'■  4-  w"'"  4-  <«-"■  4- 1«""''  4- 1»-^"''  4-  w'"  4-  <« 
4- c«-«"- 4- <«-"' 4- ">-"'■ 


r 
-8r 


4.  o;"'-  4-  w-"''  4-  0.-"'*  =  -  (oü"'-  4-  ^'-'*  4-  00**")  , 

dreigliedrige  Perioden    der    7ten  Einheitswurzeln;    daher    haben    die   Primzahlen: 

79,  107,  149,  151,  193,  233,  277,  347,  431,  457,  541,  557,  569,  613,  739,  809,  821,  877,  919, 

"vvelche   hierher  gehören,  auch  keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponen- 
"t-en  3  gehörigen  Primzahlen  p  für  X  =  7. 


VU,  3.     j?  =  77/»  —  2  ,  4-  3  ,  4-  5  ,  —  18  4-  26  ,  —  30  ,  4-  31 ,  4-  38  ; 


-»r 


tXr^    s=r    oü''4-  »-'''4- 


ÜÜ 


4r 


,  -8r    ,    ,  16r 

Oü         4-  w 


M 


-32r 


4-  w 


-"r    ,    ,.,>6r 


25r 


37. 


*i3r 


.»Ir 


^  ^1*-  4-  o;-"'-  4-  o.-'^'-  4-  oü'*'-  4-  c«;^''  4-  o."'"' 


,„-«'•  4.  0,"-  4.  u;-'*'-  4-  ü;-"'-  4-  w-^"- 


OÜ 


38r 


4-  oü"*^  4-  w    '^  4-  w'"-  4-  w"    4-  w 


0,36^  ^  ^i-  4_  ^-lOr  ^  ^JOr  ^  ^87r  _j_  ^3r 


ftlnfgliedrige  Perioden    der   Uten  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  Primzahlen: 

3,         6,       31,       47,       59,     103,     157,     229,     257,     269,     311,     313,     367,     383,     467,     509, 
521,     577,     619,     647,     691,     719,     773,     829,     929,     971, 

welche  hierher  gehören,  auch  keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponenten  5 
gehörigen  Primzahlen  p  für  X  =  11. 


•)     Hier  ist  Wj   >0  und  <^p. 
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n  =  85 

I,     p  =  857n+  I,        (Im  ersten  Tausend  existirt  keine  Primzahl  dieser  Form) 

64  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

64      63  ,    S9      &8  I    H  bl     ■    49      48  •    47      46  .44      43  •    49      41 


ck; 


11 


„30  _  ^98  ^  ^97  _  ^96  ^  ^1»  _  ^1» 

+  w"  —  oü*  4-  oü*  —  00  4-  1  =  0 , 
wodurch  sich  die  nichtprimitiven,  d.  h.  die  17ten  und  5ten  Einheitswurzeln,  durch 
die  primitiven  Wurzeln  ausdrücken  lassen,  oder  mittelst  der  beiden  Gleichungen 

ü,.«'  +  w"  4-  w"  4.  oü^^  +  1  =  0  ,      w'"  4-  w"  4-  w^®  4-  w"  4-  . . .  4-  oü"  4-  w*®  4-  w*  4-  1  ==  0  . 


II.    j5  zum  Exponenten  2  gehörig. 
32  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


n,   1.     p  =  85w  —  1  ;       ccr  ==  w'*4-  W**,         tr^ar^  =  Wf._^  4-  07^^^^  ,         11(07^)  =  1  ; 

nichtprimitiv:  w^^  die  zweigliedrigen  Perioden  der  17ten,  und  w^^^  desgleichen 
der  5ten  Einheitswurzeln. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Einzige  Primzahl  p  =  509) 


w 
1 

—  16 


tr. 


tr. 


tr. 


tp- 


tr. 


tp. 


tF. 


tr. 


8  3  4  6  7  8  5»  II  19  "11 

4-254       4-  24      —129       4-65       —  26       —158       4-     9       —233       4-151        —147 


14 

4-165 


^16 

4-  21 


CT 


18 


tr 


19 


tr 


91 


tr 


32 


tr 


93 


rr 


94 


V 


96 


4-  79       4-142       —192       —176       —  46       —106       4-229 


w 

97 

4-193 


w 

98 

H-S46 


39 

—  57 


tr 

31 

4-  90 


w 

39 
—    70 


^33 

4-  12 


tr 

36 

4-131 


tr 

'*37 

4-  36 


tr 

*38 

4-198 


tr 

39 

4-  78 


(kr 

41 

—  75 


w 

4» 

-f-214 


Primfactor  von  p  =  509:  ^tr^)  =  l  4- tr^  4- tr^^ ,    N/(w^)  =  — />. 


*)     Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Warzeln  der  Congmenx 
07*  4-  tTj^tu'  4-  (—  3  4-  0^15)^'  —  (2tF,5  —  tTjj)  tr  4-  1  —  tTj j  4-  tTj^  ^  0     (mod.  p), 
welche  einem  System  von  4  Congruenxen  gleich  gilt,  deren  erste 

^1  ■+-  ^16  +  ^18  +  ^33  =  —  ^35     ^"^^'  P'^' 
und  einem  2ten  von  16,  deren  erste 

tr,4-tr^4-tF,4-trg+ar^^4-tü^^4-tr^g4-tF,g4-tü,^4-tr,^4-tr,^4-trj94-tr3,4-tr^  s  —  tr,^ 

(mod.  p.)      Wegen    der   Congruenzwurzeln    für   ^ur  ^^^  ^ir  ^gl«  X  =  5,  II,  und  >.  s=  17^  H^    ^q, 
was  hier  (bei  n  =  85) 


resp. 


^5' 


^10»       ^15»       ^90»       ^95»       ^30» 


tr 


»'s» 


*?i» 


V.y 


%, 


35' 
3 


W 


40 


*?•» 


beisst. 
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n  =  85 
U,  2.     p  =  85m  -J-  16  ; 

w,  =  w'•-hw"^  u{w,)  =  1, 

nichtprimitiv:  Wj^  wie  II,  l,  w^^^  =  2w"'',  5te  Einheitswurzeln; 
von  Relationen: 

^1^3  =  w,  4-  tTjj ;  w^Wjj  =  2w"  +  oTjg  ,     tr^oT,^  =  207,^   u.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

P  Wj  tTj  OTj  tr^  tFg  OTy  Wj  OT^ 

101         -4-22         —     9         -f-  35         +9         4-41         4-17         4-14         4-6 
271         —126         —  59         —  33         4-126         4-76         4-41         —133         —  21 


p             fwj  vj  OET                 xn  tS7                 HT                 nf  tr 

r                Wjj                «/jj  Wj^                Wjg  «/jj                Wj^                Wjj  w.j^ 

101  —  24  4-21  4-15  —  31  —  47  4-47  —  44  —      1 

272  —132  —  15  —  48  —121  —  33  4-121  4-116  —  23 


p 

101 

tIT 

—  36 

«^39 

4-  43 

4-  11 

—  21 

^3  7 

4-  48 

«^41 

4-  6 

tr 

43 
—   1 

«^46 

4-  45 

271 

4-  25 

4-  41 

—  59 

4-  78 

4-  62 

4-  79 

4-  61 

—  23 

P 
101 

4-  49 

«^53 

4-  5 

4-  27 

4-  32 

—  36 

w 

68 

4-  33 

4-  30 

«^74 

4-  10 

271 

—  95 

—  134 

4-  62 

4-  12 

4-  35 

4-  79 

4-  95 

—  53 

Normen  complexer  Zahlen  in  i. 

N(l  4-  tr,^)  =  16  .  101'  ,  N{w^^  4-  Wjj)  =  16  .  27l'  , 

N(l  —  tr)  =  16  .  6121     (p  =  85w  4-  1)  . 


*)     Hier  ist  Wj  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congnienz  tv^u*^  :=  w^^  (mod./)),  sowie 

als  gemeinschaftliche  Wnrzel  zweier  Systeme,  des  einen  von  4  Congruenzen,  deren  erste 

des  anderen  von  8  Congruenzen,  deren  erste 

^1  ■^"  "'s  "^  ^31  ■*"  ^86  ■*"  ^Zl  "^  ^36  ■*"  ^41  "*"  ^46    ^    ""  ^^^  ^™®^'  ^^' 
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n  =  85 
n,  3.    p  =  85m  —  16  ; 

w^  =  a;'•^t«;-"^     n(tr^)  =   1, 

nichtpriraitiv:  tr^^  =  2w*'',  17te  Einheitswurzeln,  tr^^^  wie  11,  l; 
von  Relationen: 

tjrj  =  2w'°  +  tTj  ,         ^1^16  =  ^  "^  ^iT  »         0^-«^--  =  — w'®  : 

OT^tTj^    r=    2&u"  -f-  tFjg        U.    8.    W. 


tr  tF 

1     18 


^l^SO 


2tF       , 
14  » 


7' 

239 
919 


w 


1 

—  98 

—190 


«^1 
-f-  81 

—153 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


tr 


s 
48 


«^4 

+  21 


tr 


6 

30 


tr 

T 

—  63 


tr 
1 

—117 


-J-204         4-110         —315         —  36         4-48 


tr 

9 

—  96 
-M34 


p 

239 

tr 
11 

4-103 

«^11 
4-  49 

^1« 
4-  91 

tr 

14 

—     5 

tr 

16 

—  27 

tr 

*^18 

4-  62 

«^19 

4-  57 

4-  68 

919 

4-  34 

-f-424 

—259 

—455 

4-     8 

—  115 

—  53 

—250 

P 
239 

tr 
4-  58 

tr 

14 

4-115 

tr 
—106 

«^18 

4-     8 

tr 

^19 

—116 

tr 

31 

-f-109 

w 

81 

-t-100 

tF 
18 

-+-  66 

919 

4-  27 

4-420 

—221 

—318 

4-261 

—  52 

—237 

—272 

p 

239 
919 


39 

4-  39 
—453 


tr 


43 

90 


w 

44 
—  110 


tr 

48 

—  70 


—  64         4-434         4-  39 


49 

4-  59 
—     6 


tu 

54 

—  99 


tF 
59 

4-  77 


tF 
«4 

—113 


4-377         -t-359         —348 


Normen  complexer  Zahlen  in  ti. 

A'(l  4-  w*  —  tFjy)  =  239  .  1361 ,  N(l  -+-  tFjg  —  tF,j)  =  919  .  3469  , 

A'(l  db  tr)  =  3571     (p  =  85m  4-  1)  . 


*)  liier  ist  tF,  völlig  bestimmt  darch  die  lineare  Congruenz  tr^u^^  z=:  tF,^  (mod.  p),  sowie  als 
gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems  tF  4-  tF  ^  —  a;'^  ,  w  w  ^  ^  —  üo^^  und  eines  xwei- 
ten  von  16  Congruenzen,  deren  erste: 

w,4-tr^4-tFg4-tF,4-tF^i4-tFj^4-tF^64-tF„4-tF,^4-tF,,4-tF334-tr^,4-aT^34-tFj^4-tF„4-tr^    s  — tr,^ 

(mod.  p). 
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III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
16  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  6  Fällen: 

111,1.     p  =  85»>±13:     13,     157,     353,     523,     863; 
w^  =  üü''4-w"'"+ w~''-4-w-"'*,     n(tr^)  s=  1; 
w^^  =  ft;*'4- w'®''4-ou"'*4-te>"'°'",    viergliedrige   Perioden   der   17ten  Einheitswurzeln, 


w 


irr 


=   ui^'r^^l^r^^-ilrj^^-lir  =   _l; 


07 


\  =  4  4-  oTj  4-  2ocr^j  ,  tr^tr^  =  —  1  -I-  tr^  -J-  tr^  -+-  w^   U.  S.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  ^*) 

für  I?  ^  13  (beispielsweise): 

OT  XB  XB  QT  OT  tF  (T  OT  tT  flf  tIT  QT  W  W  W  TT 

l  1  J  4  6  8  9  11  IJ  16  18  55  33  J4  J9  86 

-^1       +4      4-2      4-5      —3      4-5      4-6      —2      +3      —1      4-4      4-2      4-1      —3      —5      —5 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 
N(l  4-  tTjg)  =  13  .  17  ,  N(\  —  (Tj)  =  13' . 


III,  2.     ;>  =  85w  it:  38 :     47,     293,     463,     557,     727 ; 

w^  =  w'*  4-  w"''  -+-  «<y"''  4-  oü-"'' ,     n(w^)  =  —1 ; 
Wj^  wie  III,  1,  desgl.   tr^^^  =  —  l  ;  trj  =  4  4-  Wj  4-  207^^ , 

^1^4  ~  —  1  4-  oc^j  4-  cTj  4-  tr^g  U.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p**) 

für  p  =  47  (beispielsweise): 

Wj  W,  OT,  OT^  Wg         Wy         tFg         tr^j  TT^j         07^^         W  ^^         W^^         W^^        W^^        tT^^       tT.^^ 

_3    _-i3    4-16    4-6    —21    4-9    —4    4-15    4-14    4-18    —22    4-23    —17    4-19    —1     4-9 


Normen  complexer  Zahlen  in  ij . 

N(l  4-  wj  =  17  .  47  =  N{w^  -  tr„)  ,  iV(l  -  tr)  =  -  1  =  N(w)  . 


*)     Hier  ist  w^    die   absolut  kleinste  der  Wurzeln  eines  Systems  von  4  Congruenzen,    deren 
erste  tri4-w^4-a7j54-tF,j   =  —  «Tjq  (mod.  p). 

**)     Hier  ist  w^  die  absolut  kleinste  der  Wurzeln  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren 
erste:  or,  4- w^  4- Wj,  4- w,  ,   =  —  w^^  (mod.  p). 

44 
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in,  3.     J9  =x  85w4-4,--21  :     89,     149,     599,     659,     769,     829; 

w^  =  w''  +  oü*''  +  w^^"  4-  jj-^^" ,     n(w^)  =  6f  101 ; 

Wj^  wie  III,  1.  «•  2,  TT^y^  =  2(w"'" -j- tu""')  =  2^iyr»  zweigliedrige  Perioden  der  5ten 
Einheitswurzeln ;  wj  =  w^-h^w^-^w^j,  «^i^ai  =  ^ "+* ^j  +  ^15  +  ^u > 

tu  OT      =  2w     4-  2tr       etc. 

Congruenzwurzeln  mod.  ju*) 

für  p  =s  S9  (beispielsweise): 

^1  ^>  ^»  ^6  ^T  ^9  ^U  ^14  ^it  «'if 

-1-29         4-32         4-33         4-38         4-26         4-10         4-37         4-15         —43         —25 

tiy  OT  QP  _  nr  w  w 

Jl  «9  JT  41  49  57 

4-37         -{.35         4-11         —40         4-26         —42 

Normen  complexer  Zahlen  in  w- 

N(2  4-  oTj  -+-  w^i)  =  89'  ,       N(l  -+-  w,  —  Wj)  =  89  .  29389 , 
N{1  4-  ar)  =  4  .  1279  ,         N(l  —  w)  «=  16  .  3331 . 


UI,  4.     ;>  =  85»»  — 4,4-21:     191,     251,    421,     701,     761; 

ttf^  =  w''  4-  w-*'*  4-  w"'-  4-  w"*" ;    n(tF^)  =  1 ; 
Wj^  wie  UI,  1—3,  w^j^  =  4w"'',  5te  Wurzeln;      w\  =  4w^' 4- w^  4- 2»^^  =  w^Wj,  , 

WjW^    =    4  4-  2aTj  4- tFjj  ,  °^i^96    ~    "-*«'">  ^l^J4    "*"    *^io    **•   ®'  ^' 

Congruenzwurzeln  mod.  /?**) 

für/)  =  191  (beispielsweise): 

tF  ÜB  OT  tlT  tZ7  nr_  W  QT  QT  flV 

1  9  J  4  S  T  8  9  19  11 

—55         —64         —52         —74         4-34         —11         —13         4-66         —65         H-3 

W  fV  tXT  fP  tD  Q7    _ 

14  39  24  96  91  4T 

4-73         —47         4-77         —80         4-62         —44 

Normen  complexer  Zahlen  in  tr  • 

N{1  4-  w^  4-  tFj^)  =   191  .  101 ,  N(l  db  tr)  =  1871     (p  =  85m  4-  1)  . 


*)  Hier  ist  tr  ^  die  absolat  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme,  des 
einen  von  4  Congnienzen,  deren  erste  tir  4-  tzr  4-  tv  +07  s^  —  w  (mod.  p),  des  anderen  von 
8  Congnienzen,  deren  erste  tp^  4-  Wg  4-  w^  4-  tF^^  4-  tF^^  4-  tF^^  4-  w^^  4-  tr^j  ^  —  (w**  H-  «w*^) 

(mod.  p). 

**)  Hier  ist  w^  linear  durch  aTjW**  ^  ar,,,  (mod.  p),  sowie  als  gemeinschaftliche  Wurzel 
zweier  Systeme  von  je  4  Congnienzen  bestimmt,  deren  erste: 

tFj  4-  w^  4-  07^3  4-  oT^^  =  —  w,^  ,  tFj  4-  tTg  4-  Wj,  4-  w,j  s  —  w"     Cmod.  p). 
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ni,  5.     J?  =  85m— 18,4-33:         67,     373,     677,     883; 

cp^  «  w'"  -f-  w""*"  4-  Oü-^*'*  +  w"'' ,     n(ti7^)  =  3571 ; 

Wj^  =  2(w*'*4-te;*®''),    zweigliedrige  Perioden  der  17ten  Wurzeln,  w^^^  =  —  i; 

trj  =  —  2  -J-  tTj  +  w^j  ,  WjWjg  =  3  —  ^tr^j  (oder  3  —  h^^)  U.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

für  p  =  67  (beispielsweise): 

ttf  tu  tp  OT  OT  QT  QT  flT  flT  1IT  QT 

1  t  J  4  6  '*^7  8  11  IJ  16  "^19 

4-7         +21         —4         —3         —9         —28         —15         4-29         -4-24         -^27         4-31 


tr  or  07  QT  tr 

11  24  J8  43  4t 

—20         4-14         —19         4-2         4-11 


Normen  complexer  Zahlen  in  w. 

N(w^  4-  w'®  4-  w")  =  67  .  373  ,         N(l  -f-  w)  =  17  .  1597  , 
N{1  —  w)  «  N(w)   =  3571  (p   =  85m  -f-  1)  . 


in,  6.    j?  =  85m  4-  18  ,  —  33  :     103,     137,     307,     443,     613,     647,     953  ; 

tr^  =  w''4.a;"'-4.tt;-"'^4-w-"'*  =  —  w"»*,  17te  Einheitswurzeln,  wesshalb  vor- 
stehende Primzahlen  auoh  hier  keine  andern  Primfactoren  haben  als  die  Prim- 
zahlen p  =  17m  4-  1  (vgl.  X  =  17,  I). 


*}     Hier  ist  tzr,   die  absolat  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems 
w^  4-  tTjj  =  —  (w"  4-  oy*®)  ,  aTjOTjg  =  3  —  (oy"  4-  w^®)     (mod.  p). 

44. 
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IV.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
8  achtgliedrige  Perioden  und  zwar  mit  4  Fällen: 

IV,  1.    j>  =  85//1  4-  2  ,  4-  8  ,  4-  32  ,  —  42  : 
2,     43,     257,     263,     383,     433,     773,     797,     937,     967; 
T^  =  u;'-  4-  ^'"'  +  w*'"  4-  tt*'-  4-  '^^^'  4-  t«"''  4-  u>-*'''  4-  üü""''  ,     n(tr^)  =  16  .  101  ; 

(Tj^  die  achtgliedrigen  Perioden  der  17ten  Einheitswurzeln,  w^^^  =  —2; 


'{  =  —24-  2Wj  4-  Wj  4-  2tr,  4-  ^^^ 


i^n  =  7  —  2(rj  4-  OT^  4- 


w 


S1 


^1^9  ==   —  3  +  OTj  4-  2tir^j  4-  2tP,y   II.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


tTj  ^  —7, 
=  4-13, 


tr. 


ar 


31 


0?      ^  —  6  . 


29 


für  />  =  43  (beispielsweise): 

—  4  ,  tr^  ^  —  3  ,  (Tjj 

ir„  =  4-  4  . 


=  -19, 


ar 


„  =  -20, 


Normen  complexer  Zahlen  in  S?  • 

iV(l  4-  2aTy  4-  2tp,)  =  43  .  46867  ,  xV(l  4-  2!r)  =  101  .  1871 ,  N(l  +  w)  =  256  , 

N(l  —  tr)  =  4096  . 


IV,  2.     p  =  85m  —  2  ,  —  8  ,  —  32  ,  4-  42  : 
53,     83,     127,     223,     467,     587,     593,     733,     757; 


4r 


-8r 


iSr 


OT^  =  iü*'  4-  W''  4-  oü  ''  4-  w"  ''  4-  (*i    "  -f-  «<y 


-aar 


4-  t« 


-air 


4-  ÖL' 


43r 


n(w^)  =  4  .  149  ; 


tTj^  wie  IV,  1,   sowie   w^^^  =  —  2  ;         trj  =  —  2  4- 2trj  4- 3»^  4- 2»^^  , 
^1^3  =  8  4-  tTjj  4-  2trj  4-  Sw^  4-  tr^  4-  tr^^ . 

Congruenzwurzeln  mod.  p**) 

für  p  =  53  n>^ispiel8 weise) : 


w. 


tr. 


tF. 


1  ''a  "3  "6 

4-8         —15         4-4         4-8 


7 
12 


tr. 


w. 


9  14  "It 

—24         4-19         —11 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(w^  —  w^)  =  16  .  17  .  53  ,  iV(4  —  OTj)  =  4  .  53  .  223  ,         N{1  —  2tr^  —  ar^)  =  53?89  , 

N{1  4-  07)  =  1871 ,  iV{l  —  tr)  =  101  . 


*)     Hier  ist  w^   die  absolut  kleinste  Wurzel  eines  Congruenzensystems,  dessen  erste 

tr   4-  OF   4-  tr     4-  tir      ^=  —  tr        (mod.  »). 
1  ^^      9  ^^      13  ^^      Sl  IS      ^  '^' 

**)     Hier  ist  w  j    die  absolut  kleinste  Wurzel  eines  Systems  von  4  Congnienzen,  deren  erste 

tr^  4-  otTj  4-  tTg  4-  tTjg  as  —  w^^     (mod.  p). 
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n  =  85 
IV,  Z.     p  =  85;H-f-9,4-19,  — 26,  — 36: 
19,     59.     179,     349,     359,     389,     569,     739,     859; 
w.  =  u,»-  4-  w»'-  4-  w-*'-  4-  w-'*'-  4-  w"'-  4-  ou""''  4-  w"''  4-  w^''' ,     n(tr^)  ==  1871 ; 

oTj^  wie  IV,  1  u.  2,  oTj^^  =  4(w"''  4-  w^'O  =  ^3}iir »  Pcrioden  der  5ten  Einheitswurzeln; 

wj  =  —  2  4-  tFj  4-  2Wjj  4-  Wjy ,  tr^w^  =  7  4-  «r^  —  ^w^j   u.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.  *) 

P  W^  IT,  07,  W^  W^  tTg  Wj,  «T,^ 

19         4-2         —  3         4-7         --5         4-5         —  6         —  2         4-3 
59         —12         —20         —12         4-15         —16         —26         —26         —20 

Normen  complexer  Zahlen  in  u«. 

N(2  —  w^)   =  19  .  349  ,  N(2  4-  w^,)  =  19  .  389  , 

N(w^  4-  oTg)  ==  9  .  19  ,  N(w^  4-  Wj,)  =  81 .  19'  , 

N(l  4-  tr^  +  w"  4-  w^*)  =  9  .  16  .  19  ;  N(w^  —  w^)  =  N(w^  —  w^^)  =  59*  , 
iV(Wj  —  Wj,)  =  17?59  ,  N(l  4-  tr)  =  2311  , 

N{1  —  ot)  =  2741  . 


IV,  4.     p  =   85m  —  9  ,  —  19  ,  4-  26  ,  4-  36  ; 

tr^  =  a;''4-w-'''4-w-*'-4-oü"''4-w"''4-üu"''4-w'"'4-w-"'',  n(w^)  =  256; 

w^r  ^6  IV,  1—3,    Wjy^  =  8w"'',    5te  Einheitswurzeln; 


tr 


w. 


^  =  6w^'  4-  w,  4-  2«7y  ,  tFjW^  =  5  4-  OTj  ,  tr^ar^  =  —  4w*' , 

.66 


jWj  =  8w  '  4- 4a7j  4- 3trj  ,  ^i^n  =  —  4;  ^1^34  =  ^^^is  ^l«  8*  W« 


*)     Hier   ist    or,   die  absolat  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Warzeln  zweier  Systeme 
Ton  je  4  Congnienzen,  deren  erste : 

Wj  4-  Wj  4-  op^  4-  Wg  ^  —  oT^j ,  Wj  4-  a^^  4-  tTg  -h  w^^  ^  —  (w'*  4-  w*^)     O^od.  p). 
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Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  sämmtliche  hierher  gehörige  Primzahlen  p). 


p 

151 

07 
1 

—  40 

—  5 

+  31 

«^4 

+  7 

«^6 

+  21 

—  54 

+  56 

14 

—  15 

281 

4-  49 

—  90 

+  50 

+128 

+  79 

+  4 

—  1 

+  63 

331 

—159 

+  144 

—  46 

+  85 

+  35 

+  37 

—  18 

—  77 

461 

-f-  88 

+114 

—  89 

—  93 

+  5 

—  4 

+  1 

—  21 

491 

-f-  74 

-f-207 

+  83 

+109 

+  36 

—  32 

—184 

+199 

631 

-f-  30 

+216 

+222 

—312 

+  89 

+  136 

+167 

+  84 

661 

—196 

+224 

+  59 

—274 

—275 

+  31 

—256 

+  27 

971 

—  60 

+428 

—363 

—337 

—291 

—  189 

+298 

--466 

p 

151 
281 
331 


1  4-  tr^  —  üü^* 

1  +aTg 

1  +  «Tj  +  üü^* 


y^trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
P  /(»,) 

Aat         1  •» 


—  oy 


34 


P 

461 
491 
631 


1  —  tF 

8 
1  +  tTj  +  w" 

3  +  OTj  +  tr^  +  öü^' 


P 

661 
971 


/(^i) 


1  —  w^  —  öy 


68 


1  +  w^  —  2 


ÜÜ 


S4 


V.    p  zum  Exponenten  16  gehörig. 
4  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

V,  1.    ^  =  85m  +  3 ,  +  7 ,  —  12 ,  —  22 ,  —  23 ,  +  27  ,  —  28 ,  —  37  ,  nämlich : 

3,         7,       73,     173,     197,     227,     233,     347,     367,     397,     487,     683,     733,     827,     853,      857, 
877,     907,     911,     983,     997; 

OT^    =    Oü'^  +  üü"'  +  Oü^'"  +  Oü"''  +  üü"*'"  +  w" 


--"-  4.  0,-«'-  +  oü-"'-  +  w"''  +  uj-'"-  +  «-»•" 


-,.  uj^-  ^  c«"'-  +  w-"^  +  w"'"  +  w-"^ 


tr,^  =  —  1  , 


OT 


.,r  =  -*; 


w\    =   —  6  —  OPj  +  4txr^  , 


W.W.  =  — 4  —  2tr.  —  3tr- ,         a^,tr.   =  15  +  2o7_  +  2aT    ; 

Gleichung  der  Perioden  w^:      or*  —  o?' +  iior' —  lOlor  +  171  =  0. 


*)     Hier    ist   ot^  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congraeuz  w^v^*  =  w^^  (mod.  p),  so- 
wie als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems  «t    +  or    ^  —  w*^  , 
(mod.  v)  und  eines  zweiten  von  4  Congruenzen,  deren  este  nr    +  «r   +  m   4-  (|t    s 


07   V 
**'l^S 


—  4« 


17 


—  tp^     (med.  p). 


ool 


n  =  85 
Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 


3 

w 
i 

0 

+1 

«^4 
-f-1 

*8 
—  1 

73 

w 
1 

—  7 

TT 
J 

—36 

«^4 

-J-23 

«^8 

+21 

7 

+2 

+3 

—2 

—  2 

Normen  complexer  Zahlen  in  uf . 

JVi(a7^)  =  9.19,  iV(l+a7g)  =  3.5.19,  iV(l  —  w^) 

N(l  +  307^)  =  7  .  2383  ,  A^(2  —  w^)  =  7  .  3  =  N(S  - 

N{2  +  tr^)  =  3?7'  ,  N(l  —  2tr,)  ==  27  .  73  . 


=  81, 


V,  2.     J9  =  85w  —  3  ,  —  7  ,  +  12  ,  +  22  ,  +  23  ,  —  27  ,  +  28  ,  +  37  ,     nämlich 
23,       37,       97,     107,     113,     163,     167,     193,     267,     277,     313,     337,     503,     547,     607,     617, 

653,     673 ; 


9r 


w^  =  w**  +  w~  *"  +  w  **  +  a; 


.-»7r 


.-*r 


iSr 


+  W-"^+W*''^+Oü 


-86r 


.«»r 


.I6r 


+  t«'*'^  +  W*'"'  +  C<ü"'^  +  W 


37r 


.-J6r 


+  w-^'-  +  w"'-  +  w"*-  +  w^'''  +  o;"'-  , 


w 


j^  =  —  1 ,       Wjy^  =  —  4  (beides  wie  V,  i.) ; 

wj  s=  — 6  +  2tir^  +  3Wj' — 2aTj  ,         ^j^,  =  — 6  +  3Wg  ,         ^{^z  =  15  +  20(7^  +  2ocrj  ; 

Gleichung: 

tr*  —  tp'  +  llocr'  +  69»  +  171=0. 


Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.  **) 


23         — 1 


+5 


w. 


ar. 


3  6 

+  11  —4 


w. 


w. 


w. 


1  J  "J 

37         —5         —15         —6 


07 
6 

—  10 


N(i  +  w^)  = 
iNr(i  -  w)  = 


Normen  complexer  Zahlen  in   w  - 

=  5  .  23  ,  N(l  +  2aTj)  =  23  .  97  ,  N{1  —  w^  +  w^)  =  37  .  23  ; 

251  ,  N(w)  =  9  .  17  ,         iV(2  +  tu)  =  101  ,         N{'2  —  w)  =  19*  . 


*)     Hier  ist  07  j   die  absolut  kleinste  der  4  Congruenzwurzeln. 
**)     Hier  ist  w^  die  absolut  kleinste  der  4  Congruenzwurzeln. 
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n  =  85 
V,  3.     p  =  85m  —  6  ,  -  11 ,  4-  14  ,  -f-  2i  ,  4-  29  ,  —  31 ,  4-  39  ,  —  41 ;     nämlich: 

29,     79,     109,    139,    269,    379,    419,    439,    449,    479,    499,    619,    709,    719,    809,     839,     929; 


tT-  =  a;-hw        -f-üü        -f-e«;        -f-w        -f-w  -rw         -f-  w 


-+-  W         -f-  Oü  +  Oü 


.39r    ,     .   -Ar    ,     ..24r    ,     ..J6r    .     .14 


tt'       4"««        4-w       -t-w       +00, 

Gleichung  der  primitiven  Perioden: 

tr*  —  op'  -f-  21»'  —  21w  4-101  =  0  ; 

w\  =  —  8  4-  tTj  4-  2(ry  4-  6(ou"  4-  w**)  ,         w^w^  =  4  —  tr^  4-  w^^  ,       tr^tr^  «=  9  —  ^tr^y 

Congruenzwurzeln  mod.  jp,  z.  B.*) 


29         —4 


tr. 


"^4 

r 

P 

^1 

tr 

8 

«^4 

«'t 

+  10 

—  1 

79 

4-11 

—  13 

4-19 

—  16 

Normen  complexer  Zahlen  in  ir^ . 

A"{1  4-  tr^)  =  N(rr^  —  tr^)  =  A'(2  —  2w^  —  tr^)  =  5  .  29  ,         N(2  4-  tr^  4-  «r^)  «=  6  .  79  , 
N{1  —  tr)  =  A'(tr)  =  101  ,  A\2  4-  tr)  =   151  ,  N{2  —  tr)  =  251  , 

Ar(l  —  tTj  —  2Xj)  =  2311  . 


V,  4.     j^  =  85we  4-  6  ,  4-  11  ,  —  14  ,  —  24  ,  —  29 ,  4-  31 ,  —  39  ,  -4-  41  ,     nämlich: 

11,       31,       41,       61,       71,     131,     181,     211,     241,     401,     431,     521,     541,     571,     601,      691, 
751,     811,     881,     911,     941,     991; 


tTy  =  0ü4-w      -f-  (ij       4"W  4-0-'       4"W       -i-  uj        4-t* 


(fj       4-  w      4-  fiy 


ou 


-»»r 


4-w        4-w         4-*«       4-fly  =  —  w 


d.  h.  die  primitiven  Perioden  reduciren  sich  auf  die  5ten  Einheitswurzeln  und 
daher  haben  vorstehende  Primzahlen  p  auch  hier  keine  andern  Primfactoren  als 
die  2?  =  5m  4-  1  (vgl.  X  =  5,  I). 


*)     Hier  ist  tr^   die  absolut  kleinere  Wurzel  des  Congruenzensystems 

Wj  4-  tr^  =  —  i,^  ,  WjW^  =  9  — 4*^^^    (mod.  p). 
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n  =  87 

I.     2>  =  87/11  4-  1 : 

349,     523. 

56  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

S6      55  •    SS      Sa  I    50      49  ,47      46  ,    44      43  •    41      40  •    38      39 

4-t(ü     — üü     4-w     —  fy     4-w     —  Oü     4-tt'     —  t«     4-w     —  w     4-tt'     —  üu     4-w     —  w 
4-  w^*  —  w"  4-  oü"  —  oü"  4-  £«-•"  —  w"  4-  w'  —  w^  4-  c«*  —  w*  4-  c«'  —  w  4-  1  ==  0  ; 

^wodurch    die    nichtprimitiven ,    d.  h.   die   29ten   und   3ten  Einheitswurzeln,   sich 
eliminiren,  oder  durch  die  beiden : 

oü"  4-  oy"  4-  1   =0     und     oü^*  4-  et'®*  4-  w^®  4-  .  .  .  4-  oü®  4-  w'  4-  1  =  0  . 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
28  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     j9  =  87iw—  1 ; 

tr^  =  w'*  4-  w"'* ,  n(aT^)  ==  1 ,  w^Wj^  =  tr^t-i  +  ^k+i  5 

nichtprimitiv:  tFjy  =  »'''4-««'"''',    zweigliedrige   Perioden    der    29ten    Einheits- 
wurzeln, w^^r  =  —  1 . 


45 
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n  =  87 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

173 

^1 
—  51 

^2 

-f-     4 

^4 

-f-  14 

tr 

5 

42 

tr 
—   15 

^8 

-H  21 

tr 

.10 

—   76 

^11 
—  57 

^11 
—  37 

tF 
^14 

4-  50 

347 

-f-127 

+  165 

-f-157 

-♦-152 

-H  88 

-H  10 

—  147 

—  72 

-1-124 

4-108 

521 

—  28 

—260 

—  132 

-H  35 

—  257 

-♦-229 

-♦-181 

-h  45 

-hl86 

—  120 

P 
173 

tr 

16 

—   80 

^IT 

4-   19 

tr 

19 

—     6 

tr 

20 

—  16 

tr 

22 

—  40 

«^23 

4-     7 

^25 

4-  71 

tr 

26 
—    17 

tr 

28 

4-  76 

w 

31 

4-  65 

347 

-f-  98 

—  105 

—  34 

-f-  93 

23 

4-155 

—  150 

4-106 

—  136 

4-103 

521 

—  182 

—  162 

—129 

—  64 

—  61 

—213 

—204 

4-208 

—  190 

4-149 

P 
173 

tr 

32 
—       3 

4-  13 

tr 

35 

-    59 

tr 

*8T 

4-  22 

tr 

38 

4-  34 

tr 

40 

4-  81 

«^41 

4-  47 

48 

4-  41 

347 

—  114 

—  81 

4-130 

—  57 

4-113 

—  28 

4-  80 

—  167 

521 

—222 

-f-192 

4-  19 

—  66 

—  33 

—  74 

4-  40 

4-  72 

/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     N/Qr^  =  —  j>. 


P  /(tr,) 

173       1  — tr. -f-tr 


IT 


P 
347 


/K) 
1  -  tr^  4-  tr,^ 


P 
521 


/(t^,) 


1  4-  tr     4-  tu 

^^      10  ^^      1« 


*)     Hier  ist  oTj  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Cüngmenzensystems 


tr    -t-  tu 

1  ^^       28 


—  ar 


30 


^1^28 


—  1  4-  Wjy  (mod.  f>). 


Die  Congruenzwurzeln    für  tr,,  in  X  =  29,  IL,  wo,  was  hier 


w 


tlT^  ,       W. 


3  >       *"6  »       '"S  » 

resp.  heisst: 


tr 


12 


»7,» 


tu 


15 


tu 


18 


tr 


21 


U 


24 


tr 


2T 


»       ^30»       ^38»       '*'86 


tr.^     tüjj ,     tr 


A%  » 


*?6  >        *^12  '  ^Z  » 


10 


r. 


'11 


♦Jy  >  *?4  >        »? 


It 
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n  =  87 

n,  2.     p  =  87m  4-  28  : 

463,     811  ; 


ar^   =  üü»'  4-  a;"'" 


ar,^  wie  II,  1,  w^^r  —  2w^^'',  (dritte  Einheitswurzeln);  Tl(fr^)  =  l; 

w\  =  2a;"  +  OTj  ,  rr^w^^  =  2  +  aj^^  ,  tr^aj^^  =  2a7,^  U.  S.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

ffir  /)  =   811  (beispielsweise): 

P  w^  w^  tr^      fp^  Wj  tTg     tr^^     tr^^      w^^  w^^ 

811   +115   —  11   +383   —399   +178   —362   —304   +211   —  76   —205 


P 

811       +386       —298       —254       —161       +192       +34       —  22       —144       +113       —102 


TT 

W 

tr^ 

CCT- 

tr^ 

tr  . 

W 

OT 

07 

IT 

80 

83 

86 

31 

»4 

37 

40 

43 

46 

P  (XT  HT  dT  QT  nr  or  ät  ht 

49  58  SS  S9  68  65  68  71 

811       +188       +231       +156       +344       +109       +201       +  85       +224 


Normen     complexer  Zahlen  in  i. 
N(l  —  tTg  —  tTjy)  =  811  .  8467  ,  N{1  ±  (t)  =  Num  (log  5  ,  04  .  .  .)? 


II,  3.     j9  =  87m  —  28  : 
59,     233,     929 ; 

w^  =  oü'-  +  oü-"'-  =  -a;'^^ 

29  te  Einheitswurzeln,   wcsshalb   vorstehende   Primzahlen  p  auch  hier   keine   an- 
deren Primfactoren  haben  als  die  p  =  29m  +  i  (vgl.  X=  29,  I). 


*)     Hier    ist    w^    völlig    bestimmt    durch    die    lineare   Congruenz   w^w^^  ^=  or,Q  (mod.  />), 
sowie  als  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems  tr   +  tr      ^  —  tr     ,        tv  tr      ^  2  +  tr      und 
eines  zweiten  von  14  Congruenzen,  deren  erste: 
tFj+ay^+aTy+ay^^+trjj+aTjj+trj^+ay,y+ay^^+aT^j+tr^j.+w^j+aTjj+ayjj  ^  —  ou*'     (mod.  p), 

45* 
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n  =  87 

III.     p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
14  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  1.    p  =  87m -+•  17,4-41  : 

17,     41,     191,     389,     563,     887,     911; 

n(tr^)  =  41%    7^3^  =  c«''--f-a;"'"-hu;"'-+u;'''  ,  Viergliedrige  Perioden  der  29ten  Ein- 
heitswurzeln, !r.^j^  =  —  2  ; 

rrl  =  2  4-  tTj  +  2w^^  ,  v^w^^  =  4  —  tr^g  +  w^^  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p*)  z.  B. 

/>  ^j  0^3  «^4  ^5  «Ty  tr,  w^^ 

17         —  6         —  4         —   1  +7         +6         +4         —  2 

41         -f-16         4-13         4-3         —  5         —  2         —11         —18 


l'  ^11  ^'li  '^JO  ^23  ^40  ^46  ^55 

17         4^7         —  2         4-7         —  6         4-6         —  8         —  7 
41         —12         4-17         4-17         4-13         —  8         4-19  0 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Für  ^  =  41  ist  das  Quadrat  des  idealen  Primfactors  /*(tr^)  =  w^^ . 
Femer  ist  iV(14-tr^)  =  17.563,        N{i—w)  =  2029     (p  =  87m  4- 28). 


III,  2.     JD  ==  87m— 17,  — 41: 
157,     307,     331,     839,     853; 

w^  =  üü''4-w-^''-4-ci;"''4-w""%   • 
n(tr^)  =  1,    oTj^  wie  III,  1,  Wjj^  =  4üü"'',  3te  Wurzeln; 

w\  =  4c«=''  +  tr,  +  207^^  ,  tr^tiTj^  =  4  4-  2w^^  4-  tr,^  ,  tr^tr„  =  4tp„ 


•)     Hier  ist  w^  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Systems  w   -i- o^..  ^  —  w     , 
gygr      ^4  —  tr     4-w     .     Congruenzwurzeln  für  die  or  ^  bei  X  =  29,  III,  wo,  wa«  hier 

«^3»       ^6'       ^9»       ^18'       ^18'       ^24'       ^83      ^"'**' 

resp.  bezeichnet  ist  mit      ,,^  ,      '^i »     »^s  »       »»a  »       *»6  '        *'i »       *»4  * 
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n  =  87 
Congnienzwurzeln  mod.  p,*)  z.  B. 

P  tTj  (Tg  tr^  Wj  Wg  tr^j  tr^3 

157         —45         -f-  4         —28         —  2         4-8         4-16         —  51 


p  üj  tJCT  0?  ocT  tr  tr  ät 

-^  14  ir  26  31  37  43  63 

157         —57         —69         —24         —52         4-53         —44         —22 


Normen  complexer  Zahlen  in  i. 

A^(l  4-  ar^3  4-  tTj,)  =  157  .  2089  ,  N(2  4-  tr^)  =  157  .  2551 , 

N(l  4-  tr)  =  2029  ,  N(l  —  tr)  =  1549  . 


IV.    p  zum  Exponenten  7  gehörig: 

p  =  87m  —  5  ,  4-  7  ,  4- 16  ,  4-  25  ,  —  35  ,  —  38  ,    nämlich : 
7,     103,     139,     181,     199,     223,     277,     313,     373,     397,     487,     571,     661,     691,     877,     919  ; 

8  siebengliediige  Perioden: 

ar^  =  au'-  4-  W*'"  4-  w"»*  4-  u;""'"  4-  w"'*  4-  f^'"  +  u;""'- ,       n(tr^)  =  23*  , 

w^,  =  «"•  4-  w"^  4-  oü*»'^  4-  w"^'-  4-  oü"'  4- 1^'^''  +  u;^*" ,      siebengliedrige     Perioden     der 
29ten  Einheitswurzeln,  w^^^  =  7u;"''  (3te  Wurzeln); 

wj  =  3Wj  4-  SoTg  4-  207^^  ,  tTjtTj  =  5  —  «^3  —  ojjj  ,  tr^tTg  =  —  1  4-  tr^  4-  2Wg  , 

tPjay,^  =  -  2  4-  tr,  —  207^  ;  tP^w^,  =  7w^^  u.  8.  W. 


*)     Hier   ist  or,   völlig  bestimmt  durch  qt  ck;''  ^  w     (mod.  />),   sowie   als  gemeinschaftliche 
Wurzel   des  Systems :    m   4-  tr      ^  —  or     .  tr  07      ^  4  —  w     4-07      und  eines  zweiten  von 

j  Wj  -r  w^g  *13»  1     46  18  ^^       24 

7  Congmenzen,  deren  erste:  «7^  4-  oj^  4-  07^  4-  tr^,  4-  «r,^  4-  07,^  4-  tr^,  ^  —  w        (mod.  jd). 
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n  =  87 
Congrueiizwurzeln  med.  j>*) 

für  p  =   7. 


tr     = 
1 


tr 


10 


3, 
3, 


tr 


o 


19 


=  4-3, 


'.  =  ~1' 


20  ' 


X,  =  +3, 


tr,  =  4-  2  , 


A'(l  4-  rr^) 
^Vi~^io) 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

7  .  181  ,  A>.,  4-  tr^)  =   7*  ,  A'(2  -f-  tr J  =   7  .  277  , 

7:29^ ,  N(i  -  tr)  =  srö*-* ,  N(w)  = 


23^. 


V.     p  zum  Exponenten   14  gehörig: 
4  vierzehnglieclrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,   l.     p  =  87?«  4-  5  ,  —  7  ,  —  16  ,  —  25  ,  4-  35  ,  4-  38  ; 

r     ,         S'"     I         -5r     I         38/"     •         16/'     •     ,    — 7r     ,     .    —35/*     .     ,    —r     ,  — 5r 

op^  =  CA'    4-  £<t'     4-  £«■       4-  w       4-  cw       4"  £*^'        4-  ft'         4-  ^t-      4-  w 


-25r 


cc; 


tt-'s-'  +  u,."- 


Ot,' 


-38/- 


ct- 


J5r 


Wui'zeln  der  Gleichung: 

tr*  —  tr*  —  2ötr'^  +  67tr  —  35  =  0  ; 

tTj^  die  vierzehngliedrigen  Perioden,  der  29ten  Einheitswurzeln, 

trj  =  10  —  4trj  4-  tPj  4-  2tr^  ,         tr^tr^  =  —74-  4arj  ,         tr^tr.^  =  —  2 

Congruenzwurzeln  med.  ;;.*) 

(Für  sümmtliche  hierher  gehörige  Primzahlen  p). 


tr        = 


4-tr3  4- 


— ' ; 


2x    4-  T 
1  ^^      3 


p 

5 

^1 
—  1 

tr 
—   1 

^4 

—  2 

^8 

0 

71 

4-  8 

—  14 

4-  23 

—  16 

149 

—  34 

4-  57 

+  47 

—  69 

167 

—30 

—  22 

—  60 

—  54 

179 

—20 

4-  60 

4-  56 

4-  84 

353 

4-40 

—  148 

+  112 

—  3 

383 

—  4 

—  103 

4-147 

—  39 

P 
419 

"-1 
—  35 

tr 
—  189 

^4 

4-208 

tr 

8 

4-  17 

593 

—  184 

277 

4-209 

4-253 

647 

—  64 

4-  47 

—272 

4-290 

701 

4-  25 

4-152 

4-  71 

—247 

821 

—208 

+  67 

—  240 

-f-382 

863 

—  103 

4-  93 

4-133 

—  122 

941 

4-  85 

4-217 

-f-  97 

—398 

*)     Hier  ist  tr,    völlig  bestimmt  durch  tr,w^*   =  tr,2   (mod.  ;>),  sowie  als  gemeinsohaftliche 

Wurzel  des  Svstems :     ijr    ~u  ^      =  —  w     .         tr  tr      =  —  2  4-  tr    —  2or     und  eines  zweiten  vou 

1  ^^     so  —        '^'34'  1^20  —         -  ^^ '^a  6 

4  Congmenzen,   deren  erste  tr    4-  tr    4-  tr     4-  «*      ^  —  t«        (mod.  p),   —    IKc    Congruenzwurzeln 
für  tr,r  stehen  bei  X  =  29,  IV,   wo,  was  hier  tr,  ,  oUg  ,  tr,  j  ,  ar,^  ,    resp.  heisst:  »j^  ,  »jj  ,  »jj  ,  i;, . 

**)     Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Systems 


TU    4-  tr    =  — 

Wj   -T-  w^ 


tr. 


tr 


jtr^  ^  —  7  4-  4txrj     (mod.  p). 
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71  =   87 
V,  3,     p  =  87m  —  4  ,  —  13  ,  +  20  ,  —  22  ,  4-  23  ,  —  34  ;        nämlich  : 
23,       53,       83,     107,     197,     227,     239,     257,     281,     401,     431,     509,     587,     683,     719, 
761,     857,     953,     977  ; 

tr^  =  -  ('jj'*'  -h  c^-'""  +  :««''"  -h  c,/''^  4-  uj'"^  +  oü'*"^  +  ot-"0 ,  die  siebengliedrigen  Perioden 
der  29ten  Einheitswurzeln,  wesshalb  vorstehende  Primzahlen  auch  hier  nur 
die  Primfactoren  (>.  =  29,  IV.)  haben. 


VI.    p  zum  Exponenten  28  gehörig, 
2  achtundzwanziggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VI,  1.   p  =  87m  4-  2  ,  +  8  ,  —  10  ,  -+-  11 ,  -+-  14  ,  —  19  ,  4-  26  ,  —  31 ,  -h  32  ,  —  37  , 
nämlich : 


—  40 ,  —  43  , 


2,       11,  47,  89,  101,  113,     131,     137,     251,     263,  269,     293,     311,     317,     359,     443, 

449,     461,  467,  479,  491,  509,     569,     599,     617,     641,  653,     659,     677,     743,     773,     797, 

809,     827,  839,  881,  947,  971,     983; 

r     I  ..ar  ,     .  .4r  ,     .   8r  ,     .  .16r     ,     .  .J»r     ,     ,    -Sl''     .     .41''  ,     .    -ir     ,     .   -lOr     ,     .  .-80r     .     .    -40'- 


OT^  =  w'^  -f  c*^      -f-  ('J      -h  UJ      4-  (Jo'      4-  w*''  4-  ci;-"'  4-  oy'*'  4"  w""'  4-  w"*"'  +  w 


(« 


W4-ÖÜ       4-'*'       4-^  4-w       4-w  4-w       4-^*-'       4-w  4-w       4-w       4-w 


cw  4-  w       4"  t«       4"  <«        I 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr'*  —  OT  4-  22  =  0  : 


(xr_  =   —  1  , 


a/- 


P 
2 


^,9r    =    —  14  . 


Congruenzwurzeln  med.  jt>,  z.  B.*) 


07.        W 


5 
0 


11 


OF 


l 
1 


(T 


5 
0 


P 

47 


TT 


tr. 


1  "5 

9  —8 


P 
89 


i 
13 


s 
—  12 


•)     Hier    ist   w^   >  0  und  <ip  (resp.  =  ^p  für  ;>  =  2).     Für  p  =  11  ist  »i  ^  —  21, 
für  p  =  47  o?!  =  9  4-  22p  (mod.  p«). 
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J.    p  =  91m -+•  1  : 

547,     911. 

72  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

—  oy"  +  w"  —  u,^*  +  oü"  —  üü*  +  w'  —  w  +  1   =  0 , 

wodurch   die    nichtprimitiven,    d.  h.    die    13ten  und    7ten  Einheitswurzeln,     sich 
eliminiren  lassen,  oder  durch: 

und         üo^*  4-  c«^^  4-  w'°  +  w"  -h  w*^  +  w*®  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w'  4-  1  =  0  . 


II.     ji  zum  Exponenten  2  gehörig. 
36  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     p  =  91Wi--  1 , 
w^  =  w''  4-  w-'' ,         n(tr^)  =  1  ,  w^w^  =  tr;t-i  +  «^Jk+i  > 

nichtprimitiv:    0?^^  =  w^'" 4- w"^'" ,    die    zweigliedrigen  Perioden   der   ISten    und 
w^^r  =  w"'^  4" 'jy"^'''  desgleichen  der  7ten  Einheitswurzeln. 
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p 

181 
727 


w 


1 
23 


w 
j 

—  16 


+143       4-  91 


n  =  91 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

TP  W  OT  OT  OF 

a  4  »  6  8 


79 


6 

—  66 


—  29       +73       +79       —  66       +78 
—216       +282       —170       +126       +279 


w 

9 

—  48 

—  101 


w 

10 

+  85 
—182 


+  12 

+247 


p 

181 

«^11 
+  10 

—  61 

—  72 

^17 

+  34 

—  51 

19 

+  60 

^10 

—  17 

«^11 

+  39 

w 
II 

—  84 

^14 

—  83 

727 

—120 

—151 

+  50 

+  31 

+  21 

+  64 

—320 

—  61 

+  24 

—142 

p 

181 
727 


w 

15 

—  15 


w 

27 

—  38 


tu 
f» 

+  80 


w 

10 

—  82 


w 


II 
25 


tu 
11 

—  67 


+  26       +161       +  85       +262       +304       +317 


tu 

+  63 
—  47 


w 

14 

+  68 
+238 


w 

16 

+  65 
—288 


w 

17 

—     6 
—253 


p 

181 

w 

18 

—  22 

w 

40 

—  75 

«^41 

+  42 

«^41 

+  9 

«^44 

+  71 

w 

4S 

—  5 

727 

—268 

—109 

—  53 

—194 

+  84 

—153 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p ;     N/(w^)  =  —p. 


P 

181 


A^,) 


1  —  tu     —  OF 

1  18 


p  A^^) 

727       1  —  tF.  —  tr 


14 


^     Hier  ist  m^  die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme, 
det  einen  von  6  Congmenzen,  deren  erste: 

tF+tr     +(r     +t3tT     +tiT     +tr      ^=  —  w     .  (mod.  p), 

des  anderen  von  12  Congruenzen,  deren  erste: 

tr+tr+tr+tr     +tif     +tr     +tr     +aT     +tr     +tr     +tr     +tiy«  g=s  —  w       (mod.  p.) 

Congmenzwurzeln  für  tr^,^  und  Wj^  bei  resp.  X  =  7,  II  und  X  =  13,  II,  in  letzterer  heisst,  was  hier 

■^T»    ^^M»    ^H>    ^18»    ^85»    ^42    ^^^P*    *lo  »    *1 1  »    *I4    *J|  »    'Js  »    *I6  • 

46» 
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n  =  91 
II,  2.     p  =  9l7n  -h  27  :     937  , 

au'-  +  o;"'- ,  n(a7^)  ==   1  ;         w^^  =  2w''" , 

tTjj^  wie  II,  1;      wj  =  2oü^''-f-Wj,         tr^oETg^  =  2  +  ajjj,         07^07^^ 

Congruenzwurzeln  mod.  j)*). 


tr«  = 


OET. 


tn. 


1  '  a 

937       4-410       4-389 


07, 


tr, 


tr. 


ro. 


tr. 


=  «"i.  • 


tr. 


—151       4-392       —413       —192       4-215       4-124 


tr. 


w. 


10  11 

—342       4-137 


p 

tr 

13 

tr 

15 

tr 

16 

tr 

18 

tr 

^19 

tr 

JO 

^« 

tu 

tr 

JS 

«9 

937 

—228 

4-307 

4-225 

—  31 

—  51 

4-455 

4-  81 

4-  38 

4-178 

4-351 

P 

tr 

30 

fE7,„ 
39 

33 

tr 

36 

tr 

37 

tr 

♦  0 

tr 

43 

46 

«^4T 

tZT 
SO 

937 

—460 

4-459 

—333 

—353 

-f-193 

4-431 

4-  32 

4-186 

4-306 

4-451 

P 

tr 

tr  ■ 

tr^ 

tr^ 

^^m 

ti^.. 

58 

5T 

60 

64 

6T 

74 

181 

—  131 

—252 

4-  57 

4-244 

4-247 

—  179 

11,3.     ^  =  91»l  — 27:     337,     701,     883. 

tr^  =  w'"  4-  w""*" ,         n(tr,.)  =  1  ; 
tUy^  wie  II,  1,   tr^j^  ==  2w^''"; 

w\    =    2w"  4-  tPj  ,  ^1^2T    ="    ^  +  ^28  » 


tr  tr 

1      13 


=  2tP 


14 


•)     Hier  ist  tüj    linear  durch  tr,w^^  r=  w,j  (mod.  p),    sowie  als  gemeinschaftliehe  Wuntel 
des  Systems  bestimmt 


w 


4-  tF       4-  tST        =    — 
1  ^^       40  ^^       53 


OÜ 


14 


tr 


tu     4-  tr    tJT     4-  tr    tr    =  —  2ou 

1     40     "^       40     53     "^       58     1    


'i8 


i   40    n  ^^  *" 


4S 


und  eines  zweiten  von  12  Congmenzen,  deren  erste: 


tr. 


+  ^6  +  ^^8  -♦-  ^15  +  °^20  +  °^23  •+•  ^29  +  ^36  +  ^43  +  ^51  +  ^57  +  ^^64    =    -  ^11      ^™^'^-    ''>' 


JV(1  4-  txr)  und  N(l  —  tr)  geben  nicht  genau  bestimmte  öziffrige  Zahlen. 


365 

n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 

P  W  W  W  W  W  W  W  W  W  W         ' 

337       —  95       —  90       —126       —116       —104       +  24       —128       +154       —  46       —  14 


P  ^15  ^16  ^17  ^18  °'l9  ^23  °^2*  ^25  ^27  ^29 

337       4-  89       —145       —   80       —     2       -f-156       —   10       +38       —  91       —  54       —100 


P  OT  tu  tXT  lU  QT  OtJ  tP  OF  tT  tX7 

r  Wj^  Wjj  i*;^^  Wjg  w^j  «/^^  v*.^j  «.^g  **j^  w«j^ 

337       —   13       -1-3       —  16       —  86       —  31        -f-  84       —149       -f-  83      '4-115       —  33 


^  ^55  "^58  ^61  °^68  "^71  ^81 

337       +156       —126       +34       +3       —145       —149 


Normen  complexer  Zahlen  in  w. 
N{i  —  tr)  =  158341 ,  N(i  +  07)  =  284831    (beides  p  =  91m  +  1) , 

N(Wj  —  Wjj)  =  337  .  Num  (log  5  ,  49  . . .)  . 


III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
24  dreigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

III,  l,     p  =  91m  +  9  ,  —  10  : 

191,     263,     373,     809,     919,     991. 

w^  =  o;'- +  oü"'"  +  a;-'^^ 

n(w^)  =  9.263;         oet^^  =  w^'"  +  w"'^  +  w**''' ,        dreigliedrige    Perioden    der    13ten, 
w^^y  =  oü*''' +  w^^'*  +  w"** ,    desgleichen  der  7ten  Einheitswurzeln; 

w    =  tr    +  2tr     .  w  w      =  3  +  w   +  w 


^     Hier  ist  w  j  yöUig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  07  ^  u  ^ '  :=  oo ,  ^  (mod.  f>),  sowie 
•Is  gemeinschaftliche  Wurzel  zweier  Systeme  von  je  6  Congruenzen,  deren  erste: 

Wj  +  tTj  +  tr^j  +  tr^j  +  ojgg  +  OTyj  ^  — üü  "     (mod.  f>), 
nnd     w^  +  oTjj  +  ro^^  +  ay^^  +  tr^^  +  or^^  ^  —  tr^^     (mod.  />). 


366 


n  =  91 
Congruenzwurzelu  mod.  p,  z.  B.*) 


p 

191 

«^1 

tu 
s 

—  13 

4-84 

«^4 

4-  51 

tr 
—72 

tr 

^6 

—  84 

—  20 

^10 

—  81 

263 

4-37 

—  82 

—24 

—     9 

—98 

4-118 

—105 

4-  68 

373 

4-65 

4-  1 

4-52 

—  159 

—  52 

4-137 

4-176 

—126 

P 
191 

tr 
u 

4-  48 

tr 

15 

—18 

tu 

16 

4-59 

tr 

^19 

4-  75 

tr 
4-59 

4-81 

^J4 

—  59 

^19 

—  60 

263 

—  56 

4-90 

4-  3 

—  12 

4-79 

4-49 

4-     6 

—  13 

373 

4-105 

—60 

—30 

—  163 

4-80 

4-46 

—  88 

4-148 

P 
191 

tr 
ao 

—59 

4-  66 

tr 
—  65 

w 

40 

4-69 

w 

46 

4-54 

^47 

—  95 

^41 

—  89 

4-66 

263 

—34 

—111 

4-  91 

4-93 

4-34 

4-122 

0 

4-18 

373 

—22 

4-     7 

4-107 

4-57 

—77 

~  54 

4-164 

4-60 

Normen  complexer  Zahlen  in  t^. 

N(l  —  tr,)  =  81  .  373  ,  N(i  -f-  tr)  =  9  .  8999  ,  ^^49)  =  9  •  263  , 

N(w^  +  w^)  =  191.^,       -^(o^,, 4- tr^ß)  =  263.0?,      WO  0?  nicht  genau  bestimmte 
5ziffrige  Zahlen  vorstellt). 


in,  2,     p  =  91W4-16,  — 17:     107,     347,     663. 
t«7^  =  w"  4-  w"''  4-  W"'' ,         n(tr^)  =  2549  ; 
Wj^  und  tr^j^  wie  III,  1 ; 

trj  =  tr^  4-  2tr„  ,  tr^tr^^  =  3  4-  tr^^  4-  or,,  . 


*)  '  Hier    ist    w^    eine    beliebige    (nicht   eben   die    absolut  kleinste)  der  3  gemeinschafdichea 
Wurzeln  zweier  Systeme,  des  einen  von  6  Oongmenzen,  deren  erste: 

tr   4-  tr   4-  tr     4-  w     4-  tsr     4-  tr      s=  —  w        (mod.  p) , 
des  anderen  von  12  Congnienzen,  deren  erste: 


Wj  4-  tr,  4-  tr^  4-  tTg  4-  w^^  4-  tr^,  4-  «r^,  4-  w^,  4-  tr,^  4-  w^^  4-  w^^  4-  w^, 


—  w 


so 


(mod.  p). 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.B.*) 


p 

107 

^1 
-h  62 

^3 

-h  34 

^3 

—  25 

^4 

+   14 

^5 

4-     4 

tr 

8 

—   13 

^9 

+   15 

tr 

10 

—  37 

347 

—   75 

^143 

H-  90 

—  56 

—  111 

—  30 

+136 

4-111 

P 
107 

w 
11 

—  27 

tr 

15 

—  37 

4-  51 

^19 

4-  21 

^20 

4-  34 

tr 

23 

—  28 

tr 

35 

—  44 

tr 

27 

4-  51 

347 

-lil 

4-138 

4-108 

4-119 

—  125 

23 

4-132 

—  162 

p 

107 
347 


^83 

4-  11 

4-  87 


w 


34 

36 


38 

4-  24 


4"   16         4-157 


tr 


43 

43 

4-115 


^44 

4-     2 
—  40 


w 

45 

4-     5 
—  33 


50 

4-  48 


tr 

55 

—   19 


4-62         -1-6 


N{1  4-  w)  = 
N(w)  =  2549 


Normen  complexer  Zahlen  in  c? . 

16  .  3623  ,  iV(l  —  tr)  =  16  .  1439  ,  N(2  —  w^^)  =  107  .  3259  , 

(^  ==  91m  4-  1)  ,        AV5  +  ^10)  =  ^'^'^ '  ^    (j^  ^'H®  ^  ziffnge  Zahl). 


tr^  =  w'•  +  w-'•'•4-w-''^ 


III,  S,     p  =  91m— 12,  — 38:         53,     79,     443,     599. 

rf(tr^)  =  4096;         tr^,  =  Sw^**,         tr^^^  wie  III,  1  «.  2  ; 


w    =  w 

1  2 


.28 


2tx7     •     tr  tr      =  2 ,     tr  tr      =  —  1  -4-  tr     .     tu  tr      =  2w     ,     tr  w      =  3w     . 

41  '  1     12  '  1     35  ^^       13  '  1     37  '  I      77  39 


*)     Wie  in  III,  1    ist   tr,    eine  beliebige   der  3  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme, 
des  einen  von  6,  des  anderen  von  12  Congrtienzen,  deren  erste: 

tr,  4-  tr,  4-  tiTg  4-  tr„  4-  ru^,  4-  tr^^  =  -  «r^,  , 

w,  4-  tr,  4-  07^  4-  tTg  4-  tTg  4-  tr, ,  4-  tr^^  4-  tr,,  4-  tr,^  4-  tr^,  4-  w^^  +  ti^^^,  =  —  tr,,     (mod.  />). 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 


p 

tr 
1 

3 

^A 

^5 

^6 

IT 
8 

«^9 

53 

—  16 

—  10 

—  3 

+  11 

—  2 

+  12 

—    1 

+  6 

79 

—36 

+34 

—21 

—  16 

—18 

+17 

+35 

+24 

p 

w,^ 

tr. , 

«r.. 

tr,. 

w, . 

tr 

tr 

w 

• 

10 

11 

11 

16 

17 

18 

30 

ja 

53 

+23 

+  4 

—20 

+  7 

+18 

—  13 

—  19 

+17 

79 

+27 

—  2 

—22 

+  3 

+33 

—20 

—38  • 

+30 

p 

OP.. 

tr^. 

^-, 

cp.« 

tr. 

tr.. 

tr  , 

tr.. 

A 

14 

35 

IT 

33 

34 

41 

46 

48 

53 

+21 

—24 

+22 

+25 

+  8 

—26 

+  9 

+  ö 

79 

+14 

+37 

36 

—25 

—   8 

—  1 

+20 

—10 

Normen  complexer  Zahlen  in  J^. 

iV(l  +  tTg)  =  53  .  79  ,  N(V  —  tr)  =  2009     (p  =  9lm  +  l)  ,         N(w)  =»   2^' 


in,  4.     p  ==  91;n  +  22,  +  29:         29,     113,     211,     659,     757. 
tr^  =  0;*^  +  to'"^  +  w""  ;  n(tr^)  =  729  ; 


tr^^  wie  in,  1  u.  2,     07^,^  =  3w"''; 


tr 


65 


^  =  tr,  +  2trjj  ,         tr^tTg  =  —  w     —  tr,  ,         tr^tr^,  =  3  +  tr^  +  tr^^ ,         w^tr,,  =  3tr 


14 


*}  Hier  ist  oTj    linear  durch  tv^u^^  =  tr,,  (mod.  f>),   sowie  als  gemeinschaftliche  Wand 
des  Systems  bestimmt 

und  eines  zweiten  von  12  Congruenzen  deren  erste: 

tTj  +  tr,  +  tr^  +  tPg  +  tüj^  +  w^^  +  tr^g  +  tü^,  +  tr,,  +  tr,^  +  tr„  +  tü^^  s  —  tr„     (mod.  p). 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.  *) 

P  tTj  ITj  tr,  tr^  OTj  Wg  tTg  07^ 

29         +3         —  3         —  8         +13         4-10         —  2         —11  +11 

113         —25         —12         +41         —50         +  3         +48         —49         +52 


P  ^10  "'ll  ^la  ^15  ^18  ^»0  ^3J  ^24 

29         —  7         —  2         +9         —14         +  8         —14         +  6         +10 
113         +11         —16         —  9         —29         —21         —28         +36         —  1 


^  ^27  ^31  ^IJ  ^36  ^3r  ^40  ^53  ^6> 

29         —12         —11         +12         —  1  +8         +2         —10         +  4 

113         +18         +34         —30         —26         +  7         —13         —22         —31 


Normeii  complexer  Zahlen  in  ^. 

-^0  +  «^jfi)  =  -^V"  +  ^^9)  =  29  .  113  ,  N(l  —  tr)  =  9829     (p  =  91  w  +  1)  , 

AV)  =  729. 


IV.    2^  2um  Exponenten  4  gehörig. 
18  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     ;;  =  91W  +  8,  — 34:     239,     281,     421,     463,     827,     967. 
w^  =  to''  +  ui^"  +  w-"'*  +  a-"'* ,         ri((r^)  =  1  ; 

Wjy  ==  w^''  + w'*'"  + tt.'"'*  +  et'""'*,  viergliedrige  Perioden  der  13 teil  Einheitswurzeln, 
«^iir  =  ^w"»-    (7te  Wurzeln); 

trj   =  4a."  +  u-,^  +  2org  ,  0-^0-,,^   =  4  +  2x^  +  w^^  , 


*)  Hier  ist  fr  ^  linear  bestimmt  durch  ar^w*'  =r^  cc^i  (mod.  />),  sowie  als  gemcinsdiaftliohc 
Wurzel  der  Congrueiiz  or*  +  w^^'w'  +  2'x'*^tr^  —  4**'-'  tr  +  Sw^»  =  0  (deren  Wurzeln  tr,  ,  tr^  , 
oPjj,   o^jg   sind)  und  eines  Systems  von   G  Ci)ngruenzen,  deren  erste: 

tr,  +  tr,  +  X.J  +  T^j  +  ir^„  +  5-^,  =  -  ir„  (moO.  p). 

47 


370 

n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 


p 

239 

tr 
1 

—111 

^2 

—  115 

tr 

3 

—  41 

tr 

4 

—  100 

tr 
+  116 

tr 

6 

—   10 

tr 

9 

—  44 

w 
11 

+108 

w 

15 

+  68 

281 

—   13 

+   13 

+   12 

—  138 

+  76 

+  57 

—   80 

—  97 

—  103 

067 

-4-226 

—235 

—461 

-4-361 

+  97 

+358 

—422 

+  75 

+413 

P 
239 

^17 

—  24 

^18 

—  106 

tr 

19 

98 

22 
—       1 

^27 

+  85 

tr 

31 

—  35 

tr 

41 

—  37 

44 

—  104 

54 

—  28 

281 

—     9 

—  105 

+132 

+     7 

+  135 

+  97 

—  76 

—   12 

+105 

967 

+205 

—261 

—  86 

—  320 

+     1 

—  175 

—456 

+431 

+250 

Normen  complexer  Zahlen  in  tr. 

A'(l  +  ^,,)  =  8  .  239  =  N(w^  +  0.")  =  N{rr^  +  o.")  , 

A'(l  -  tr^,)  =  8  .  967  =  N{w^^  —  uj'^)  =  N(l  —  tr^  —  tr**)  . 


13i 


IV,  2.     ;?  =  91»»- 8,  +  34:     83,     307,     811,     853; 
w^  =  tt,»-  +  M-^'-  +  o;-"''  +  w'*'" ,         n(tir^)  =  9619  ; 

Wj^  wie  IV,  1,    txT^3^  =  2(w"'"  +  w^®'")  =  ^T^^rf  zweigliedrige  Perioden  der  7ten  Ein- 
heitswurzelu ; 


P 

83 


tr. 


?J  =  tr,  +  2tr^  +  tr,g  ,  tr^tr^  =  _  i  _  ^r,^  +  tp^,  +  tir^^  , 

^^1^8    =    -^  +  ^2«  +  «^9  +  «^38  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


V. 


w. 


^2  ^3  ^4  ^5  ^6  ^8 

+  16         —     7         +8         +27         +40         —  30         +22         +40 
307         —  88         —134         +12         —  47         +81         +121         —150         —102 


w 


19 

17 
34 


p 

83 

^15 

—   12 

—  28 

^17 

+  15 

tr 

*18 

—  31 

tr 

24 

+  25 

tr 

25 

—  18 

29 

—  39 

w 

48 

+  33 

+     6 

307 

+  13 

—  114 

—  75 

—  92 

+  133 

+  26 

—  39 

—140 

—  32 

*)  Hier  ist  or,  linear  bestimmt  durch  tzrjU*'  =  w^^  (mod.  p),  sowie  als  gemeinschafitliche 
Wurzel  der  Congruenz  tr'  +  w^*.otT'  —  4w**.tiT  +  w*3  "=  0  (deren  Wurzeln  tr,,  «y,,,  w^^  sind) 
und  eines  Systems  von  6  Congruenzen,   deren   erste  ay-f-op-f-ay+txr+ar     +w      ^  —  w 

(mod.  p). 
**)    Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Sjsteme 
von  je  6  Congruenzen,  deren  erste:       «r   -4-  m   4.  m   _}-  ^y, ^  +  w.^  +  w^-  ^  —  i»,,  t 

tTj  +  Wj  +  tPg  +  otTjj  +  tTjg  +  oTjj  ^  —  w^^     (mod.  p). 
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n  =  91 
V,  2.    p  =  91m— 16, +  17: 
17,     257,     439,     663; 

w^  =  w»"  +  w-^*»-  +  uj'^"'  -h  w-^  +  w"''  +  w"'" ,      n(aj^)  =  —  727  ; 

Wjr  wie  V,  1,  sowie  w^j^  =  —  i ; 

wj  =  6  +  2tr^  -4-  tr,  +  2ocrjj  ,  tr^tp^  ==  w^-^w^-h  w^^  -4-  2arj ^  +  w^^  , 

W^Wj    =    —  1  +  OTj^  -4-  tTj  +  tr^  +  OtTj^  +  tXTj^  U.   8.   W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*). 

P  tr^  TTj  TTj  07^  TTj  07^ 

17  +7  +8  —  7  —  8  +1  —  6 
257  —  76  —110  —  52  +28  +77  —  51 
563         +163         +  79         +193         +  42         —254         +258 


fi  TP  QT                         VJ  ÜJ  W                         üff 

^  9                 10                15                19                jo                as 

17  —     8  —     4  +2  +6  +2  +8 

257  —  27  +10  —  68  +1  +37  —  25 

563  +4  —  53  +130  +145  —  64  —  79 


Normen  complexer  Zahlen  in  tv- 

N(w)  =  727  ,  N{1  +  tr)  =  —  13  ,  N{1  —  w^)  =  17  .  257  ,  N(2  +  w)  =   1 , 

N(l  —  w^  —  w^)  =  17  .  257  ,  N{w^  +  w^j)  =  16  .  563  . 


V,  3.     p  =  91m  +  12  ,  +  38  ; 

w^  =  u;'•+w"'•+w-"'•+w-'•+w-"'■+w"^      n(a7^)  ==  —181; 

Wjr  =  3(w''' +  oü*^'")  =  Siffjy,     zweigliedrige    Perioden    der    13ten  Einheitsworzelii, 
otJ  =  4  +  tTj  +  2Wjj  ,  w^Wjj^  ==  —  3  +  Iwjg   (oder  —  3  +  2i„) . 


*)     Hier  ist  oTj  wie  V,  1  bestimmt;  erste  der  6  Congraenzen 

Wj  +  OTj  +  tn^  +  «Tg  +  w^^  +  oTjj  ^  —  tTj^     (mod.  p). 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*^ 

(Für  alle  hierher  gehörige  Primzahlen  p). 


p 

103 

tr 
i 

+  25 

+  49 

w 
i 

—  9 

«^4 

—  37 

^5 

—  11 

^6 

+  2 

311 

+  89 

—  81 

—  109 

+139 

—  45 

—  21 

467 

+  8 

—  223 

+221 

—194 

—  12 

+156 

857 

—  108 

+414 

+350 

—305 

—  168 

—  125 

P 
103 

^9 

—  19 

tr 

10 

+  32 

tr 
11 

—  23 

tr 

18 

—  33 

tr 

30 

—  14 

SS 

+  39 

311 

+  99 

+  66 

—  44 

+  75 

+  40 

—137 

467 

—  25 

4-165 

—  92 

+130 

—  177 

+  20 

857 

—280 

4-  96 

—376 

—112 

+  35 

—277 

/(ttfj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/{w^)  =  —p . 


P 

103 
311 


A^r) 


2  —  w 

1  +  txr^j  +  w*'  +  w*' 


P 
467 

857 


1  +  tTjj  —  (W^  +  W**) 

tTg  +  to^^  +  to^® 


Es  ist  femer  N{i  +  tr)  =  —  13 ,       N{i  —  tr)  =  N(fr)  =  —  181 


V,  4.     p  =  91m  —  22  ,  —  29  ; 

Wj^  wie  V,  1  u.  2,  tPjj^  =  3(w^'''  + w^*'")  =  3dp,j^,    zweigliedrige  Perioden   der  7ten 
Einheitswurzeln ; 


trj  =  6  +  2tr^  +  tPj  +  2tr^^  , 

^W^j    =    —  1  +  tFj^  +  tTj  +  tXT,^  + 


w 


w 


26 


^tTg    =    -  1  -  tr,  +  OT^  -  ^ 
«^1^13    ==    ^K  +  ^14) 


36 


*)     Hier  ist  w^   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Systems: 
»1+^85  ^  —  (u)i*+w^'),         ^i^2b   ^  —  3  +  2(uj38 +w6»)  (mod.  ;>).     Vgl.  11,1  wegen  der 
Congruenzwurzeln  filr  die  Perioden  Vjr» 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 

(Für  alle  hierher  gehurigen  Primzahlen  p,) 


V 
251 

1 
—  95 

^3 

+  103 

+  93 

^5 

2 

tr 
—  6 

tr 

9 

—120 

433 

+  45 

—202 

—  113 

+  38 

—  186 

—  208 

797 

—  134 

—  330 

—325 

+  170 

+243 

+370 

881 

+  22 

—375 

—291 

—  371 

+268 

+115 

V 
251 

tr 

10 

-1-109 

tr 
n 

+  12 

^15 

+  19 

tr 

18 

+  98 

tr 
—  87 

tr 
—  123 

433 

—  197 

+  40 

—  156 

—  118 

—  123 

—  128 

797 

—  193 

+236 

+238 

+  20 

+153 

+350 

881 

4-152 

+310 

—  84 

—  82 

—348 

—196 

/(trj,  Primfactoren  der  Primzahleu  p,     Nf(w^  =  —j^. 

Für  p  =  251   ist  f\xr^)  =  2  +  tr^  +  GT^  ;         für  ;)  =  797    f{rr^)  =  3  +  tr^  +  tr^^  +  w^^  . 
Ferner  ist:  N(2  +  tr^  —  tr^^)  =  —  29  .  433  ,  A^(2  +  tr^^  —  w^^)  =  —  29  .  881  , 

N(2  +  tTjj  —  tr^^)  =  —  29  .  797  ,         N{1  —  tr)  =  29  ,  A"(l  +  tr)  =   113  , 

N{2  +  tr)  =  13  .  251  ,  N(2  —  tr)  =  2843  , 

womit  auch  die  Primfactoren  der  übrigen  Primzahlen  2>  wenigstens  in  gebrochener 
Form  gegeben  sind. 


V,  b.     p  =  91m  +  3  ,  —  30  :     3,     61,     367,     607,     971 ;    . 


tr^  =  w»*  +  tt"-  +  o;''-  +  w"'"  +  (*;-"*"■  +  W"'" ,       n(tr^)  =  81  .  61  ; 

tr^3^  =  — 1,     tr^,  =  2('x^'' +  »"'■  + to"0  =  2t^7r»    dreigliedrige    Perioden    der  13ten 
Einheitswurzeln ; 


:=  tr    —  2tr     +  2tr     —  2x     , 

1  3  23  ^^  ?8  *49' 


tr.    := 


^i^iQ  =  5  +  «r,  -4-  tTg  +  tTjj^  +  tTj^    etc. 


*)     Hier  ist  gt^  die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme, 
des  einen  von  6  Congruenzen,  deren  erste: 

des  anderen  von  4  Congruenzen,  deren  erste 

°^i  ■*"  °^6  ■+"  ^15  "^  ^J7  ^  —  (i«^  +  w**)     (mod.  p). 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


V 

'^i 

^a 

^» 

^5 

TT 
8 

tr 

10 

3 

+  1 

—   1 

0 

4-  1 

0 

—   1 

61 

4-  20 

—  17 

—  11 

4-  22 

—  11 

—  21 

367 

—  78 

—  97 

4-  48 

+  11 

4-  96 

4-103 

G07 

4-278 

4-161 

4-227 

4-175 

4-214 

4-111 

P 

ir, 

19 

so 

23 

^29 

46 

3 

—   1 

+   1 

0 

—   1 

0 

—   1 

Gl 

—  12 

4-  29 

4-  1 

—  6 

4-  7 

0 

367 

—  173 

—  101 

4-137 

—  11 

4-  54 

4-  12 

607 

-fll9 

—  15 

4-143 

—  81 

4-294 

4-196 

Normen  complexcr  Zahlen  in  §•. 

AV^ß)  =  81  •  61  ,  ^V(l  4-  tr..)  =  729  .  13  , 

iV(l  -  tr,J  =  729  .  61  ,  N(t.  -h  x..,)  =  243  .  367  . 


V,  6.     j)  =  91y?i  — 4,  —  23:     269,     523,     887,     997. 
tr,.  =  ü;'■4-:'r*'•4-:'^•'^''-f-:'/"'•'■-f-I«"'^'■4-w-"^     n(tr,.)  =  13=*; 

tr,^  wie  V,  5,  trj3^  =  -  1 ; 


trj  =  tTj  4-  ^'J}^  -\-  23r^^  4-  07 


38 


w 


1^4  =  3  4-  tr^  4-  tr^  4-  x,^  4-  rr^^  ctc. 


Congruenzwurzeln  niod.  p,  z.  B.**) 


tr. 


X. 


1  3 

269       —67       —115 


tr. 


tr. 


tr. 


er. 


tr. 


tr. 


T, 


tr. 


tr. 


3  4  5  Ä  9  10  11  15  25 

—  124      —81       4-73       4-57       +105      —108      —26      —28      4-23 


tr 
4-23 


Nonnen  complexcr  Zahlen  in  i'. 

iV(trjj.  —  tr^j)  =  13  .  107  .  269  ,  N(i  +  w)  =  13  .  547  ,         iV(l  —  tr)  =  1483  . 


•)     Hier  ist  tr,   eine  beliebige  Wurzel  de»  Congrucnzeiisystems  (mod.  p): 

w   4-  tr     4-  tr      ^=  —  A-tr     .  tr  tu     4-  tp    tr     4-  otr    tr    ^^  —  w     -h  -Ä-tr 

fTT   m      m         =    —  1  4-  Ü-tF     4-  -l-tr        2t3CT        . 

1     16     29  *     "^  2*7  ^^  2**  14  28 

**)     Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congruenzensystems,  dessen  erste: 


ti7j  4-  tTj  +  tiTg  ^  —  tTj^  (mod.  p). 


376 


n=  91 
V,  7.     p  =  dim  —  36,  —  43  ; 

Wj^  wie  V,  5  u.  6,    tr^,^  =  3(w"''  -h  w"»")  wie  V,  4 ; 

trj  =  tP,  +  2aT^,  +  tr,g  +  207^,^  ,  w^tr,  =  tr,  4-  2tr^  4-  2w^^  4-  tir„  , 

uj  tr    =  —  2  —  tr     — tr     —  4-tr     . 

16  12  49  T**^2« 

Congruenzwurzeln  mod.  j?.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


139 

tr 
j 

—  22 

W 
9 

—  31 

tr 
—  67 

^4 

—   19 

W 
*6 

—  43 

4-     4 

419 

—159 

4-  17 

4-     1 

—  82 

—200 

—  46 

503 

4-  22 

—     1 

—  121 

—  173 

—  143 

4-  70 

601 

4-284 

4-212 

—  75 

—282 

—211 

4-  45 

P 

tr 

tr 
11 

tr 
1» 

tr 

18 

tr 

38 

w 

16 

139  4-10  —  51  4-63  4-27  —  65  -}-  56 

419  —  64  —171  —199  —  33  4-50  4-49 

503  —232  4-118  4-84  4-32  —  98  —  60 

601  4-65  —   14  4-4  4-79  —  68  —  38 


/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  j?.**) 
P       A^,)  P       A^,)         I         P  /(tr,) 

419      1  — tTj  I         503     14-trj  601     J-'^^  —  |,^^  oder  c*;"4-w'*— (w"-*-w'®4-to**). 


*)     Hier  ist  tTj  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems: 
tr  4-tr  4-5r    =   — tr     ,     tr  tr  4-tr  tr   4-  tr  tr    g=  — tr    — 2ir     .     tr  tr  tr    =  — 3 — w    — -inr 
und  eines  zweiten  von  4  Congruenzen,  deren  erste: 

tr,  4-  tTg  4-  ocg  -f-  tTjg  =  —  (w^  4-  a-**)  (mod.  p), 
**)     Für  />  =  139  ist: 
JV(tr,g4-'x''4-x'''^4-:t'")  =  A\2-u;^-w^^-a;"4-c«''4-c..")  =  A^(l4-tr^-w"-a;")  =   139.29, 
N(l  -  tr,  -  et"  -  tßj^')  =  139  .  113  ,         N{1  4-  2w-'  4-  2x-^*  —  uj'^  -  w'^  -  O  =  139  .  211  • 
Femer  ist: 

N(i  4-  rr^^  4-  tf  ^  4-  'j^'^  +  t«**^)  =  27  .  CGI  ,  A'(x)  =  27  , 

A\2  4-  tr)  =  13  .  2GÖ7  ,  N(2  —  tr)  =  47459  . 
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n  =  91 
V,  8.     p  =  91w  —  25  ,  +  40  ; 

13 te  Wurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

131,     157,     313,     521,     677,     859, 

auch  hier  kerne  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I3m4-i  (vgl.  X  =  13,  L). 


V,  9.     p  =  917/1  —  3  ,  4-  30  ; 
w^  =  a*"  4-  w-*'^  4-  w''^  4-  tt""»"  4-  tf-'"'"  4-  w"'' ,     n(a7^)  =  337  ; 

Wyy  wie  V,  1,    w,,^  =  2(x'"''4-c«;"'"4- w"0>   dreigliedrige  Perioden    der   7ten  Ein- 
heitswurzeln ; 

wj  =  Xj  4-  2a7j  4-  2BTg  4-  0^3,  ,  Wj^j  =  6  4-  w^  4-  w^  4-  ar^  4-  w,,  4-  w,,  , 

tF  iiy      ^=  —  1  4-  OF   4-  tJT    4-  tF     4-  tr 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen) 


p 

179 

«^1 
4-  7 

—  15 

—  70 

«^4 

—  63 

^5 

4-  18 

«^6 

—  23 

907 

4-  29 

4-124 

4-275 

4-  76 

4-267 

4-  69 

P 
179 

8 

—  82 

tr 
la 

4-  42 

IS 

—  42 

TT 
16 

4-  70 

^19 

—  21 

4-  1 

907 

—250 

—143 

—333 

—  114 

—  33 

4-  34 

Normen  eomplexer  Zahlen  in  tr* 

iV(l  —  TT,,)  ==  9  .  179  ,  N{1  —  OTj,  —  QCTjg)  =  9  .  907  ,  N(2  4-  tr)  =  9  .  14557  , 

N(2  —  tr)  ==  13469  ,  N(l  4-  tr)  =  11621 ,  N(w)  =  337  . 


*)     Hier  ist  w^    die  absolat  kleinste    der   drei  gemeinschaftlichen  Wurzeln    zweier  Systeme 
von  je  6  Congmenzen,  deren  erste: 

07^  4-  tTj  4-  tr^  4-  tTj,  4-  tITjg  -}-  tTjg    =    —  OTj^  , 

tTj  4-  «P,  4-  «T^  4-  (Tg  4-  Wjj  4-  (T^g  =  -  -J-OTjj^     (mod.  p). 

48 
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n  =  91 
V,  10.     p  =  91m  +  4  ,  4-  23  :     23,     277,     569,     641,     751,     823  ; 


.I6r 


.-37r 


-ITr 


.38r 


TT^  =  w*-  +  w*'-  +  w"'-  +  w-"'''  +  w-"»-  +  w"'' ,     n(aT^)  =  4 .  653  ; 


tr^,.  wie  V,  9,  desgl.  tu^,,.; 


tr 


=^  tr    -4-  2cp    -I-  2tr     -^  tf 

1  8     "^  5     *^  IT     "^       39  ' 


tr 


i^^iT  =  6  +  OT,  +  tr^  +  tr^  4-  OTjj  4- 


TT 


19 


Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


p 

23 

^1 
+  11 

tr 

3 

—   11 

tr 

*3 

—     5 

«^5 

4-     9 

tr 

9 

—     5 

11 
—     7 

569 

4-188 

4-147 

—168 

4-124 

—  59 

4-256 

641 

4-     6 

—  125 

—  127 

4-227 

4-  23 

4-310 

P 
23 

4-     7 

tr 

^17 

—      2 

tr 

19 

—     7 

33 
—       8 

tr 

34 

4-     1 

38 

—     5 

569 

4-253 

—270 

4-  50 

—  37 

—  38 

4-124 

641 

4-  42 

—225 

—269 

—  18 

4-162 

—     1 

Normen  complexer  Zahlen  in  jr 
Ml  +  w„)  =  16 .  641 ,  N(i  -  tr,^)  = 

N{w^  —  tr,g)  =  4  .  13?569  ,  N{w)  = 


256.23, 
4 . 653  . 


V,  11.     p  =  91m  4- 36,4-43:     43,     127,     491,     673,     953; 
tr^  =  oü'-  4-  w"'-  4-  w"''  4-  oü-"'*  4-  w"''  4-  w*"' ,     n(tr^)  =  729  ; 


w^^  wie  V,  9  u.  10,     tr^j^  =  6w"'' ; 


w\  =  4w"  4- 


tr 


3  > 


07 


tr    =  —  3  , 


tjp  tu    =  —  3w 


6S 


OET  tV         = 
1     13 


6tv 

14 


*)     Hier   ist  tu,    irgend   eine   (nicht   eben   die  absolut  kleinste)   der  drei  gemeinsehaftlichdo 
Wurzeln  zweier  Systeme  von  je  6  Congruenzen,  deren  erste: 

tu    4-  tp   4-  tr   4-07     4-  tr     4-  tr      ^=  —    tr      und 

Wj  4-  w,  4-  tr^  4-  w,i  4-  «r^j  4-  tf^^  ^  —  \w^^     (mod.  /)). 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  med.  p^  z.  B.*) 


p 

43 

w 
1 

—  5 

+  4 

^3 

4-  6 

07 

—19 

5 

—  2 

^6 

—  8 

^8 

4-  1 

tr 

9 

—20 

4-21 

4-10 

4-16 

—  3 

L27 

+40 

—52 

4-10 

4-  5 

4-57 

—35 

4-23 

4-20 

—13 

—61 

—26 

4-33 

Für  ;>  =  43  ist  f(w^) 
N(l  +  tu)  =  29' , 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

1  — tr^  das  Quadrat  des  idealen  Primfactors;  femer  ist 

N(2  4-  OTj.)  =  43  .  673  ,  N(l  —m^-h  w")  =  29  .  127  . 


V,  12.     p  =  91m4- 25,-40; 


-arr 


tr^  =  w'-  4-  w"''  4-  oü-"»-  4-  w-"'  4-  c«-"''  4-  w""**"' ,     n(tr^)  =  64  ; 
w      =  3(tt;^''4-w"*0  wie  V,  3,   tr.-^  =  2*,.^  wie  V,  9; 


rr 
1 


•^-i^'js+^'it+^a*  »         «'i^ij  =  '*+f «^28  '         ^1^2  =  «^i-+-2tü,4-2trj,4-trjg 

Congruenzwurzeln  med.  jf>.**) 

(FQr  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen) 

tr.  w^  w^  w,  w.  w. 


5  6 

—  74         —  90 


P  -.  -  -,  - 

r  -j  -g  --J  -4 

233  +16  —  59  +107  +  85 

389  +131  —  78  —  61  —  30         +183         +  89 

571  —     6  —264  —  17  +149         +  52         —166 


U.  S.  W. 


p 

233 

w 

8 

+  92 

tr 
—  23 

w 

16 

+  37 

tr 
+  38 

+   12 

TT 

+  93 

389 

—  37 

+  67 

+142 

—146 

+165 

—  35 

571 

+  85 

—  91 

+  93 

+  71 

—     7 

+102 

Normen  complexer  Zahlen  in  w» 

N(i  +  Wg  +  w*^  +  oü*^)  =  233  .  53  ,  Ma?i7  —  w"  —  w^^)  =  25  .  389  , 

N{1  —  tiTj  +  tTg^)  =  25  .  571 ,  N{w)  =  64  ,  N(l  +  tr)     und     N(l  — 

geben  vierziffrige  nicht  genau  bestimmte  Zahlen. 


w) 


*)  Hier  ist  w j  linear  bestimmt  durch  w^w^^  ^  w^^  (mod.  p),  sowie  als  gemeinschaftliche 
Wurzel  des  Systems  ^  +  tr  ^  —  w'^  ,  tr  tir  ^  —  3ci;^*  und  eines  zweiten  von  6  Con- 
gruenzen,  deren  erste:  tsp,  +  tr,  +  tr^  +  tr^  +  tr,^  +  tr,_  ^  —  w,,     (mod.  p), 

1349  13  37  14 

•*)     Hier  ist  tTj   die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems 

Wj  +  txTjj  ^  —  ^tTj^  ,  ^1^12  ^  ^  4-  |tr^     (mo<J-  P)f 

and  eines  zweiten  von  C  Congruenzen,  deren  erste :     ocr+tr+ar+otT+tr     •+-  w      ^  —  X-w  « 

1  3  4  8  16  33  X      S9 

(mod.  p.) 
48» 


380 


n  =  91 

VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
6  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  8  Fällen,  wovon  7  primitiv: 

VI,  1,     p  =  9lm  +  2  ,  +  32  ,  +  37  ,  —  45  : 
2,     37,     137,     401,     457,     487,     683,     821,     947 

11(07^)  =  32  .  23  ; 

^jr  =  —1»    °^iir  =  4(w"'" +  £«"'■  + w"0  =  ^^ijr »    drciglicdrigc  Perioden   der  7ten 
Einheitswurzeln ; 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 

f>  tü^  tTj  OTj  tr^^  tP^^  tTjj^ 

2  11110  1 

37         —4         +15         —16         —  8         —15         —8 

137         —2         —37         —47         +66         +16         +5 


Normen  complexer  Zahlen  in  {j? . 

N(w^^)  =  32  .  23  ,  iV(l  —  tr)  =  512  ,  iV(l  +  tr)  =  8  .  7  .  23  , 

N{w^^  —  w^g)  =  37  .  8  .  7  ,  N(2  +  w^)  =  16  .  137  . 


VI,  2.     p  =  91m  —  2  ,  —  32  ,  —  37  ,  +  45  : 
59,     89,     227,     241,     271,     409,     509,     691,     773,     787. 

tr^  =  w'-  +  c«-''"  +  Ui*'  +  Du-*'-  +  w"'-  +  o;-"'-  +  w-"'"  +  u;-"'-  +  c«-"'"  +  w»*''  +  w"»^  +  w^\ 

n(otT^)  =  4  .  107  ; 

07^^  =  —  1 ,  tTj,^  =  —  2  ;  tr^tTj  =  11  +  2w,  +  2075  +  3oDr,  +  Sw^^  . 


*)     Hier  ist  w^  die  absolat  kleinste  Wurzel  des  Congruenzensystems: 

(mod.  j>). 


382 


n  =  9l 
Normen  complexer  Zahlen  in  w  - 
N{w^)  =  N(i  -  07,)  =  Na^^  -  w^^)  =  5.31,  N{1  +  w^) 

N(2  +  w^)  =  13  .  73  ,  A"(l  -  07^  -  Äj,) 


5.47, 
5  .  229 


VI,  4.     ^  ==  91m  —  5  ,  +  18  ,  —  31 ,  +  44  ; 


ar^  =  w''  +  w-''  +  w"'  +  Oü-"'^  +  o;-"'-  +  w 


.18r 


4-  fiÜ 


%r 


+  u;-*^'•+a;"^     0(07^)  =  8; 

rVjr  =  ^«^7r  ^i^  VI,  3,     w^^r  =  ^^nr  y    dreigliedrige  Perioden   der    7ten  Einheits- 
wurzeln ; 


w\   =  —  4  +  tTj,  —  ^tir„  +  w,  +  207^  +  4a7g  , 


^1^5  =  S  +  |(r^  +  |tr,^ 


P 
109 

151 
359 
499 
541 
863 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


tr^tTj  =  2  —  07^  +  2a7j  —  w^  , 
^i^'ia  =  K4  (0^«r   8*^  J  . 


ÜTj  OP 


tr. 


tr. 


tr. 


3  ~4 

+  51  +1  +39  —  22  +27 

—  13  +20  +45  +63  —  67 

—108  —177  +17  +55  —160 

+202  —  85  —234  +35  +16 

+  34  —241  —167  +254  +266 

+  12  —  54  —239  +160  +149 


IT 
6 

+  14 

—  47 
+  15 
+  67 
—145 

—  27 


P 

109 
151 


/K) 


1 
2 


QF, 


/(Fi)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


—  tTj  tTj  +  07^ 


p 

A^^) 

P 

A^,) 

359 

W     +  tF     ^     07 

w,j  -r  »j          *5 

541 

tTj-txr, 

499 

oPj  +  tTj  +  2xr^ 

863 

1  —  tTj  +  tr^ 

tr. 


*)     Hier  ist  w^  linear  durch  tüjw^'  }=  ^Sm  (mod.  ;>),  sowie  als  gemeinschaftliche  Wunel 
der  beiden  Congruenzensysteme  bestimmt: 

tr^  +  a7j.  ^  —  ir^^  ,  TFjOFj  ^  8  +  A^  +  24Tjg   (med.  ;>),   nnd 


w^  4-  Wj  +  tr^  ^  —  orjg  ,         tr 


jOTj  +  Wjtr^  +  oT^tr^  =  8  +  41^3^  , 


TT   07  (F      ^=    2  —  t3l 
1     J     4    ^^  tTj^ 


(mod.  p). 


383 


n  =  91 
VI,  5.     J9  =  91?/i  4-  6  ,  —  15  ,  +  20 ,  +  41  : 
41,     97,     167,     293,     349,     461,     587,     643,     769,     839; 


36r 


34r 


:i-ir 


Air 


tjp^  =  w»-  +  oü*'-  +  c«'*'^  +  cü'*'^  +  oü-^'-  4-  w*^'^  +  w 


.-27r 


SOr 


!9r 


-8r 


43r 


+  oü'"*^  4-  w-"^  +  w-'^  +  w"*'^  4-  w 


-I5r 


n(tr^)  =  337  ; 

tr^y  =  —  1,     tUjj^  =  6(w"''4-^^^0  =  6xijr>    zweigliedrige   Perioden  der   7ten  Ein- 
heitswurzeln; 


tr 


26 


65> 


J  =  -  6  4-  4(w'*  4-  w")  4-  tTj^ , 


tr 


36 


.6&^ 


^(Tg  =  7  —  3(tt;"  4-  w")  . 


Coiigruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 


41 

tu 
1 

—  9 

tr 
a 

—  10 

tr 

3 

—  16 

tr 

4 

—  14 

w 

5 

—  4 

«^8 

+  13 

97 

4-  4 

—  45 

—  1 

—  29 

+  4 

—  29 

167 

+  37 

—  61 

—  21 

4-  66 

+  36 

—  56 

293 

—  121 

—  140 

—  106 

+  52 

—114 

4-137 

349 

—139 

—  51 

—151 

—  76 

—  82 

4-161 

461 

—  140 

4-102 

—  66 

—  155 

4-  93 

4-167 

Normen  complexer  Zahlen  in  ii? . 

N(\  —  tr)  =  N{w)  =   337  ,  N(l  -t-  tr,)  =  7  .  97  , 

iVr(to"  4-  t„^«  -  oTj^)  =  13  .  41  =  iV(oü"  4-  w"  4-  07^)  , 

iV(2  -i-  07,  4-  w"  -i-  w^®)  =  13  .  167  ,     iV(2  4-  tjr^  —  w''  —  w")  =  13  .  293  . 


tI7,  =  UD 


VI,  Q,     p  =z   91/^i  —  6  ,  4-  15  ,  —  20  ,  —  41 : 
71,  197,  379,  449,  617,  631,  743; 

'*'■,    7te  Wurzeln,  also  dieselben  Primfactoren  wie  bei  >.  =  7,  L 


*)     Hier  ist  tZ7j   die  absolat  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Systems 


07^4- tu,  =  —  (oü^'»4-oü"), 


tr. 


^t3t7,  ^  7  —  3(w*®  -f-  w")     (mod.  p) 


384 


n  =  91 

VI,  7.     ^  =  91m  -h  11 ,  —  19 ,  —  24 ,  —  33  : 

11,     67,     149,     163,     193,     331,     431,     557,     613,     709,     739,     977; 

-4-  o;-''-  -h  w-"'* ,     n(m^)  =  827  ; 

TTy^  =  —  1,    oTjj^  =  4ijj^,  dreigliedrige  Perioden  der  7ten  Einheitswurzeln ; 

tüj  =  2  +  tr^g  —  oTj  —  2tü^  -4-  2trg  ,  tü^tr^  =  1-4-  tr^j  -f-  Sw^  -4-  tr^  -4-  tt^  , 

tü_tü,  =  10  +  CT,  -4-  tr.  . 

13  X  3 

Congnienzwurzeln  mod.  p,  z.  B.  *) 

f)  tTj  W^  Wj  tr^  Wj  07^ 

11  -4-1  -h3  -h2  -4-1  -4-4  -hl 

67  —     1  -4-28  +29  —  15  —  29  —  11 

149  —     6  +53  -h  42  —  12  -4-46  -4-  27 

163  —  32  —  39  -4-55  —  66  -h  13  -{-70 

193  -4-63  +82  +79  —  71  —  34  +75 

431  —   11  —  55  +36  +108  +130  —207 

557  —  28  +233  —  57  —  71  +55  —131 


Normen  complexer  Zahlen  in  y . 

A^(l  -  rr^)   =  11»  ,  iV^(l  +07^)=  7  .  67  , 

iV(2  —  IT,)  =  11 .  191  ,  N(w^  +  oü"  +  w"  +  w")  =  9  .  67  , 

A^(l  —  2aTj  +  üü"  +  ü;"  +  w")  =  8  .  163  .  67  ,  N(2  —  tr^  +  w"  +  w"  +  w")  ==  9  .  193  , 

N(2  +  Wj  +  oTj)  =  7  .  557  . 


*)     Hier   ist   w^  die  absolut  kleinste  der  drei  Wurzeln  des  Systems: 

(mod.  p) 


»ts 


385 

n  =  91 

VI,  8.     I?  =  91m— 11,4- 19, -h  24, +  33: 

19,     353,     383,     397,     661,     929; 

w^  =  to»-  +  w-"'-  -4-  w"*-  +  w'*'-  +  w-'^''  +  w"'"  +  o;-"'-  +  c«"'-  -4-  c«"'"  +  w"*''  +  ou-"'4-  c«"'*, 

n(ay^)  =  9  .  179  ; 

tzrj  =  —  4  4-  2trj  +  tr^  +  2orj  4-  407^  ,  tr^tFj  =  13  —  tr^  —  or^  , 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.  *) 

p             w^  tr,  OF,  rr^  w^  tr^j 

19  —  1  4-3  —     6  -4-84-4  —     7 

353  4-  4  4-102  —  19  —  95         —  13  4-22 

383  --92  4-  97  4-141  —113         —134  4-102 

Normen  complexer  Zahlen  in   y . 

N(l  4-  tTj)  =  7  .  9  .  19  ,  N{1  —  07)  =  2003  (p  =  91m  4-  1)  , 

N(2  -f-  «Tj  -f-  07,  —  Wg)  =  9.13.  353  . 


*)     Hier  ist  w^    die  absolut  kleinste  der  6  Congruenzwurzeln. 

Anmerkung  zu  n  =  91.     Es    gibt   hier   Summen   von  24  Wurzeln,    welche  eine  eigenthfimliche  Be- 
deutung haben,   ohne  Perioden  zu  sein,    und   der  wirklichen  Berechnung  der  Congruenzwurzeln  hin 
and  wieder  zu  Grunde  liegen,  nämlich: 
y,  =  »'•  +  <«"•  +  o»*--  4-  tt»"  +  «"'■  4-  c«"'-  +  («-"'  +  !t"'  4-  u,-'"  4- 1»-"'  4-  <-""  4-  <«-"' 

4-  !»-'■  +  «,-"•  4-  <»-*'  4-  «-"■  4-  «.-"'  4-  «-"'  4-  =«"'■  4-  w"'"  4-  *"'  4-  «-"'•  4-  »-'""  4-  <«"' 

nnd 

^,  =  «,•■  4-  w"-  4-  tt,"  4-  t«»"-  4-  w-»"-  4-  «-"'•  4-  o-"'  4-  *""■  4-  <«-"  +  o»"'"-  4-  w"''  4-  u-'"" 
-»-  «,"••  4-  «."'•  4-  *"  4-  »."•■  4-  *-"'  4-  <«"'•  +  «-"'  +  ".-"'  +  <"-"  +  <"-"'  +  "'"'  +  «-"' ; 


^u  ^8»  ^9  s'"*^  ^*ö  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  y'  — y'  —  30y  4-64  =  0 ; 

49 


Zi,z,,2^  —  —  —  s»— i«  —  30r  — 27  =  0. 


386 


ji  =  93 

l,     p  =  93/n  -4-  1 :     373. 

60  primitive  Wurzeln,    durch   welche  die  nichtprimitiven,    d.h.   die   31ten  und 
3ten  Einheitswurzeln,  ausgedrückt  werden  können,  mittelst  der  Gleichungen: 


II.    j)  zum  Exponenten  2  gehörig. 
30  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  1.     p  =  93/11  —  1 ; 


tr^  =   üü''  -f-  w   ** , 


n(tr,)  =   1  , 


^l^k 


=  n-,  +  ^ 


k+i  9 


«^3r  = 


'^'^ 


m'^'' ,  zweigliedrige  Perioden  der  31ten  Einhoitswurzeln,  07^^^  =  — 1. 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

tr 

«^j 

4 

tr 
5 

^7 

^8 

tr 
^  10 

tr 
^11 

^11 

^14 

557 

+  110 

—156 

—  174 

—  199 

—  145 

+  196 

+  52 

+168 

—  11 

—143 

743 

4-  31 

+216 

—  155 

—325 

—  336 

+247 

+  117 

+  92 

—     9 

—  42 

929 

—  195 

—  66 

—  291 

+   17 

—252 

+  140 

+287 

—  118 

+463 

+330 

p 

or,^ 

OP., 

OP.« 

tr 

tr„^ 

0P-. 

o*  . 

w.. 

tr  - 

tr 

s. 

16 

17 

19 

?o 

39 

23 

35 

36 

38 

t9 

557 

—  19 

+261 

+  68 

—   83 

—  185 

—   12 

—  70 

+119 

—  162 

+212 

743 

-4-  81 

+  89 

—287 

+313 

+289 

—  288 

—  127 

+  79 

+276 

+  36 

929 

-+■  89 

+  79 

+143 

—314 

—  13 

—  25 

+   19 

—232 

+205 

+272 

}) 

oc'.- 

oc« 

tr,. 

tr.. 

tr.« 

o*  ^ 

«f.. 

^.m 

^.. 

w 

<A 

31 

34 

3S 

3T 

38 

40 

41 

4S 

44 

4« 

557 

—  198 

+  165 

-175 

+  63 

+166 

+203 

+234 

—  115 

+246 

+  142 

743 

—  128 

—254 

—  192 

—355 

—  106 

—  109 

+295 

—219 

+303 

—  274: 

929 

—442 

—  264 

—  338 

+218 

+     9 

+  120 

—  60 

+359 

+  167 

—306 

Was  hier 


*)     Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Systems: 

tr    +  tr      5=  —  tr     ,  tr  tr      ^s  —  1  -4-  ^r      (mod.  p). 

1  ^^       13  30»  1     33  ^^33  '^ 


tr 


tr. 


tjy. 


tr. 


tr. 


3  »       ""6  »       '^9  *       '*13  *       "15 

heisst  (X  =  31,  IL)  re^p. 


»       "^18  '       ^31  ' 


^34»       ^37»       ^30»       ^**'       ^"       ^«•» 


33 


36 


39 


%  »         ^9>         *Ji  >         *?j  » 


*7.  » 


'10»       ^13' 


*7i,, 


*?j  1         *?14  » 


»Ig  »         *^4  '       ^'ll  ' 


^43' 


w 


4S 


%• 


387 


p 

557 


n  =  93 
/(xj,  Prinifactoreii  der  Primzahlen  p. 


AX-J  =  -1^. 


P 
929 


/(tTj) 


1  -h  tr    +  tr 
-I-  *3  -r  »*  ^^ 


II,  2.     J9  =  93/?i  —  32  : 
61,     433,     991; 


w^  =  u.'^    •    -  -"' 


w 


ll(tr^)  =1;    tTj^  wie  II,  1,  Xjj^  =  2U.'"'',  dritte  Einheitswurzeln ; 


P 
61 


07  tr 

1     31 


2w     . 

S3 


1 

-+-  20 


j 

-4-  1 


Congruenzwiirzeln  mod.  p,  z.  B.*) 


25 


5 
21 


tr 


7 
17 


^8 

—    18 


tr. 


tr. 


10  11 

—   12       —  11 


tr 

13 

-h  16 


°^14 

-4-   12 


V 

x.>. 

OP,* 

tr„^ 

tr„. 

X    « 

16 

19 

3a 

25 

38 

61 

—   7 

+   19 

—  27 

—    C 

—  4 

CT- 


tr 

38 


OP. 


33  85  "38  ^"41 

-4-16       —  20       -4-  23       +  27 


ar 


44 
25 


P 
61 


tr, 


tr. 


tr. 


or. 


47  50  "53  "5rt 

—  30        -4-3        +15       —   17 


tr 


59 


0 


tr 

Ü4 


tr 


67 


—    14        —    11 


rr 


70 


73 

—  29 


tr 

76 

-4-   15 


Normen     complexer  Zahlen  in  ^, 

N(\  —  tTj)  =  91  .  3907  ,  iV(l  +  tr)  =  Aum  (log  5  ,  9980  .  .)  . 


II,  3.     p  =  93m  -4-  32  : 
311,     683, 

welche  auch   hier  nur  die  Priinfactoren  der  Primzahlen  p  =  3i/?i  -4-  1  haben,  weil 
OT^  =  w'*-+-w"'*  =  —  u;"''"  auf  die  31ten  Einheitswurzeln  zurückkommt. 


*)     Hier    ist    Xj    völlig    bestimmt    durch    die    lineare   Congrucnz   ar,-*-**  -zzr.cTjQ  (mod.  />), 
oder   als  gemeinschaftliche  Wurzel   des   Systems  gr    -|-  gr      ^  —  tr     ,         tr  tr      ^  2  -4-  tr      und 

1  33  30  \      33  33 

eine»  zweiten  von  15  Congruenzen,  deren  erste: 

^l+"^4+^7+^10-*-^13+^16  +  ^19  +  ^23  +  ''35+"'38+°'64-*-^67-+-«'70+^7S-^''76  =  "  ""'"  ^^^^' P^' 

49* 


388 


n  =  93 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 

p  =  93w  4-  25  ,  —  26  : 
67,     211,     397,     439,     769,     811,     997. 


20  dreigliedrige  Perioden: 


tTg^  =  w^'' -f- u/^''-4- w"*",  dreigliedrige  Perioden  der  31ten  Einheitswurzelu, 

^      ^  3w**'': 


or 


1 


S6 


=  tr  -4-  2!r       tr  tr  =  2ti'  -4-  !f   .    or  »r   =  3  -4-  tr   -4-  tr   .  cf  tr   =  3iF 

Congruenzwiirzeln  mod.  2>,*)  z.  B. 

w              m               fr              w               tr               tr             tr                txr              tr  tr.oü_ 

^                     *1                   "^S                  '*'4                        5                  *^8                     10                      11                    IS  16                     IT 

G7       +14       —  24       4-  16       +4       +6       —   17       —     9       +20  +5       +14 

811       +286       +336       —231       —126       —167       —222       +     1        +198  +200       +176 


tr  ^ 

tr 

tr 

tr  ^ 

tr  . 

tr 

^   - 

^    . 

W,, 

XM3 

30 

22 

26 

29 

37 

40 

41 

44 

47 

&S 

p 

67       —     5       —   18       —  24       +13       —17+21        +12       —  23       +11        +2 
811       —  23       —348       +180       —  82       —  61        —  20       +199       —212       +  48        —131 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Für  j3  =  811  ist /(oPj)  =  1  — tTj^.     Von   den    übrigen   Primzahlen  p    hatten    alle, 
ausser  p  =  Qi ,  schon  bei  X  =  3i  ideale  Factoren. 
Ferner  ist    A'(i  +  tr)  =  2857  . 


*)     Hier  ist  tr^   völlig  bestimmt  durch      qt  w^^  ^  tr        (mod.  f>),     sowie  als  gemeinsduifk- 

1  86 

liehe    Wurzel    des    Systems    tr   +  tr    ^  —  ^     »         ^  er    ^  2aT   +  tr        und    eines    zweiten    von 

1  5  36  1&  o  33 

10  Congruenzen,  deren  erste: 

QT+t27-i-m     -4-!r     +tr     +tr     +tr     +tr     +tr     +tr      ^=  —  w        (mod.  u). 

Was  hier  tPj  ,     tr^  ,     tr^  ,     tr,,  ,     tr^^  ,     tr,^  ,     tr^j  ,     tr^^  ,     tr^^  ,    tp^^,  ,  hcisst  X=  31,  III. 

resp.  *7^,      t?^,      *?,,       >jg,       *?j,       »7j,        r,,      %,       »Ig,       »7y . 
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n  =  93 
Congrueuzwurzeln  mod.  p*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzalilen  ;>,  ausser  719). 


347 

tr 
1 

—  66 

—  108 

^1 

-h  95 

tr 

5 

4-147 

-M44 

tr 

10 

4-  63 

tr 

13 

—  136 

tr 

16 

4-131 

«'iT 

4-  39 

txr 
to 

-t-   39 

491 

—  118 

4-236 

+  44 

—225 

—206 

—  165 

4-  28 

—  70 

-M15 

—129 

677 

—  184 

—  22 

—  90 

—  267 

4-  62 

4-342 

—  148 

-f-104 

4-309 

—  105 

863 

+  113 

—  225 

-4-197 

4-301 

—152 

-+•424 

-h  71 

4-  66 

4-351 

4-326 

p 

347 
491 


/(xj),  Priinfactoreii  der  Primzahlen  p, 

2  4- CTjj  —  tTj^^  677       i4-trjg4-tr. 

l-+-tr^,- 


so 


N/(^,)  =  -p. 

2  4-  fF   4-  or 


P 
863 


16 


tr, 


V,  2.     p  =  93//t  —  5  ,  4-  37  :     37,     181,     223,     367,     409,     739,     967  ; 
x^  =  w'  4-  w-""  4-  c«^"^  -f-  tt'-"''  4-  c"'  4-  J«;"'  ;     H^)  =  25  ; 
^,  wie  V,  1.,      tr,,,   =   6u,»^'-; 


X   X 

1    » 


J  =  Q'jo^'  4-  X,  4-  2Xj^  4-  2x^^  , 
=  -14-tr,-x,,4-aT^,, 


X 


1      62  6  » 

c^jXj  =  6  4-  2Xg  4-  tTjj  4-  2Xj^ 


Congruenzwiirzeln  med.  ^>,  z.  B.**) 


X. 


X. 


X, 


X. 


X, 


X 


13 


P  'I  '  »  "^4  '^S  '^S  '^lO  '11 

37         4-11         4-  8         —15         —   1         +13         —14         —  2         +3 
367         +83         +52         +30         +  1         +60         —88         +49         —150         —158 


+     5 


tr 

44 

—      7 
+  122 


Priinfactoreii  der  Primzahlen  p. 
Für  p  =  367  ist  ./(x^)  =  1  —  Xj^ ;    für  j:;  =  37  aber  ist  A^l  4-  x^)  =  37  .  31  . 


*)     Hier  ist  Xj   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems : 
""j  +  ^5  ^  "-  ^6  '         ^1^5  ^  —  3  +  2xg  +  x,j  —  x_     (mod.  p). 


34 


Was  hier  x,,  x^,  Xg,  Xjj,  Xj^  ,  heisst  X  =  31,  V.  re8p.  ij^,,  ij^ ,  »jj,  »j,,  ij,. 

**)     liier  ist  x,   völlig  bestimmt  durch  tr  u^^  ^  w     (mod.  p)j   sowie   alt  gemeinschaltliche 
Wurzel   des  Systems:    tr,  +  x^  ^  —  c»«  ,       ^,^,.  ^  6  +  2x,  +  x,.  +  2x.,  (mod.  p)    und    einet 

1  i  6  15  6  IS  34 

zweiten  von  5  Congrucnzen,  deren  erste:    gy-j-tr+x     +x     +x      ^  — ur       (mod. />). 
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n=  93 
V,  3.     2?  =  93/» -f- 5,-37:     5,     149,     191,     521,     463; 

^^  =^  —  (w'*''-l- w*""  +  w"'*),     dreigliedrige    Perioden    der    31  ten    Einheitswurzeln, 
•^essbalb   vorstehende  Primzahlen   auch   hier   keine   anderen  Primfactoren  als  die 
X  ==  31,  III.  haben. 


VI.    p  zum  Exponenten  10  gehörig, 
6  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VI,  l.  p  =  93/?i  —  4  ,  —  16  ,  4-  23 ,  4-  29  ,    nämlich: 
23,     29,     89,     263,     401,     449,     461,     587,     647,     773,     821,     953; 
w^  =  o;'-  4-  w-*^  4-  uj'"-  4-  c«"'-  4-  u;-"^  4-  oü"''  4-  c«*''  4-  o;-^*'"  4-  w""'"  4-  u;"'" ,  ü^)  =  -4.23 ; 
w^^  zehngliedrige  Perioden  der  31  ten  Einh ei ts wurzeln,  w^^^  =  —5; 

w\  =  8  4-  Wj  4-  207^  4-  2oPy  —  207^  ,  ^i^i  =  —  5  4-  w^  4-  207^  , 

WjWj  =  2aTj  4-  tTj  4-  3a7g  4-  w^j^j  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


/» 

«^1 

«^J 

5 

^r 

«^10 

1* 

23 

4-  5 

4~     7 

—   7 

—     5 

4-     1 

0 

29 

4-  3 

4-     4 

4-13 

4-  11 

4-     5 

—  6 

89 

—  6 

—  41 

—30 

—  37 

—     2 

4-28 

263 

—21 

4-125 

—  51 

4-112 

—  119 

—45 

/(-,), 

Primfacto 

ren  der  Primzahlen  p. 

iV> 

.) 

=  -P' 

p 

/(«T,) 

P 

/(tr 

i) 

i    ^ 

A^,) 

23 

1  4-ar 

1 

-  w 

9 

29 

2  —  Wj 

4-  ^j 

89 

4  4-aTj- 

10 


Auch   ist     iV(l  4-  w)  =  4  ,         N(l  —  tJtr^^)  =  N{w^^)  =  —  4  .  23  ,         iV(arj  4-  or,)  =  23*  , 
N{1  —  07^^  4-  tr^j)  =  —  29  .  23  ,         N(2  4-  «7^  4-  w^^)  =  89  .  29  U.  8.  W. 


*)     Hier  ist  or,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzen Systems 
Wj  4-  «^j  «^  —  Wjj  ,         w^w^  ^  —  5  4-  w,  4-  2a7j     (mod.  p). 
Was  hier  w, ,  Wg ,  w,  j  ,   heisst  X  =  31,  VI.  ijq,  »Jj  ,  ij,  . 
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n  =  93 
VI,  2.     ^  =  93//1  —  2  ,  —  8  ,  —  35  ,  4-  46  ,    nämlich  : 

139,     151,     271,     277,         337,     457,     463,     523,     643,      709,     829,     883; 
tTj^  wie  VI,  1,     tTjj^  =  lOw"  ; 

Congruenzwurzcln  mod.  p,  z.  B.*) 

J^  tXT  OT  tu  XF  tr  QET 

/  Wl^  1*^  Wj  l*  y  Mtj^  1*^^ 

139  +63  -f-  5  —  31  —48  —57  +69 
151  +53  +35  —  11  +5  +61  +  9 
271         +62         +99         —126         —28         —  5         —  1 


Primfactoreu  der  Primzahlen  p. 
Für  p  =  271  ist  /(oTj)  =  1  +  tr^^ .  —  Ferner  ist :    A-(i  —  x)  =  97 , 

A'(l  —  tr^^  —  tTjj)  =  16  .  139  . 


IV,  3.    p  =  93;/i  +  2  ,  +  8  ,  +  35  ,  —  46 ,    nämlich  : 
2,     47,     101,     233,     281,     419,     467,     593,     653,     659,     839,     977, 

welche  auch  hier  nur  die  Primfactoren  X  =  31,  IV.  haben,  da 

07^  =  -  (w"»-  +  uj'"'-  +  w"'^  +  et**'-  +  »"O    auf  die  fttnfgliedrigen  Perioden  der  31  ten 

Einheitsuvnirzeln  zurückkommt. 


*)     Hier    ist   w^  völlig  bestimmt  durch  aT,w^'  =  w^^  (mod.  p)j  sowie  als  gemeinBchafUicha 
Wurzel  des  Systems       tr,  +  tr„  ^  —  tr,^ ,  tu,  or^  ^  7  +  tF.  —  tr_     fmod.  p)  und   eines  zwei- 

ten  von  3  Congruenzcn,  deren  erste   or   +  07    +  tr      ^  —  u:      (mod.  p). 
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n  =  93 

VII.    p  zum  Exponenten  15  gehörig, 
p  =  93m  -h  7 ,  -h  10 ,  —  11 ,  —  17 ,  -4- 19 ,  -+-  28 , 4-  40 ,  —  44 ,    nämlich 

7,       19,     103,     193,     307,     379,     421,     541,     547,     577,     607,     661,     691,     727,     733, 
751,     877,     919,     937; 

4  {tknfzehngliedrige  Perioden: 


Tr 


tr^  =  üo''  +  üj  ''  -i-  ul- 


-44r 


+  t,: 


-29r 


-f-  W 


-17r 


-hoo 


-36r 


4r 


asr 


lOr 


4- w'- 4-  u,"- +  ÜU-"-  -4-  W 


.-»Jr 


+  w 


»»'• 


tr^^  ftlnfzehngliedrige  Perioden  der  31ten  Einheitswurzeln,  v^^r  =  I5w*^''; 

tr^tr,  =  —  7  +  tTj  , 


69 


^1^11    =    ®'  ^I^^IJ    =    ^^       '  ^1^62    =    ^^"^9- 


Congruenzwurzeln  med.  p,  z.  B.*) 


7 

^1 

-4-  1 

+  2 

11 

4-  1 

^13 

—  3 

P 
607 

^1 
—  13 

—302 

tr 
*^ii 

—  94 

^11 
—  197 

19 

—  9 

—  4 

—  3 

—  2 

919 

4-404 

—129 

4-182 

—456 

379 

—  187 

—  130 

4-  79 

4-139 

937 

4-450 

—335 

—279 

4-165 

577 

—274 

—  85 

—278 

4-  61 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Von  vorstehenden  Primzahlen  ;>  haben  wirkliche  Primfactoren /(tr|): 


p  A^,) 

379     5  —  2w. 


p        A^,) 

607       3  —  2ar, 


P  /(tr,) 

919     7  — 2tr 


IS 


p  A^O 

937     5  4-tF,  4-2trj, 


577     4  —    tFj  4-  tTjj 

Ob   allen  Primzahlen  p    wirkliche  Primfactoren  ßw^)  zukommen,  steht   dahin ;   es 
ist  femer: 

N(l  —  w^)  =  7'  ,         N(l  4-  tr)  ==  67  ,         N{2  4-  tr,,)  —  4.19,         Nil  —  2tr,)  =  19  .  49  . 


*)     Hier  ist  w^   völlig  bestimmt  durch  tTjW^'  =  07^  (mod.  p),  sowie   als  gemeinschaftliche 
Wurzel  der  beiden  Systeme: 

tTjOTj  ^  —  7  4-  tTj  nnd  or,  4-  tr^j  ^  —  o;'^  ,      ^{^^n  ^  8w*'  (mod.  /»). 

50 


W     4-  tF      ^5    — 


tr. 
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n  =  93 

VIII.    p  zum  Exponenten  30  gehörig. 
2  dreissiggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VIII,  l.     p  =  93m  —  7  ,  —  10  ,  -4-  1 1  ,  -h  17  ,  —  19  ,  —  28  ,  —  40  ,  4-  44  ; 


tr     =  üü''  +  w"^'"  4- w"**'" 


W  -t-J«  -t-W  -f-W  -f-W  -t-ÖÜ  "T-W 


(it; 


-S»r 


4-  c^-"-  4-  ou'"''  -4-  w-'""  -4-  a;*°"  +  W"  +  w'^  -4-  w**^  +  w""'^  -+-  w"'^  4-  «""'^ 


4-  w 


-4- w^ 


4-  u)' 
4- W'  4-oü**'  +w"''4-oy" 


M 


Ar 


-88r     ,     ,   lOr     ,     .  .S8r     ,     ,   24r     ,     .   llr     ,     .   -16r     ,     _19r     ,     .   -40r 


4-  w       4-  W 


Wurzeln  der  Gleichung: 


07^  —  07  —  23   =  0 . 


Congruenzwurzeln  med.  p*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


p 

1 

^a 

P 

tu 
1 

^3 

P 

tu 
i 

«^j 

P 

«^1 

'"^i 

11 

4 

—  3 

197 

65 

—  64 

509 

104 

—  103 

827 

96 

—  96 

17 

3 

--  2 

239 

52 

—  51 

569 

114 

—113 

881 

261 

—260 

53 

14 

—  13 

251 

66 

—  65 

641 

105 

—  104 

911 

53 

—  52 

83 

17 

—  16 

269 

120 

—  119 

761 

335 

—334 

941 

444 

—443 

137 

49 

—48  . 

353 

63 

—  62 

797 

117 

—116 

947 

391 

—390 

167 

54 

—53 

383 

106 

—  105 

809 

50 

—  51 

983 

420 

—419 

179 

62 

—61 

389 

35 

—  34 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(w^  =  —  |), 


p 

/(«^i) 

P 

A^,) 

P 

/K) 

P 

A^^) 

11 

34-  Wj 

197 

24.  3ar^ 

509 

64-  5a7j 

827 

284-  9tiyj 

17 

24-  Wj 

239 

164-  507^ 

569 

1—  5a7j 

881 

334-lOw^ 

53 

114-3oFj 

251 

94-  4a7j 

641 

114-  6a7j 

911 

634-16w^ 

83 

154-4aTj 

269 

264-  7a7j 

761 

294-  9a7j 

941 

584-15w^ 

137 

74-3aTj 

353 

194-  6o[rj 

797 

154-  7w, 

947 

434-12tp^ 

167 

54-3trj 

383 

244-  7a7j 

809 

594-1507^ 

983 

94-  7Wj 

179 

44-3o[rj 

389 

394-1007^ 

•)    Hier  ist  07  j   >  0  und  <.\p. 
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n  =  93 
VIII,  2.     p  ^   93w  -h  13  ,  —  14  ,  —  20  ,  -4-  22  ,  +  34  ,  —  38  ,  —  41 ,  -+-  43  ; 

-4-  w"*-  4-  tt^-"'-  4-  c«-"''-  4-  c«'''-  4-  ou-"''  4-  o;"**''  4-  c«-"''  4-  w*»*  4-  w'''^  4-  cu"'' 

d.  h.  3te  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

13,       43,       73,       79,     127,     199,     229,     241,     313,     331,     487,     499,     571,     601,     613,     631, 

673,    757,    787,    823,    859,    auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  X  =  3,  I. 


w. 


Vni,  3.     ^  =  93/n  —  13  ,  4-  14  ,  4-  20  ,  —  22  ,  —  34  ,  4-  38  ,  4-  41  ,  —  43  ; 
V  =  a;''  4-  w""*"  4-  to-"''  4-  w"'-  4-  etc.  =  —  (w*'"  4-  w*''  4-  «"**  4-  w"'"  4-  w"''  4-  w**'" 

d.  h.  fQnfzehngliedrige  Perioden  der  Slten  Einheitswurzeln;  daher  sind  die  Prim- 
factoren bei  \  =  31,  Vin.  auch  hier  die  Primfactoren  der  folgenden  Primzahlen  p: 

41,       59,       71,     107,     113,     131,     173,     227,     257,     293,     317,     359,     431,     443,     479,     503, 
599,     617,     701,     853,     857,     887,     971. 


50« 
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n  =  95 

I.    ^  =  95m  -h  1  : 

191,     571,     761. 

72  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

+  tf*  —  W  +  1     =s    0  , 

wodurch  oder  durch 

und  w'®  H-  w'*  4-  w'**  + . . .  +  w^®  +  w'  +  1  =0 

die   nichtprimitiven,    d.  h.  die   19teQ  und   5ten  Einheitswurzeln,   sich   eliminiren. 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

36  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  i.    p  =  95m  —  1 , 

w^  =  («;'■  +  «"'■,         11(07^)  =  1  ,  w^Wi^  =  tr^.j  +  ar^^j; 

«Tj^  =  üü*''4-w"''',         or^g^  =  w"''4-w"^''"   zweigliedrige  Perioden   resp.   der   19ten 
und  der  5ten  Einheitswurzeln. 
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379 
569 


tr 


1 
+  14 

+     8 


w 

2 

—  185 
+  62 


n  =  95 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


w. 


tu. 


w. 


S  -4  "'S 

+  49         +113         +125 

—  81         —141  —269         +  33 


tr 

7 

—  162 


—  119 

—  36 


w 

9 

+   12 
+248 


tr 
II 

—163 
—  20 


P 

379 
569 


w 

12 

+  84 
+  96 


w 

13 

—  177 
+219 


tr. 


14 

+  91 


w. 


16 

+136 


w 


18 

+142 
—  51  +156         +168         +  50 


17 

74 


w. 


21 

—178 
—     9 


92 

+  37 
—171 


w 

91 

—  62 
—221 


p 

379 

tu 

24 

—  147 

w 

9fi 

—130 

w 

*^27 

+176 

tu 

28 

—  59 

tr 

29 

+135 

^11 
—  137 

tr 

J2 

—   77 

«^11 

—  183 

w 

14 

+168 

569 

+110 

+163 

+203 

—246 

+105 

+  48 

—133 

+  26 

—228 

p 

379 
569 


w 

16 

+  75 


«^17 

+  31 


w 

19 

+  68 


w 

41 

—104 


w 

49 

—154 


+222         +212         +200         +239         +  79 


w 

48 

—157 


w 

44 

—149 


176         +220 


tr 

46 

+  52 
—  95 


«^47 

+     4 
+  149 


/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p;     Nf(w^)  =  —p. 


P 
379 


1  — .  07     +  tu 


p  A^^) 

569     1  +  0^,3  -+-  tr^^ 


*)     Hier  ist  m^  die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme^ 
des  einen  von  4  Congruenzen,  deren  erste: 

^   ^  ^     +  tF     +  tr      ^=  —  tr  (mod.  p), 

des  anderen  von  18  Congruenzen,  deren  erste: 

IT   +  tJT   +  tr   +  w   +  w     +tr     +tr     +ta7     +tiT     +tiT,.+  w^^  +  tr..  +  w,,  +  tr,.  +  tw.. 

+  tr^j  +  tü^^  +  tr^g  ^  —  t»jj    (mod.  p). 
"Was  hier  tr^,  tr,^,  tr,5,  tüj^,,  tr^s,  tr3o,  tTj^,  w^^,  w^^,  heisst  X  =  19,  II  resp.: 

»lo»    »Ji>      I4»      I2»      I7»      »Jsi      *I6»      ^1»     »Is;     nnd  was  hier  tu, j,  B7, 8,  heisst 

"x  ==  5,  n  »j^,  ijj. 
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n  =  95 
n,  2.     ^  =  95m  -4-  39  :     229,     419  ; 

tr^  =  w'"  -h  w"'' ,         n(ay^)  =  1  ; 

Wj^  =  2w*'',    19te  Einhcitswurzeln,  ar^^^  wie  II,  i; 


wl  =  2tt;*°  4-  tr,  , 


^i'^ss  — 

/* 

^1 

229 

4-83 

UJ 


40 


(F  tr      =  —  1  , 

1     18  » 

TT.OT..    =    207 


tr 


1^56    =    2  +  07 


1      74 


19  • 


Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


w 


9 

71 


tu 
-h  36 


07. 


07, 


4  6 

+25         -4-37 


07 
7 

+62 


w. 


S8 


W. 


07. 


6  9  ''ll 

—  75         —33         —58 


229         —91 


07. 


tr. 


07. 


13  14  16 

+  99         —103         —70 


07 
IT 

+56 


07. 


tr. 


07, 


18  "ji  ai 

+80         —  45         —14 


4-  3 


07. 


tr. 


36  "88 

229         —78         —     9 


«^J9 

+  51 


tr 
ai 

+48 


07. 


07. 


SS  S4 

+76         —49 


07, 


rp. 


S6  "^41 

—100         —97 


+14 


07. 


07, 


46  "48 

229         —46         —111 


w 


w. 


OT, 


07. 


51  "53  "56  58 

95         —55         —12         —19 


07 
63 

—  94 


«^68 

4-  5 


w 

T» 

+85 


Normen  complexer  Zahlen  in  §7* 

N{i  —  07j^  —  07j,)  =  229  .  761  ,  N(l  ±  07)  r=  9349  . 


*}     Hier  ist  w^    linear  darch  w^ta^^  ^  w^^  (mod.  p),    sowie  als  gemeinschaftliche  Wiursel 
des  Systems  bestimmt 

Wj  +  w      es  —  w'*  ,         07.  w.^  ^  —  uü^^ 


l     48 


und  eines  zweiten  Ton  18  Congrnenzen,  deren  erste: 


Wj  +  07^  +  07g  +  07j  + 


07 


11 


«^14  +  «^16  -+■  «^91  +  «^24  +  ^96  +  «^99  +  «^31  +  ^34  +  «^»«  +  «^41 


+  07   ^  +  07       + 
^^       46  ^^       51  ^^ 


W 


56 


—  tir       (mod.  p). 


19 
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n  =  95 
11,3.     |?  =  95w  — 39:     151,     911; 

w,  ^  w''  +  a;-"»- ,         n(aT,)  =  1  ; 

w,^  wie  n,  1,  tü^g^  =  2ui^^'^  (5te  Einheitswurzeln); 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 

P  W^  Wj  Wj  W^  Wg  Wy  Wg  Wj  tFjj 

151         4-60         —62         —28         —49         4-52         —52         —31         4-34         4-54 


10 


P  ^^13  ®14  ^16  ^18  ^91  ^ia  ^88  ^>6  ^if 

151         —69         4-19         —73         —68         —34         4-  9         —22         —48         —17 


P  ÜJ  ÜJ  XB  XB  XXJ  W  XfJ  flu   _  tu 

'^  18  31  38  37  39  41  44  4T  49 

151         4-43         4-  6         4-64         4-65         4-27         4-61         —37         —30         —21 


P  ^51  ^54  ^^59  «^61  ^64  «^66  ®71  ^78  «^88 

151         4-  1         H-20         4-30         —25         4-69         4-42         4-59         —42         —  6 


Normen  complexer  Zahlen  in  07. 
^(1  —  tüjj)  =  151 .  o;  (wo  X  eine  nicht  genau  bestimmte  vierziflErige  Zahl) ; 
j^^(l  4-  v)  gibt  eine  sechsziffinge  Zahl. 


*)    Hier  ist  oTj  völlig  bestimmt  dorch  aTjW^'  :=  tv^^  (mod.  p),  sowie  als  gemeinschaftlich» 
'Wune!  zweier  Systeme,  des  einen  von  4  Congraenzen,  deren  erste: 

des  anderen  von  9  Congmenzen,  deren  erste: 

Wj  4-  w^  4-  Wjj  4-  Wj^  4-  Wjj  4-  w^^  4-  w^^  4-  w^^  "+"  ^n  "^  ""  "'*     ^"^*  ^^' 
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n  =  95 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 

j9  =  95m -4- 11,  4-26:     11,     311,     691,     881. 

24  dreigliedrige  Perioden: 

(Tjy  =  oj*'' +  cü**'^  H- &;"'■ ,      dreigliedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzeln ; 
w^^j.  =  3w^'''  5te  Einheitswurzeln; 


07 


1  »jT^*«-ij>  '^l^SS  10  ^^  50  '  1      69  ^^       10  ^^       J5  »  1     19  J( 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

für  p  =   11  (beispielsweise). 

«Tj  tr,  tr,  tr^  tr^  tr^  tr,         tr^,         tr^,         or,^         or,^         tr^^ 

4-2         —4         —1         4-2         —4         —5         4-1         4-4         —4         —3         —3         4-2 


op      txT     07      QT      tr     or      tr  _    tr      qp      w     tr      or 

21        28        24        29        81        32        8T        42        48        51        58        fi» 

—5         —3         —4         —1         4-5         —6         —1         —1         —5         4-2         —4         4-3 


Normen  complexer  Zahlen  in  tr* 
iV(l  4-  ot'j)  =  11* ,        N{\  —  tTg)  =»  11 .  691  . 


*)  Hier  ist  tTj    völlig  bestimmt  durch  W|W*'  =  tr,^  (mod.  /)),  sowie  als  gemeinschftft^liche 
Warzel  zweier  Systeme,  des  einen  von  4  ConsTuenzen,   deren  erste:    w  4-tzr.4-aT    4-07      ^s  m 

''  1  7  S9  st  10  • 

des  anderen  von  6  Congruenzen,  deren  erste: 

^1  4-  tüg  4-  op^g  4-  w,i  4-  w,^  4-  Wj. ^  -^  —  i*i^^     (n>od.  p). 
Was  hier  mit  tr^ ,     tr^^  ,     tr^^  ,     w^^  ,     tr^^ ,     w^^  ,     ist  X  =»  19,  III  bezeichnet  mit  resp. 
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n  =  95 
IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
18  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     I?  =  95w  4- 18,4-37:         37,     113,     227,     607,     683,     797; 
t»^  =  0;"^  4-  üü"'^  4-  w"''  4-  w*''' ,        n(aT^)  =:  9349  ; 
w^^  =  2(w*'' 4- »^^O »  zweigliedrige  Perioden  der  19ten  Wurzeln,  w^^^  =  —  l. 

wj  =  —  2  4-  tTj  4-  tr^o  '         ^i^iT  =  «'a  —  i^^jo  +  ^«s »         ^i^ss  =  ^  —  tr^^  . 

Congruenzwurzeln  med.  p^  z.B.*) 

P  tTj  tFj  tr,  W^  tTg  W^  CCr^  (T^  tr^, 

37  —  2  —  5  —  6  —  11  H-14  H-18  —  3  4-4  —12 
113  4-29  4-45  4-44  H-  29  H-37  —30  —  27  —11  H-45 
227    —47    H-48    H-28    4-104    —  8    4-3    H-111    4-12    —72 


P  «^14  ^U  ^it  «^24  ^38  ^41  ^*6  ®51  «^56 

37  —  1  4-18  —  8  4-4  —11  —  3  4-14  —  2  —  8 

113  4-4  4-8  —11  —  1  4-4  4-8  +44  —27  4-37 

227  H-27  —108  —70  —19  —74  4-67  4-97  4-65  4-64 


Normen  complexer  Zahlen  in  tr- 

N{1  4-  w^^)  =  19  .  37  .  113  ,  N(l  -  tr)  =  N(w)  =  9349  , 

N(l  —  tr^  —  Wj)  =  19?227  ,  N{w^  —  w^)  =  19  .  227  .  37  . 


IV,  2.     p  =  95/n  —18,-37:     457,     647  ; 

tr^  =  a,'^4-tt,-"''H-cü"''4- ■'"'  =  —  w''^'*,    19  te  Einheits  würz  ein,   daher  haben  vor- 
stehende Primzahlen  p  auch  hier  nur  die  Primfactoren  X  =  19,  I. 


•)     Hier  ist   07,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzein  des  Systems: 

^1  +^^56  =  -  i°^2o  '         ^i^'se  =  3  -  ^w^^     (mod.  />). 
Wegen  der  Congruenzwurzeln  für  tr^,.  vgl.  II,  1. 

51 
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n  =  95 

V.     p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
12  sechsgliedrige  Perioden  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     p  =  95m—  11  ,  —  26; 

Wj^  sechsgliedrige  Perioden  derlOten,  tr^^^  =  3(u;^*'^h- w^*'^)  zweigliedrige  Perioden 
der  5 teil  Einheitswurzeln; 


.2 


TT.   =  6  -I-  !r    -4-  2cr     -!-  Ärr     .              ayo?      =oi7-4-flr-4-  2tr  -4-  tr     -+-  tr 

1             "     "^  "^2  ^^          10     '13'                       1     81                 88     "^       5     "^          20  ^^       13     "^       Jl 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  />). 

P                     Wj                      tF^                      Wj                     OT^                     tTg  Wy 

179    —  3    —  41    —  53    H-  82    —  33  -h  28 

449    —  51    —194    H-102    —206    4-  10  —177 

829    H-123    4-215    —100    4-  38    4-252  —414 


P  ÜJ  CT  tu  fP  tXT  W 

^  IS  18  14  21  23  81 

179  —  73  —  31  4-57  4-62  4-66  —  60 

449  4-31  4-62  —  38  4-216  —107  —  96 

829  4-339  4-244  4-233  —200  —189  4-288 


/((Tj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p,  z.  B.     Nj{w^)  ==  —  |). 


P  /K) 

179         1  —  tTjj  —  (w*' 4- c«^*^) 


P  Aw^) 

449         2  —  BT,  4-  w, 


10 

Es  ist  femer:  N(l  4-  w)  =  191 ,        iV(l  —  w)  =  11*. 


*)     Hier  ist  07  j   die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme, 
des  einen  von  4  Congruenzen,  deren  erste: 

t^i  4-  tF^  4-  Wj,  4-  07^^  =  —  tr^^  , 
des  anderen  von  C  Congruenzen,  deren  erste: 


w^  4-  tr^  4-  Wg  4-  Wj^  4-  tr^^  4-  w,,  =  —  (w^'  4-  ^^)     (»od.  p). 


Was  hier  Wj,  or,^,  w^^  heisst,  ist  X  =  19,  IV.  resp.  »j^ ,  >),,  i),. 
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n  =  95 
V,  2.    p  =  95m  +  31 ,  -4-  46  : 
31,     331,     521,     601;     . 

tr^  =  w''  4-  ci;"''  4-  »'"*  4-  w""''  4-  c;"''  4-  »*''' ,       n(tr^)  =  7*  ; 
w^^  wie  V,  1,  tr„^  =  6c<ü"''; 

wj  =  4k(ti"  —  Wj ,  ^i^j9  =  "*  """  ^5 »  ^i°^6  ~  —  öy"  4-  2oFj  4-  op^ , 


^1^1»  =  ^^10  • 

Congruenz wurzeln  mod.  p,  z.  B.*). 

p 

^1                     ^t                     ^j                      ^4                     ^6 

«-7 

31         —     2         —     2         —     8         —     3         4-H         —     8 
331         —145         —     7         —117         —111  4-138         —   12 


H  or  tr  tF  tr                 ot                 tr 

■'^  8  JJ  14                        16                        8J                        J9 

31  —     1  4-7  —     1  4-15  —     6  —     4 

331  —106  —100  4-125  —  57  —105  —164 


Normen  eomplexer  Zahlen  in  w. 
N(l  4-  Wg)  =  11 .  31* ,  N(l  —  w)  =  11 .  191 ,  N(l  4-  «Pj  4-  tTjg)  =  331  .  ;r 

(x  =  Num  (log  3,63  ...))• 


V,  3.     |)  =  95/H  —  31 ,  -  46  : 

239,     349,     619,     809,     919. 

OF^  =  o;*-  4-  w-'""  4-  w"'-  4-  w"'-  4-  o;'""  4-  üu""'" ,       0(07,.)  =  49  ; 

tTj,,.  wie  in  V,  l,    w^^  =  2(0;*'' 4- w"'' 4- w"'') »      dreigliedrige    Perioden    der    19ten 
Einheitswurzeln ; 

**•!  ^''j     "^  ***8     "^       40     "^  50  '  17  7     40  50* 

op  QP     =  —  3  —  4-or      —  4-tr     ,  trtr      =64-07     4-0?     4-07     4-07     4-ot       U.  8.  W. 

'*l*8  1»      10  a      25  *  1     Jl  ^^       10  ^^       25  ^^       13     "^       23     "^       88 


76 


•)     Hier  ist  07,   Töllig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  oTjW*'  =  07 j^  (mod./)),  sowie 
als  gemeinschaftliche  Wurzel  zweier  Systeme,  des  einen   von  4  Congruenzen,  deren  erste: 
tr    4-  07^  4-  OTg  4-  OTjg  ^  —  OT^^  ,    des  andern  von  den  3  Congruenzen:    or^  4-  «r^  4-  tr^^  ^  —  üü' 

OTjtTg  4-  «^6^16  +  ^^le^'^i  ^  —  ß^*' »  ^1^6^16  ^  *^"''*  (mod.  p), 

bV 
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n  =  95 
Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.  *) 


p 

239 

07 
1 

4-  25 

"^2 

—  34 

^4 

+  31 

+  53 

^8 

—  20 

07 
18 

+  106 

349 

+  145 

+  131 

+  110 

—  85 

—  133 

—  68 

P 
239 

^14 

+  2 

*16 

—  103 

^17 

+  78 

0? 

—  49 

07 

+  50 

81 

—  20 

349 

+  105 

+119 

—  154 

+  104 

+116 

—  40 

Normen  complexer  Zahlen  in  Sy. 

A^(l  +  tr)  =  7»  ,  N(l  -  tr)  =  1 1\  N(2  —  w^^)  =   11?239  , 

lV(l  -  Or^^  +  OT^j)   =    11?349. 


VI.    p  zum  Exponenten  9  gehörig, 

p  =  dbm  +  6  ,  —  14  ,  +  16  ,  —  29  ,  —  34 ,  +  36  ; 


8  neungliedrige  Perioden: 


86r 


3«! 


07^    ==    Oü*'  +  W*""  +  üü'**''  +  w'''''  +  CO 


-^*r_^.^-lir 


+  w 


iir 


bu 


-39r 


+  u;^*^     n(aT,)  =  5*; 


07^^  neungliedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzeln,  07^,^  =  9tw^*''; 


ÜÜ 


OtJ    =    ÖOTg  +  407y 

07     =  —  3  +  3aF 

14  ^^  1( 


w 


w      =  5 , 

1     14  ' 


^1^21    =    ^^*'» 


W.Ot^,«    =    90T-_, 
1     19  30 


*)     Hier  ist  07  j   die  gemeinschaftliche  Warzel  des  Systems 

0,^  +  tü^  =  -  i,^^  ,         tr^tr^  =  -  #^^  -  2*5,     (mod.  p) 
und  eines  zweiten  von  6  Congnienzen  deren  erste: 

tüj  +  07^  +  07^^  +  tTjg  +  w^^  +  Wj^  ^  —  ijg     (mod.  />). 
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n  =  95 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahleo  p). 


p 

61 

w 
1 

+   18 

—  28 

«^3 

—  11 

tzr 

4 

—  21 

w 
—  6 

«^14 

4-  24 

w 

21 

4-  23 

4-  2 

101 

—  38 

—  26 

4-  38 

4-  46 

4-  40 

—  40 

46 

4-  27 

131 

—  47 

4-  63 

4-  44 

4-  9 

4-  15 

4-  64 

—  14 

—  2 

251 

-f-  36 

—116 

61 

4-103 

—  33 

4-  35 

—  56 

4-  93 

271 

—  112 

—  64 

—  98 

—  77 

—  36 

4-104 

4-102 

—  89 

461 

—  93 

—  21 

—  4 

4-  1 

4-114 

4-109 

4-  5 

—110 

491 

-f-  39 

4-  99 

4-179 

—228 

4-  11 

—  88 

—140 

4-129 

541 

—  168 

4-270 

—  114 

—  116 

4-223 

—  24 

—  70 

—  10 

631 

4-  44 

4-198 

—  40 

—  64 

—  79 

—215 

—286 

—188 

701 

4-156 

4-250 

—  75 

—  136 

—  187 

—328 

4-335 

—  14 

821 

4-409 

4-349 

—263 

4-116 

4-334 

—277 

4-361 

—207 

p 

131 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren /(oy,)  haben  sich  gefunden  bei: 


2  4-tr 


23 


P 

461 


1  —  OT 


P  A^,) 

821        2  4-  Wj  4-  w 


38 


Normen  complexer  Zahlen  in  i. 


N(i  + 


N(l  +  <r) 

= 

5.11', 

N(l  -  <r,  -  ar„) 

101% 

N(l  -w^-  <«") 



5.251, 

N(W^  -  OT,  +  (»,,) 

=r 

11?491, 

^(2  —  tp,  +  w^) 

= 

11.541, 

+■  1»"  +  w,  +  tr„) 

= 

11.701  . 

iV(2  -  Wj,)  =  N(l  4-  oü"  4-  w„)  =  11 .  61 , 


23 

.38 


N(2  4-  Wj  4-  w")  =  11 .  101 , 
N{2  —  w^^  4-  oü")  =  11  .  271 , 
N(l  4-2aTj)  =  541.311, 
iV(l  -  Wj  —  w,j)  =  11.631, 


*)     Hier  ist  w^  yöllig  bestimmt  durch  tüjCi)^^  ==  w^q  (mod.  f>),   sowie  als  gemeinschaftliche 


.76 


l     31 


57 


Wurzel   des  Systems     w   -{-  w      ^  —  w' 

und  eines  zweiten  von  4  Congruenzen,  deren  erste: 

Wj  4-  tp^  4-  Wy  4-  tFj,  ^  —  Wj     (mod.  p). 
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n  =  95 

VII.     j;  zum  Exponenten  12  gehörig. 
6  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VII,  l.     p  =  dorn  —  7  ,  4-  8  ,  +  12  ,  -f-  27  : 
103,     107,     293,     373,     487,     563,     673,     677,     787,     863,     977, 

n(aT,)  =  11>  ; 

tTj^  =  2lr5^,sech8gliedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzelu,  tr^^^  =  —  3; 

trj  =  —  4  +  2tr^  H-  Zjt^^  4-  2tr,  +  w,  ,  tr^tr^  =  10  -f-  2oFj^  —  ^w^^  . 

Congruenzwurzeln  mod.  j?,  z.  li.*) 

;>  tTj  tTjj  W^  Wj  tr^^  tTj, 

103  +4  +  32  —49  4-25  —  19  4-8 
107  4-16  4-  4  4-52  4-24  —  13  4-25 
293    —30    —138    4-  8    —135    4-110    —107 


Normen  complexer  Zahlen  in  y  . 

N{A  —  tTj)  =  103  .  107  ,         A^(3  —  ojj  —  OTj^)  =  8  .  11  .  107  ,         A^(2  4-  tr^  4-  tr^.)  =  8  .  293  , 
N{1  4-  tr)  =  AV)  =  11'  »  ^(1  —  or)  =  239  . 


Vn,  2.     jt>  =  95/H  4-  7  ,  —  8  ,  —  12  ,  —  27  : 
7,     83,     163,     197,     277,     353,     463,     467,     577,     653,     733; 

DT,  =  oü*-  4-  uj'^  4-  uj'*'^  4-  w-"''  4-  et'"''  4-  oü-*'"  4-  oü"''  4-  u,-^'"'  4-  0."''  4-  a;""*'  4-  a'-"'-4-üü-"'" 

dreighedrige  Perioden  der  19 ten  Einheitswurzeln;  daher  haben  vorstehende  Prim- 
zahlen p  auch  hier  nur  die  Primfactoren  X  =  19,  III. 


*)     Hier  ist  tr  j   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems : 
tTj  +  tTj  ^  -  ^,,  ,  o-jo:,  =  10  +  4*,„  -  ^„     (mod.  ;,). 
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n  =  95 

Vni.    p  zum  Exponenten  18  gehörig. 
4  achtzehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VIII,  1.     p  =  95m  —  6  ,  4-  14  ,  —  16  ,  +  29  ,  4-  34  ,  —  36  ; 


-6r 


.36r 


tr^  =  w''  4-  w"**'  +  w*'"'  4-  üü 


-36r 


26r 


34r 


-34r 


llr 


a9r 


4.  ^^*r  ^.  j^iir  ^  ^39r  ^  ^ler  ^  ^^-r  ^  ^^r  ^  ^ 


I6r 


6r 


-36r 


-f-  oü"*^  +  W*''^ -4- Oü 


-l«r 


ot; 


-llr 


,-i6r 


+  ^--^^r  ^  ^-i6r  ^      m^)   ^    101  ; 


tTj^  =  —  1 ,        Wjj^  =  9(w"'*  +  üü'^'') ,     zweigliedrige    Perioden    der    5ten   Einheits- 
i  wurzeln ; 

trj  =  10  -  |.tr,g  +  tr,  , 


1^4   =   -  ^  +  7^38  ' 


w    =  5  —  2tr    —  tF   -+•  tr     • 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


p 

29 

«^1 
4-  9 

tr 

—  11 

w 
3 

—  12 

«^4 

—  14 

P 
409 

w 
^1 

4-  44 

4-179 

w 

8 

—  49 

«^4 

—  173 

59 

—  12 

4-  30 

—  4 

—  13 

439 

4-  85 

—  89 

4-159 

—154 

79 

—  3 

4-  37 

—  7 

—  26 

509 

4-148 

4-  28 

4-  94 

4-240 

89 

4-  22 

—  11 

4-  21 

—  31 

599 

4-104 

—  76 

4-101 

—128 

109 

4-  26 

—  32 

4-  43 

—  36 

659 

4-  81 

—  184 

—274 

—281 

269 

4-  67 

—  113 

84 

4-131 

839 

4-  12 

—  395 

—  102 

—353 

p 

29 
59 
79 
89 
109 
269 


/(oyj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(w^)  =  —p, 

/(tr,)  P  /(tr^) 

t  1      I     _       I     0/.-.19     I     ,.T6\  JA«  R     I     —       I        — 


XIs  ist  femer: 


/(tr,) 

1  4-  tr,  4-  2(w"  4-  oy") 
4  4-w, 

3  4-tr^ 

2  4-  Wj  4-    w"  -+-  oü^* 

4  —  tTj  4-    w^ 
4  4-w,—    (oü**4-w^*') 

N(\  —  tr)  =  N{w)  =  101 , 


P 

409       5  4-  OT,  4-    Wj 

439  4  4-  iTj  4-    tFj 

509  2  4-  w^  —  2(w^'  4-  w'^) 

599  3  —  tr,  4-  W3 

659  7  —  tXTj  4-  w^ 

(839  fehlt) 

iV(l4-w)  =  5.11. 


*)     Hier  ist  tiTj  die  absolut  kleinere  Wurzel  des  Congruenzensystems : 
w,  4-  tr^  =  —  S-jj  ,  w^tr^  =  —94-  5|rjg     (mod.  />). 
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n  =  95 
VIII,  2.     p  =  95m  H-  4  ,  H-  9  ,  —  21  ,  4-  24  ,  —  41 ,  -f-  44  ; 


OT^  =   Cü*"  -f-  a'**"  +  oy 


16r    .    j,,-31r 


-»9r 


OÜ 


-41r 


S6r    I    ,..9r 


u; 


-air 


w 


llr 


4-a;"^-hw-»*'- 


-*6r 


6r 


>*r 


+  C«'»«^'-  _f-  c^'^r  +  ^36r  ^  j^-46r  ^  ^er  _^  ^,«r  ^      ^(07^)  =  25  ; 


tTj^  =  2;Jj^,  neungliedrige  Perioden  der  19teii  Einheitswurzeln,  w^^^  wie  VIII,  i; 

w]  =  -  6  +  tr^  +  3tr^^  —  |bt„  ,  tr^w^  =  5  +  ^tr^  , 


tr  OT      =  5  —  "Ä-tr     • 
tr  tr     =  —  5  • 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Kur  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p.) 


p 

139 

tr 
1 

+53 

+  34 

+  30 

tr 

14 

+  23 

P 
709 

^1 
+104 

^2 

+334 

tF 

—163 

tr 

14 

—274 

199 

+91 

+  24 

+  38 

+  47 

719 

—278 

+344 

—  14 

—  61 

359 

—  19 

132 

-  121 

—  86 

739 

—  16 

—323 

—297 

—102 

389 

+83 

+  14 

+  138 

+  155 

760 

—201 

—329 

—101 

—137 

479 

+32 

—  75 

—  175 

+219 

859 

—  99 

+246 

+  34 

—177 

499 

+63 

—  8 

+233 

+212 

929 

+311 

—236 

+267 

—341 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  /(nTj)  haben  sich  gefunden  für 
;?  =  389  ,    /(tr^)  =  2  +  2trj  —  tS^  oder  4  —  tr^  —  2trj^  ;    ;>  =  859  ,    f(w^) 


=  3  + 


OTj  —  2tPy  . 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^^. 


N(i  +  tr)  =  36 , 

A'(3  +  tTj  -  tJj.)  =  4  .  139  , 

iV(3  +  2trj  —  tr^  +  tr^  J  =  4  .  359  , 

N{1  —  4tr2  +  2tr^)  =  61  .  499  , 

A^5  +  4tr^  —  tr^^)  =  4.719, 

N(l  —  OTj  +  2tr^)  =  4  .  769  , 


A'(l  -  tr) 

A^(l  -  2tr,  +  w^^) 

N(l  +  2tr^  +  ^^) 

N(7  +  OTj  —  tTy  +  W^^) 

N(l  -  t&5  -  SrrJ 
N{e  +  3tr,  +  2^^) 


4.11; 
16.199, 
11.479, 
5 . 709 , 
19.739, 
5 . 929 . 


*)'    Hier  ist  tr^  TöUig  bestimmt  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congraenzeusysteme : 


W^+Wj    ^    — 0P5  ,       tTjtTy    =    5+a7j 


und 


tr. 


tr 


14 


2 


=  5—5, 


^1^14  =  *'— ^'o^is 


(mod.  p). 
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n  =  95 
VIIL  3.     j[>  =  95//1  —  4  ,  —  9  ,  4-  21  ,  —  24  ,  +  41  ,  —  44  ; 

x^  =  —  w^**',  5te  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p 

41,     71,     181,     211,     241,     281,     401,     421,     431,     641,     661,     751,     811,     941,     971,     991, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  hm  4-1    (>.  =  5,  I). 


IX.    p  zum  Exponenten  36  gehörig. 
2  sechsunddreissiggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IX,  1.   p  =  95w  4-  2  ,  -4-  3  ,  +  13  ,  —  17  ,  -f-  22  ,  —  23  ,  —  28  ,  4-  32  ,  +  33  ,  —  42  ,  —  43  ,  —  47  ; 


2r 


tr^  =  w'-  4-  t^'''  4-  a*'-  4-  c;«''  4-  c-"''  4-  c.-"''  4-  tt'""''  4-  a."»"  4-  a;-"»-  +  a-"''  4-  c""'-  4-  w"*^ 
4-  üü"'-  4-  oü"'-  4-  a.**'-  4-  ^r'^  4-  c.-^*»-  4-  £.•-"'■  4-  ou"'*  4-  c"^''-  4-  ^•-'""  4-  c"»-  4-  a'"*^''  4-  o.'''" 


4-  w       4-  £w         4"  f'y     4"  ^'       4-  'jy       4-  s«' 


Wurzeln  der  Gleichung: 


o; 


-46r    .    ,  3r 


6r 


4-  Ol-  '^  4-  w  '^  4-  i»i    "^  4-  x""^  4-  it 


12'- -u  ...-•*'■  a- ..-•»''• 


07*  —  CT  4-  24  =  0  ; 


(x      = 


•»'  =  -9) 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen) 


V 

^i 

^7 

P 

«-1 

«'t 

2 

1 

0 

173 

62 

—  61 

3 

1 

0 

193 

86 

—  85 

13 

2 

—  1 

223 

52 

—  51 

53 

23 

—22 

257 

116 

—  115 

97 

42 

—41 

307 

61 

—  60 

127 

32 

—31 

317 

113 

—  112 

167 

45 

—44 

337 

26 

—  25 

V 

«'i 

'^T 

383 

136 

—  135 

433 

177 

—  176 

523 

65 

—  64 

547 

207 

—206 

743 

197 

—196 

773 

246 

—245 

827 

100 

—  99 

P 

1 

"^T 

857 

259 

—258 

877 

262 

—261 

887 

283 

—282 

907 

256 

—255 

953 

98 

—  97 

983 

109 

—  108 

•)     Hier  ist  IT,   >  0  und  <  ip. 
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n  =  95 
Normen  complexer  Zahlen  in  y  . 
N{Wj)  =  N(i  —  w^)  =  8.3,       N(Z  4-  w^)  =  4 . 3  ;  es  finden  sich  überhaupt  Normen 
=  2p  und  =  3p ,  flir  folgende  Primzahlen  p  ist  N(i;(w^)  =  2p : 


13  1+  Wy 
173  10+3a7y 
307       2-hbw^ 


P  <\i(^^) 

317     19H-3(ry 

337     25+  (Ty 


Ay(a7^)  =  3p  für: 


P       *K) 

383     22H-3a'y 
433     14H-5try 


P       *K) 

773     35+3bt^ 
887     38H-3Wj 


P  <t>(^i) 

907  22-4-7Wj 

983   2-f-9tp^ ; 


p 

*V,) 

P 

*'(«,) 

P 

*V,) 

P 

<\>\^,) 

p 

«Vi) 

53 

7+2aTj 

167 

9+4Wy 

257 

25+2or^ 

743 

41+  4tr^ 

877 

11+lOWj 

97 

13+207, 

193 

21+2aTj 

523 

3+8trj 

827 

27+  8ar, 

953 

17+lOw, 

27 

1— 4a7j 

223 

15+4trj 

547 

7+8tr^ 

857 

9+lOBTy 

IX,  2.    p  =   95m  — 2  ,  —  3  ,  —  13  ,  +  17  ,  —  22  ,  +  23  ,  +  28  ,  —  32  ,  —  33  ,  +  42  +  43  ,  +  47  ; 

w^  =  ü;''+w-'''+to*'*+u;-*''  etc.  =  -  (oy*''+u;*^'-+w"'-+to«°'^+ot;"'-+u;"'-+w"'-+c««*'"+to"'')  » 

neungliedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzeln,  daher  sind  die  Primfactoren 
>^  =  19,  V.  auch  hinsichtlich  der  95ten  Einheitswurzeln  Primfactoren  der  folgen- 
den Primzahlen  p: 

17,       23,       43,       47,       73,     157,     233,     263,     283,     313,     347,     367,     397,     443,     503,     557, 
587,     593,     613,     617,     643,     727,     823,     853,     883,     937,     947,     967,     997. 
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n  =  99 

1,    p  =  99/n  H-  1 : 

199,     397,     991; 

60  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

60     57  ,   51     48  I   49     S9  .   33     30  .   37     31  •   18     13  •   9     Z   ,   t  /v 

w    — u)    +00    — iü    4-w    — tt;    -+-£*.'    — w    H-üü    — w    4-»    —  öü    -f-w  —  w  4-1  =  0; 
es  lassen  sich  übrigens  dadurch,  oder  durch 

tt,.»o  4-  üü"  +  oü"  4-  w"  4-  cw**  4-  üy**  4-  w'*  4-  w"  4-  öü"  4-  w^  4- 1  ==  0 , 

nur  die  9 ten  Einheitswurzeln  eliminiren,  nicht  aber  die  33ten  (sammt  den  Uten 
und  3 ten),  während  die  Gleichung  w^^  4- c«;'' 4- i  =0  dazu  dient,  irgend  eine 
Wurzel  durch  zwei  andere  auszudrücken. 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig; 
30  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  i.    p  =  9dm  —  1 ; 

Wj^   zweigliedrige  Perioden    Iter  Art   der  33 ten,  w^^  der  Uten,   w^^^  der  9ten 
Einheitswurzeln,  w^^^  =  —  i . 


52 
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n  =  99 
Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 
P 

197       —  25       -4-32       -4-37       4-47       —  85       —  12       -4-40       -f-  14       —  66       —   55 
593       —263       —214       H-133       —202       —271       —103       —115       —159       —  93       —  67 


^« 

tr. 

oc. 

tr. 

tJt^- 

OP,^ 

w,. 

tr. 

W,- 

1 

2 

4 

s 

7 

8 

10 

IS 

14 

1« 

tr,« 

tr„^ 

tr^. 

tr„. 

OT«, 

w.« 

tr.^ 

tr 

tr. 

IT 

19 

so 

2S 

2S 

26 

28 

39 

31 

as 

197       —  64       -4-59       -4-22       —  44       —  11       —     3       -4-20       -4-5       4-74       4-  68 
593       4-119       —272       -4-177       -4-285       4-114       —220       —248       —231       —  10       —257 


''  ^34  ^35  ^37  ^38  ^40  ^41  ^43  ^46  ^47  ^4» 

197   —43   4-91   —  42   —  67   4-88   -4-23   4-4   —  36   4-7   —  78 
593   —  73   4-224   -4-  98   —143   —102   —  11   —170   —  18   —228   —  52 


y^tr^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(tr^)  =  —p, 
P  A^,)  P  /K) 

197       l-tTj-tr^  593       1  -  tr^  -  tr,^ 


11,  2.     ^  =  99;yi  4-  10  :     109  ,     307  ; 

tr,  =  ou'■4-u;''^     n(tr,)  =  1; 

oFj,  zweigliedrige  Perioden   2ter  Art  der  33ten,    tr^,   wie  II,  l,    op^j,  =  2^^*'^  und 
tr^^^  ==  20;^^'',  resp.  9te  und  3te  Einheitswurzeln; 


*)     Hier  ist  tr,   die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems 

tr   -4-  CT     -4-  tJT      =  0,  w  w     4-tutr     -l-trtF    ?==  —  3 .  tr  tr    tr      ^=  tr  (oder 

1  ^^       32  ^^       34  »  1     32  ^^       33     34  ^^       34      l    ^  **  »  1      88'*^34  8  ^ 

der  cubischen  Congruenz  tr'  —  3w  —  tr,  ^  0)  (mod.  p)  und  eines  zweiten  von  10  Congmenzen,  deren 

erste  :tr-4-a7     -4-tr     -4-tr     -4-tr     -4-tr     -4-tr     -l-tr     -4-tr     -4-tr    ^=  —  tr         (mod.  ©).   — 

1  ^^  "^lO  ^^       19  ^^       28  ^^       37  ^^       46  ^^       35  ^^       26  ^^       17  ^^  *  8  44  '^' 

Was  hier  tr,,,  tr^M,    or^^,  heisst  X  =  9,  II.    resp.  ijq,   »;,,    rjj  ;    die    Xjr  (vgl.  «  =  33,  11,  1.)  ver- 
stehen sich  von  selbst;  und  t»g,  tr,g,  tr^y,  Xjg,  tir^j  heissen  X=  II,  IL  resp.  »Jq,  »)j,  ijj,  tjj,  »j^. 
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n  =  99 
Congnienzwurzeln  mod.  p*) 

för  p  =  109  (beispielsweise) 

"l  ^>  ^4  ^5  ^r  ^8  °^13  ^14  '^li  «^17  ^19  ^9t 

—29       —54       —19       —11       +17       -4-  2       4-33       4-17       4-37       4-50       4-23       4-   7 


W— 

tu«« 

Cty«-, 

tr« 

w. 

w«. 

w.« 

tF  « 

W  « 

W 

tu 

SS 

26 

28 

29 

84 

SS 

87 

88 

46 

47 

49 

56 

4-32       —33       4-30       4-41       4-26       —23       4-  2       —39       4-  8       —19       4-42       4-  5 


tr  « 

nr,. 

W-« 

W-« 

w«« 

SS 

S9 

67 

68 

79 

89 

4-54       —8       4-3       —32       —41       —12 

Normen  complexer  Zahlen  in  St. 

N(w^^  —  Wjg)  =  109  .  9613  . 


n,  3.    p  =  99m  —  10  :     89,     683,     881 ; 

W^  =^  üü''  4-  w"*^'' ,      11(07^)   =    1  , 

w^r  =  —  ^*^'^>    sowie    Wg^  =  2w"^,    beides   Ute  Wurzeln,    w^^^.  wie  ü,  l,    sowie 

tr     =  2üü     4-cp,         war      =2-t-tr     .         ww      =  —  ou     4-  ro     ,         w  w      ^  2aT     • 

w«-j  *.«/        -T-  Wj  I  1      10  ^^11'  l     28  "^18*  1      54  44 


•)  Hier  ist  w ,  linear  durch  or  j  w  *  ^  "=.  «7  j ,  (mod.  f>)  völlig  bestimmt ,  sowie  als  gemein- 
schaftliche Wurzel  der  reinen  cubischen  Congrnenz  w*  =  ^s-f-3vTj,,  deren  Wurzeln  die  drei  in 
a?!  '\'  ^ii  -h  ^si   =  0  sind,  und  eines  Systems  von     5  Congruenzen,  deren  erste: 

Wj4-iPig-f-Wjg4-aT,y  4-tr^6  ^  —  w"     {oiod.  p). 
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n  =  99 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

für  jj  =  89  (beispielsweise). 


QT  QP  QT  QT  «T  Of  QT  TP  W  WT  «TT  fJT 

^1  S  4  5  '^'T  8  10  IS  14  16  IT  10 

4-28       4-33       +17       —42       —  C       -+-U       +  6       +10       —  9       — U       +  3       —28 


w 

W 

tr 

ZT 

tr. 

OT- 

tr.. 

tr  ^ 

tr  . 

tr  . 

OF   ^ 

tr 

88 

li 

26 

31 

39 

34 

IS 

40 

41 

41 

50 

»» 

—21       —  3       +7       +5       +40       —  7       —43       —18       +34       +43       +20       +41 


07 

tr.. 

tr^^ 

Vm^ 

T.. 

w^«^ 

$3 

61 

69 

TO 

n 

80 

+23       —23       +24       —24       —33       +12 

Normen  complexer  Zahlen  in  or. 

A"(l  —  tr^y  +  it")  =  89  .  1783  . 


III.     j;  zum  Exponenten  3  gehörig, 

p  =r=  99m  —  32  ,  +  34  ; 

w^  =  w'  +  üü-"'* +  »'*'*  =  0, 

tTj^  =  3»''",    33 te  Wurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p 

C7,     331,     463,     661,     727,     859 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  33,  1. 


*)     Hier  ist  Xj  völlig  bestimmt  durch  ir^v^*  "=,  or^^  (mod.  p),  sowie  als  gemeinschaftliche 
Wurzel  der  kubischen  Congruenz  tr' — öw'^.tr  +  w**  ^  0,  deren  Wurzeln  die  drei  Perioden  in 
07-^-07     +  tr      ^  0     sind,  und  eines  Systems  von  10  Congrucnzen,  deren  erste: 

1  #3  34 

^1  +  ^8  +  ^10  +  ^17  +  ^26  +  ^35  +  "^53  +  ^69  +  '^Tl  +  ^80    ^   ""  «^11     ^^^'  P>' 
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n  =  99 

IV.    2^  ^^^™  Exponenten  5  gehörig: 

p  =  99/?i  —  8  ,  —  17  ,  —  35  ,  4-  37  ; 

12  fünfgliedrige  Perioden: 

tr,^  =  a;>'^  +  w"''  +  u;'»"^  +  aü*«'-4-a;"',    fünfgliedrige  Perioden  der  33ten,   x^,  desgl 
der  Uten  Wurzeln,  tr^^^  =  51«*^'^,        w. 

07    =  3tr   -4-  2tr     .  tr  or    =  3 . 


J3r  . 


.11 


1      10  ' 


or  tr      ==  5x 

111  18 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 

(FQr  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


p 

07, 

^« 

^. 

^. 

^, 

0*. 

1 

3 

4 

5 

7 

8 

37 

4-  8 

—  18 

14 

4-  17 

—  15 

4-  5 

163 

—  65 

—  70 

77 

—  25 

—  19 

4-  15 

181 

—  38 

—  39 

4-  52 

4-  37 

—  48 

—  62 

379 

—  171 

4-  39 

—  4 

—  178 

—  135 

—  133 

433 

4-110 

4-  30 

4-193 

4-  85 

—  114 

—  122 

487 

4-111 

4-  99 

—  52 

—184 

—  200 

4-  79 

577 

4-262 

4-  46 

—  99 

4-  66 

—  272 

—  11 

631 

4-222 

4-187 

—303 

4-163 

4-  65 

—  162 

757 

—317 

—  186 

—208 

4-175 

—273 

4-277 

829 

4-288 

—364 

4-188 

—274 

162 

4-  95 

883 

4-  73 

—280 

4-  50 

4-262 

4-441 

4-121 

p 

07. A 

^,-. 

w,^ 

w 

^  - 

tr.^ 

A 

10 

13 

16 

so 

26 

32 

37 

4-  17 

—  2 

4-  6 

—  15 

—   2 

4-  13 

163 

—  20 

4-  39 

—  21 

4-  17 

4-  8 

4-  55 

181 

—  1 

4-  49 

—  14 

—  34 

—  3 

—  80 

379 

—  63 

—  181 

4-175 

4-160 

4-  18 

4-  94 

433 

4-170 

—  56 

4-130 

—  57 

—  28 

4-  92 

487 

—  152 

—  135 

—  59 

4-168 

4-  16 

—  178 

577 

69 

—236 

—  163 

4-210 

—276 

—  35 

631 

4-295 

4-271 

4-  81 

4-  68 

—231 

25 

757 

4-  74 

4-199 

—232 

4-183 

—358 

91 

829 

—313 

—354 

4-353 

—261 

—294 

4-269 

883 

4-169 

4-273 

—  123 

—  6 

—256 

4-159 

*)     Hier  ist  tu,   völlig  bestimmt  durch    w  m^^   ^  w      (mod.  p)y  sowie  als  gemeinschaftliche 

Wurzel  der  reinen  kubischen  Congrucnz  oj'  ^  2of     4-  b'ju^^  ,     deren  Wurzeln  die  3  Perioden  in 
07   _^  gr    4-  tr      ^0  (mod.  p),  und  der   quadratischen  w^  4-  'jy**  .  nr  4-  3w^^  ^  0  ,     deren  Wurzeln 
die  2  Perioden  intzr    4-tv      ^  —  m^^  (mod.  p). 
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p  == 


n  =  99 
Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  ßjr  j )  haben  sich  gefanden  fOr 
379  ,    f(rr^)  =  1  +  w"  +  tr^,  ;  p  =  433  ,    /(tir,)  =  1 


w"  +  w 


1« 


Normen  complexer  Zahlen  in  w- 

N(l  —  tr)  =  991  ,  A^(l  +  Wj 

A^l  +  tr,^  +  OTjj)  =   81  .  37  ,  N(l  —w^^  +  uj 


N(l  —  Wj,  +  w")  =  3  .  37  .  163  , 
Altl  -  tr,  +  07,^)  =  37  .  487  , 
Nil  —  IT,  —  trj  =  631  .  397  , 
N(l  +  trj3  +  tr^^)  =  9  .  37  .  829  , 


0 
44 


iV(l+m,- 


II 


tu 


88 


N(l  +  tr,.  —  oü**  4-  w 


77 


16 


44 


88 


3.181  , 
9 . 37'  , 
3 . 163  , 
9.577, 
9 . 757  , 
3 . 883  . 


V.     jt;  zum  Exponenten  6  gehörig 

mit   3  Fällen,    in   welchen   allen   die   10  primitiven  sechsgliedrigen  Perioden  tr^ 
verschwinden : 

V,  \.     p  =  d9nt  -i-  32  ,  —  34  ; 

tr^^  =  3(0»''" +  ol"''^)  =  3^3^,    zweigliedrige  Perioden  erster  Art  der  33ten  Einheits- 
wurzeln; daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

131,     263,     461,     659,     857 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  33m  —  i  (vgl.  n  =  33,  LT,  i). 


V,  2.     p  =  99/?i  —  23  ,  +  43  : 

w^^  =  3(£w''' +  a'^°'')  =  3:^3,.,    zweigliedrige  Perioden  2ter  Art   der   33ten  Wurzeln, 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

43,     241,     373,     439,     571,     769,     967 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  33m  -h  10  (vgl.  n  =  33,  II,  2). 


w^  = 


417 

n  =  99 
V,  3.     |>  =  99m  4-  23  ,  —  43  ; 
0,'-  4-  u;"'-  +  w**^  ■ 


^-10r^^-.lr^_^-43r 


=  0, 


w,y  =  3(oü*''  + w*®')  =  —  3w**'",     Ute  Einheitswurzeln,    daher   haben    die    hierher 
gehörigen  Primzahlen  p: 

23,     353,     419,     617,     947 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  iim-+- 1  (vgl.  X  =  ii,  I). 


VI.    p  zum  Exponenten  10  gehörig, 
6  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VI,  1.     |)  =  99m  4-  8 ,  4-  17  ,  4-  35  ,  —  37  ; 


-asr 


-ITr 


07^  =  w''  +  w'"  -i-  w-""  4-  oü'"-  +  w"^  +  w-^  +  w-""  +  w""  +  w-"'"  4-  w""",  n(tiT^)  ==  -  17 ; 

w,^  zehngliedrige  Perioden  der  33ten  Wurzeln,  aT^^  =  — i,    tiTjj^  =  5(w"''  +  w""'), 
zweigliedrige  Perioden  der  9ten  Wurzeln,  w^^^  =  —5; 

(tJ  =  6  +  tu,  -  |tr^j  , 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


tTjOTj    =    —  3  +  Wj  —  f  07^^  ,  W^Wj   =   3  —  tiTj  4-  f  w 


P 
17 

107 

359 

431 

503 

557 

701 

809 

827 

953 


^1 
+  3 

—  11 

—  21 
-i-210 
4-201 
—243 
—310 
—167 
-i-159 
—363 


w 

—  3 

—  6 

—  40 

—  94 
4-235 
+  45 
+  39 
—384 
—130 
+409 


tr 

4 
0 

+  17 
+  61 
—116 
+  67 
4-198 
-i-271 
—258 

—  29 

—  46 


» 

—  7 

+  43 
+167 
—152 
—156 
—123 
—350 
—316 

—  193 
+319 


+  6 
+  13 
+  98 
+207 
+228 

—  67 

—  31 
+360 
+  14 
+464 


+  1 
+  51 
+  94 

—  55 

—  72 
+  190 
—321 

—  44 
+179 
+170 


*)     Hier  ist  w^  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen 

TT*  +  (w**  +  üü")ar  —  5  +  3(w"  +  w")  ^  0  ,         or'  —  907*  —  (3  +  2w,)  ^  0 ,     (mod.  p), 

woTon  die  erste  die  2  Per.  in  or   +07^^  —  (cw**  +  w**) ,     die  andere  die  3  Perioden  in 
a7^a7^.QT    ^ozu  Wurzeln  hat. 

53 
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n  =  99 
/(wj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p^  z.  B. 

P  /M 

359     3  —  ttr^  —  te/^  —  w" 
431     3  —  2ayjjj  +  oy"  +  w" 

iV(l  4-07)  =  3  .  37  . 


p 

/K) 

17 

1  ^  OTj^  (oder  tr^) 

07 

1  —  w,  4-  w"  H-  w" 

iWw,)  =  -_p 


p 

809     4 
953    4 


o-..  -  2(«" 


•  •^ 


10 

3v 


4-e«") 


VI,  2.     ^  =  99w  —  19  ,  4-  26 ,  —  28  ,  —  46  ; 


w,  =  u,^  +  w-"'-  4-  w-"'-  4-  w-"''  4-  c«"''  4-  w-^^'-  4-  c«-'^  4-  W**'' 


u; 


-ITr 


OÜ 


»«'• 


n(tr,)  =  27  ; 

Wg^  ==  —207,^  =  2,Jr^^,    fönfgliedrige  Perioden  der  Uten  Wurzeln,  tr^^^  wie  VI,  i, 
sowie  aTjj^  =  —  5  ; 

wl  =  —  6  4-  Wj  —  07^  —  |n7j,  ,         tTjOTg  =6  4-  |w„  ,         w^w,  =  —34-  |w^^  , 
w^w^  =  3  —  w,  —  |aT„  4-  OTj,  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


p 

53 

«^1 

—  4 

1 

4-  1 

«^4 

4-  9 

«^8 

4-  22 

*1» 

—  23 

—  5 

71 

4-  5 

4-  27 

4-  6 

4-  20 

4-  24 

—  11 

179 

4-  48 

4-  53 

—  29 

—  2 

—  51 

—  19 

251 

—  83 

4-  73 

—  89 

4-  10 

—  83 

4-122 

269 

4-101 

—  88 

4-115 

4-  81 

4-  7 

4-  53 

449 

—  63 

4-  94 

4-  54 

—209 

4-115 

4-  9 

467 

4-  53 

—136 

—209 

—142 

—  189 

4-156 

521 

—243 

4-198 

—  111 

4-129 

4-194 

—167 

719 

—288 

4-  84 

4-359 

—277 

4-193 

—  71 

773 

—  106 

—  63 

4-  2 

4-198 

—  135 

4-104 

863 

—156 

—227 

—151 

—430 

—206 

4-307 

971 

—357 

—  97 

4-270 

4-465 

368 

4-  87 

*)     Hier  tüj  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congmenzen: 
tp2  ^  ^^**  ^  j^si)  .  07  4-  6  4-  3(c(y"  4-  w")  ^  0  ,  tr*  4-  (9  —  Sw^)  .  tr'  4-  3  4-  207,  sss  0 

(mod./)),  wovon  die  erste  die  beiden  Per.  in  ^   4.  o?    ==  — (w**  +  w**)  ,      die  andere  die  3  Per.  in 
m   -Uw  -^  w      s=Ozu  Wurzeln  hat. 
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n  =  99 

VIII.    p  zum  Exponenten  30  gehörig 
mit  3  Fällen,  in  welchen  allen  die  primitiven  Perioden  null  sind: 

Vin,  l.     p  =  99w  -4-  2  ,  —  4 ,  —  16  ,  —  25  ,  4-  29  ,  —  31 ,  -H  41 ,  —  49  ; 

w^  =  0,    tTj^  =  sy^^,   d.  h.    zehngliedrige  Perioden   der  33ten  Einheitswurzeln; 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  pi 

2,       29,       41,       83,     101,     149,     167,     173,     227,     239,     271,     281,     293,     347,     479,     491, 
563,     569,     677,     743,     761,     821,     887,     941, 

auch  hier  keine  anderen  Frimfactoren  als  die  bei  n  =  33,  IV. 


Vni,  2.     jo  =  99m  +  6  ,  —  7  ,  —  13  ,  4-  14  ,  -H  20  ,  +  38  ,  —  40  ,  4-  47  ; 

tr,,  =  3(c«'''  4-  u;"'-  4-  w"»*  4-  oü"''  4-  o,'"-  4-  w"''  4-  w"''  4-  w""  +  c«"''  4-  w««') 

=  _  3(0,"-  4-  0.**^  4-  c«"'  4-  «"'^  4-  w"")  =  -  34r,,  , 

d.h.  fdnfgliedrige  Perioden  der  Uten  Einheitswurzeln;   daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen  p: 

5,       47,       59,     113,     137,     191,     257,     311,     317,     383,     389,     401,     443,     509,     687,     699, 
641,     653,     797,     839,     911,     929,     977, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  bei  X=ii,  III. 


Vni,  3.     ^  ==  99m  —  5  ,  4-  7  ,  4-  13  ,  —  14  ,  —  20 ,  —  38  ,  4-  40  ,  —  47  ; 

or^  =  0,    oTj,  =  —  3w**'',    d.  h.  3te  Einheitswurzeln,   daher  haben  die  hierher  ge- 
hörigen Primzahlen  p: 

7,       13,       61,       79,     139,     151,     193,     211,     277,     283,     337,     349,     409,     457,     547,      601, 
607,     673,     733,     787,     853,     877, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  jt?  =  3m  4-  i  (vgl.  X  =  3,  I,). 
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n 


105 


Congruenzwurzeln  med.  p,*) 


p 

419 

w 
1 

—  173 

w 
4-178 

«^4 

—162 

«^8 

-155 

^11 
—164 

tr 
^11 

—  46 

«^16 

4-140 

«^IT 

4-145 

839 

4-255 

—419 

4-208 

—366 

—210 

4-169 

—286 

4-188 

P 
419 

«^19 

—  105 

4-  78 

91 

—106 

^16 

4-  19 

tr 
—  121 

w 

81 

4-152 

—  95 

tr 
4-  73 

839 

4-219 

—369 

4-371 

4-  33 

4-  36 

4-257 

4-411 

4-104 

p 

419 
839 


—  120 

—  93 


tr 

88 

4-129 
4-136 


w 


41 

195 


w 


w. 


4-280         —234         4-241 


tr. 


43  ^44  "48 

57         _203         —  79 


43 


tr. 


—384 


tr. 


47  81 

—  26         —  60 


4-248 


P  = 


/(tr^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     iV/t^i) 

419  ,        Jiw^)  «=  1  -h  tr„  -  tir„  ;        p  =  839  ,        J[m^) 


=  14-w,- 


tv 


14 


w^  =  w**  4-  w 


6Sr 


n,  2.     p  =^  105m  4- 34; 

'*'",      Tl(Vj)  =  1;  Wj^,  sowie  tr^^^  und  tr^^^  wie  11,  l,    w^r  =  w*''4-flü 
und  tüyr  =  e(ü'''4-e(ü'®'',    zweigliedrige   Perioden  zweiter  Art  der  resp.   21ten  und 
löten  Wurzeln,  w^^^  =  2»"*'; 

w]  =  2j«"  4-  tr,  ,         Wjtr^j  =  ^  4-  «r„  ; 


ütr    4~  w      =  — 


8«  > 


^1  +  ^18  +  ^43  +  ^64    =    ~  ^51 


tr    4-  tr   4-  tr     4-  tr     4-  tr     4-  tu      ^  —  w 


*)     Hier  ist  tVj    vOIlig  bestimmt  durch   eine   der   3  linearen  Congmenzen   (für  beide  Prim- 
zahlen alle  drei  in  Einklang  mit  den  Zahlen  der  Tafel  II  bei  n  =  35,  21,  15): 


tjT.tr 


6    —   «^5  +  ^7 


07-tir-^ 

1     50 


49  ^^       51 


OTjtF^j  SE  tiT^3  4-  tFj^     (mod.  p). 


sowie  als  gemeinschaftliche  Wurzel  eines  Paars  der  3  Congruenzsysteme  von  resp.  2,  4,  6  Congmenzen, 
deren   erste:    tiT4-tir      ^  —  w        (2te:a7tr      ^  —  14-tiT^. 


w 


"T"  QT       "4"  tIT       "4~  tZ7         u^—    """ 
1  ^^       88  ^^      41  ^^      48 


tr 


30 


^1  "♦-  ^1%  +  ^9 


4-aT„  + 


tr 


44 


tr 


46 


—  w      (inod.ft). 


14 


Letztere  dienen  zugleich,  als  Gleichungen  betrachtet,  zur  Elimination  der  nichtprimitiven  Perioden. 
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n  =  105 
Congruenzwurzeln  mod.  j?*) 


p 

139 

^1 
+  65 

—  29 

w 

4 

—  46 

—  63 

w 
11 

—  88 

tu 
+  1 

w 

"^16 

—  24 

«'iT 

+  37 

349 

—  66 

-H  65 

+142 

+168 

—  11 

—123 

+  60 

—  35 

769 

+U9 

—147 

+126 

—820 

+338 

—288 

+172 

+  10 

P 
139 

+  60 

tXT 

a« 
4-  56 

+  40 

—  64 

«'st 
+  33 

w 

48 
—   2 

07 
46 

—  67 

+  25 

349 

—119 

+  19 

—  58 

+  7 

+  22 

—  73 

—  43 

+117 

769 

—101 

—155 

+134 

+315 

+  6 

+170 

+253 

+235 

P 
139 

-h  18 

w 

61 
—  11 

«^64 

+  12 

^6T 

—  47 

«^71 

—  15 

+  32 

^83 

—  43 

^86 

+  59 

349 

—  21 

-i-106 

+154 

—163 

—  25 

—126 

+  1 

—  9 

769 

+318 

—182 

+  73 

+  97 

—190 

—  11 

+135 

—369 

m  -  oT^) 

iV(l  +  a7j,  +  «T^^) 


Normen     complexer  Zahlen  in  tr* 

139  .  349  ,       N(l  +  TT)  =  39901  (p   =;  105m  +  l)  , 
769 .  10009 . 


n,  3.     p  =  105m  —  34  ; 

tr^  =r  üü''  + w"'**"  =  —  w'*'',     35te  Einheitswiirzeln;    daher    sind    die    Primfactoren 
der  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

71,     281,     491,     701,     911 

auch  hinsichtlich   der   105  ten  Einheitswurzeln  einerlei  mit  denen  der  Primzahlen 
p  =  35m  +  1 . 


*)     Hier  ist  w^  völlig  besdmint  darch  eine  der  linearen  Congruenzen  (alle  in  Einklang  mit 
den  Zahlen  bei  n  =  35,  21,  15): 


16 
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n  =  105 

n,  4.     J3  =  lObm  +  41 : 

41,     251,     461,     881; 

w^  =  w'*-hw*^'',  n(oF^)  =  1;  tr,^  =  oü"'-hw"'',  zweigliedrige  Perioden  2ter  Art 
der  35teQ  Wurzeln,  oTj^  =  cü*''-h  w"*''  wie  II,  i,  sowie  ^^^n  tr^j^  =  2w'*''  =s  — 2»^^^ 
(oder  (Ty^  =  —  üü"*^) ,    Wjj^  =  —  1 ; 

(fJ  =  2w"  4-  rr^  ,     tr,trg^  =  2  -i-  w^^  ,     w^ar^^  =  —  oy*'  +  ar^j  ;     ferner:    tr^  -H  tr^j  =  —  «r^  , 

tr    -4-  tr     -4-  tr     -4-  tr      =  —  tr     .  tr    -4-  tr     -4-  tr     -4-  tr     -4-  ocr.    -4-  tr«     =  od     • 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z,  B.*) 


p 

tr 
1 

«^2 

w 

A 

«^8 

tr 
11 

*16 

«^17 

«^1» 

41 

—     4 

—  20 

—     2 

+  13 

—   18 

—  15 

+     9 

+     9 

251 

—105 

+  45 

—   23 

—  20 

—  118 

—  77 

4-  87 

+  €6 

P 

«^« 

«^« 

«^« 

tr 

8J 

«^3T 

^*8 

«^4t 

«^4« 

41 

+     1 

+     5 

4-     7 

—  16 

+  14 

4-     8 

4-  10 

+     5 

251 

—  68 

-4-  65 

• 

—     1 

—  31 

+  84 

+  42 

4-  97 

—   17 

;> 

«^53 

«^58 

tr 

61 

^64 

^n 

w 

74 

«^79 

tr 

"•91 

41 

+     4 

+  17 

—     2 

+  18 

+     3 

—       1 

+     6 

—  n 

251 

+  11 

—  46 

—104 

—  83 

4-  32 

—   12 

4-  73 

+102 

Normen  complexer  Zahlen  in  t£. 

N(l  +  tr„)  =  41  .  251 ,  N(l  -  tr„)  =  41 .  1301 . 


*)     Hier  tTj  vOllig  bestimmt  durch  eine  der  linearen  Congnienzen  (alle  in  Einklang  mit  den 
Zahlen  bei  n  =  35,  21,  X  =  5): 

^1^9    =    ^10  +  ^50  »  ^1^50   =    ^51  ^  ^"  >  ^l"*"    ^   ""  ^80    ^^^  ^^' 
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n  =  105 
II,  b.     p  =  lObm  —  41  ; 

Wr  =  to'^-hoü""' ,  n{trj  =1;  «T,^  =  u;"'  +  w"'',  Zweigliedrige  Perioden  3tcr  Art 
der  35ten  Wurzeln,  oPj^  =  2u;*^  sowie  w^^^  =  2'x^^'' ,  «73^^=20;"'',  oTy^  =  w^'^-i- w"*'', 
zweigliedrige  Perioden  2ter  Art  der  löten  Wurzeln  wie  II,  2.  und  tr^^,  wie  II,  1. 


65     ,     _  o     I     _  «  .35 


tr^    =    2W        -i-lT^,  «^1^41     =    2+^42»  ''l'^62    =     —  ^  » 


«TT     fJT  =      llÜ 

1      13 


> 


*^i°^9s  ~  —«'•"»  °^i^»9  =  2aj"4-tr^, ;       ferner:         ^,+^39  =  —«^36» 


iF    -4-  TT      =  —  (jü     .  op-4-tr+or     -t-tr      -4-or     +w      =  —  tr     . 

Congrucnzwurzeln  mod.  p*) 

(d.  h.  für  die  einzige  hierher  gehörige  Primzahl  p  =  379). 


w. 

tr 

tr. 

tr« 

of, , 

'y^.. 

tr,^ 

tr,. 

^.« 

1 

» 

4 

8 

11 

13 

16 

17 

19 

fTT  9T  QP 

22  ac  X9 


+95       —121       +126       —173       —17       —171       —65       +3       —166       —100      —128      —82 


tr. 

tr.. 

tr. 

tr.. 

tr  . 

OT 

tr.. 

tr. 

tr.„ 

tr^. 

tF^, 

tJP. 

91 

as 

34 

37 

41 

44 

47 

53 

59 

63 

67 

83 

—155       —22       —46       —151       —72       +96       +35       —156       +54       —4       +7       +75 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  Normen. 
Für  p  =  379  ist  /(tr^)  =  1  +  tTj^  +  cTgjj .  — -  Auch  ist  iV(i  ±  w)  =  211 . 


II,  6.     p  =  105/«  +  29  : 
29,     239,     449,     659; 

Wr  =  eiü''  +  w"'^,       n(tr^)  =  1;       tTj^  wie  II,  5,    w^^^  =  2w"'^  =  —  2oPj^^    (oder 
tTj^  =  —  w"0.    tr^r  wie  II,  1,  sowie  tr^^^,    cTj^,  =  —  1; 

tr     =  2üL'      +  07    .  tr  tr      ^  2  +  tr     .  tr  or      =  —  uj      +  tr     . 

°^i^i3  ^  ^14  ■*"  °^43  "•  ^*  ^''^       ferner:  tr^  +  tr^^  =  —  tr^g , 

tTj  +  tr^  +  tr^,  +  w^^  =  u,."  ,  tr^  +  tr^^  +  tr,,  +  tr^^  +  tr^^  +  tr^^  =  -  w^^  . 


*)     Hier  ist  tr^   vGlIig  bestimmt  durch  eine  beliebige  der  linearen  Congriienzen : 
tTjtTg  ^  tTy  +  tr,j  ,         m^uj^^  ^  tr.^j  ,         ^i^u  ^  -*"  "*"  ^57  ^™^'''  ''^^ 

54 
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n=  105 
Congruenzwurzcln  mod.  p,  z.  B.*) 


p 

29 

w 
^1 

—  13 

«'s 
+     3 

«^4 

+     6 

• 
—   12 

w 
11 

—10 

+     7 

«'iT 

-hl4 

w 
if 

—  1 

239 

—  13 

—  90 

+  13 

+     6 

+82 

+  16 

+74 

—16 

V  in  op                 nr  tu  xjff                 w  tu  or  _ 

'^  82                      11                        11  14                        18                        41  46  4T 

29  -i-2  —     6  —  12  +5  —10  -i-  11  4-1  4-2 

239  4-  11  4-109  4-  56  —109  4-60  4-103  —79  4-23 


P  ^Sl  ^61  ^64  ^69  ^T«  ^19  ^81  "^84 

29         —     8         —     5         4-9         4-11         —  -4         4-13         4-3         —  7 
239         4-110         —105         4-105         —117         —73         4-73         —95         4-94 


Normen  complcxer  Zahlen  in  w. 

N{1  4-  Wjj)  =  29  .  449  ,  N(l  —  w^g)  =  29  .  1709  ,  N(l  4-  w'®  —  w^,)  =  239  .  29 


11,  7.    p  =s  105m  — 29; 
w^  =  w''4- w-"^         n(aT^)  =  1  ; 

m^r  wie  n,  4,    ojj^  wie  II,  2,    w^^^  wie  11,  i,    w^^  =  2eiü''",    sowie    w^^^  «=  2w'*'', 

TT   ,  =  2to'*'': 

(tJ  =  2w"  4-073,  aTjOT^g  =  2  4-aT,jj,  tr^tr^^  =  2w^*  4- Wj^  , 

^1^16  =  ^iT  +  «^62 »         ^i^ifi'^ii  =  "'^  5  ferner: 

91 

tu   4-  w      =^  "—  tr   •        w   4-  w     -4-  tu      ^=  —  m     •  w   4*  w     4"  w     4~  w      ^^  *"~  vu 


*)     Hier  ist  tv,  völlig  bestimmt  durch  eine  der  linearen  Congmenzen  (wie  bisher); 
m^w^  ^  Wj-h  «7jj  ,     TTjCü'^  ^  OTj^  (oder  tTjOr^^  ^  —  «Tj^)  ,     t^ot^^  ^  —  w"  4-  wr^^  (mod.f!;. 
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n 


105 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 
(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen.) 


p 

181 

^1 
4-  55 

4-  20 

w 

4 

—  20 

w 

8 

—  15 

*"ii 
—  11 

4-  4 

^16 

—  3 

4-  81 

601 

—208 

4-291 

4-  14 

—138 

4-252 

4-294 

—  73 

4-219 

811 

+242 

—380 

4-158 

4-394 

4-150 

4-127 

—  80 

4-171 

P 
181 

+  4 

—  43 

—  65 

^86 

—  34 

w 

8» 

—  87 

«'ai 
4-  15 

«^84 

—  13 

4-  55 

601 

+  68 

—238 

—112 

4-  22 

—  77 

4-  38 

—  45 

—228 

811 

—261 

4-211 

—271 

—  63 

—  5 

4-  36 

4-161 

4-  71 

P 
181 

—  37 

w 

41 

4-  20 

w 

44 

—  15 

«^58 

4-  87 

48 

—  43 

4-  75 

—  65 

«^T8 

4-  34 

601 

+  83 

—209 

4-103 

—153 

—284 

4-251 

—  60 

4-189 

811 

—243 

—  73 

4-129 

4-333 

—357 

4-388 

—  67 

4-  39 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  Normen. 
Für  p  =  601  ist  ßw^)  =  1  —  w,j  —  w**  ;         p  =  811 ,        ßm^)  ==  1  4-  Wj 

Ferner  ist:    N(i  4-  w^,  —  w")  =  I8I' ,       N(i  4-  w)  =  211 ,       N(i  —  w) 


631. 


w,w. 


*)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  darch 
w    4-07     .  oder  xb  w    ^s  w  4-(r      (w  w 


.81 


.14 


2w'*4-Wjj) ,  oder  or^w**  ^  w^^  (mod.  p). 

54* 
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n  =  105 
III.     p  zum  Exponenten  3  gehörig. 

p  =   105/?*  +  16  ,  4-  46  : 
151,     331,     541,     571,     751,     991. 


16  dreigliedrige  Perioden: 


tr. 


..,»• 


ISr 


M'  -h  u;    •  +  uj*^'' ,     n(tr^)  =  256  ; 


—    «,3r 


48r 


iTg^  =  tr"'^ -i- Cü"'' 4- 


DU 


3Jr 


,  dreigliedrige  Perioden  der  35ten,   w^^  =  w**" -h  w'®'' -h  w 


»Or 


desgleichen  der  21ten  Wurzeln,  or^^  =  3»''",  07^^^  =  w**'*-!- w*®'"-h  w*®''  dreigliedrige 
Perioden  der  7ten  Wurzeln,  w^^^  =  3»'^'',    oTj^^  =  3c<ü"'*; 


OtJ     =      —   W"   ^-OCiy, 


tr  tr      = 
in 


4  ü 

w     +  tr 


19 


DP   tIT         =    2W^'  , 
1     81  ' 


tiT,ay„„  =  —  1  +  tr.,     u.  8.  w. ;     ferner: 


1     «9 


45 


1  ^^     11 


36 


tr    +  tr      = 

1  ^^       31 


ÜJ 


91 


tr^  -i-  tjT^  4-  07^  +  tr^j  =  —  «Tjj 


Congruenzwurzeln  mod.  j9,  z.  B.  *) 


;> 

^1 

^» 

^4 

tr 

8 

tr 
11 

tr 

^17 

«^19 

151 

+  47 

—     3 

—   13 

—  26 

—  41 

—  51 

4-  49 

4-   11 

331 

—  152 

—  115 

4-   19 

—  38 

—   78 

—  95 

—  141 

—    17 

751 

+  33 

4-336 

4-169 

—  H6 

—156 

4-  76 

4-     1 

—337 

991 

4-151 

180 

4-376 

4-150 

4-216 

4-  11 

4-  94 

4-156 

P 

tr 

12 

tr 

tr 

29 

tr 

31 

tr 

*»8 

«^41 

w 

52 

tr 

151 

4-  55 

—  35 

—  24 

—  63 

4-  22 

4-  74 

4-  58 

—   61 

331 

4-  39 

—  87 

—  73 

4-136 

4-  34 

—108 

—  122 

4-135 

751 

4-160 

4-  80 

—321 

—248 

—291 

4-     2 

4-  72 

—  182 

991 

—291 

—311 

—  125 

—222 

4-252 

—253 

4-185 

—210 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  Normen. 
Für  p  =  751  ist  fiw^)  =  1  —  tr^y  wirklich.  —  Es  ist  femer: 

N{1  —  tr)  =  211,  A'(l  4-^2  4-0«^')  =  151^  iV(l  4- w^,  +  w")  =   16.331  , 

iV(l+tiT3,4-tF^,)  =  99l\ 


*)     Hier  ist   tVj   vGllig  bestimmt  durch  lineare  Congruenzen,  wie 


tr 


tr    ^=  2tv     4-  tu 

19  10  ^^ 


35 


tP-tü-  ^  2w 


21 


tr^w 


14 


tu      u.  a.  (mod.  />)• 


15 
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n  =  105 

IV.     j)  zum  Exponenten  4  gehörig. 
12  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen,  wovon  3  primitiv: 

IV,   1.     p  =   105/H-f-8,— 13:         113,     197,     617,     743,     827     953; 
rr^  =  m"  -^  t«*'  4-  W*^''  +  w""'" ,     rT(tr^)  ==  4096  ; 

tTj^  =  —  w**''  und  Xj^  =  —  2'jü"''  und  tr^^^  =  4üü^*'' ,    alle  drei  7te  Einheitswurzeln, 
Wy^  viergliedrige  Perioden  der  löten,  tr^^^  =  —  i,    xr^^^  =  —  2; 

wj  =  —  4üü'°  +  trj,        ^1^11  =  4x''*,        «"i^^ia  =  *»        ^i^«2  ~  4c«'° ;  femer: 


1  ^  -^va  —  *     »         «^1  4-  tr.^  +  tr^  +  Wj^  +  rr^^  +  ^^^  =  —  tr^^  . 


W.  +  t]F„„    =    iü 


Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.  *) 


p 

113 

tr 
i 

—  10 

tr 
s 

43 

^4 

+  40 

tr 
11 

—  12 

tr 

13 

—  23 

«^17 

—  38 

197 

—  75 

+  56 

+  46 

+  68 

+  84 

+  58 

617 

—  185 

+  42 

—  36 

+278 

+  40 

—253 

953 

—  274 

—  54 

+263 

+265 

—  320 

+205 

P 
113 

tr 

19 

—  54 

^23 

+  3 

tr 

26 

—  29 

X 
34 

+  39 

TT 
37 

—  21 

+  34 

197 

—  79 

+  69 

—  14 

+  80 

—  20 

—  77 

617 

+261 

—  12 

+  147 

—  206 

—104 

+127 

953 

+  184 

—  171 

+247 

+  78 

—  145 

—279 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^r . 
N(i  +  tr)  =  2689 ,  iV(i  -  tr)  =  4159    (beides   Primzahlen   der   Form  105/h  —  41, 

vgl.  n,  5),  iV(l  +  tTj^  -  üü")  =  211      (vgl.  I,  1)  ;        iV(l  +  w^^  +  w")  =  8  .  113  , 

Ml  —  «r^3  —  w")  =  8  .  197  ,  iV(l  —  tTj.^  —  uj*^)  =   113  .  617  , 

A'(2  +  tr^  —  tr^^)  =  953  .  9437  . 


*)     Hier  ist  w  ^   völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congraenz :  tr  w'^  ^  tr      (mod.  p) ; 
(auch  als  gemeinschaftliche  Wurzel,  s.  oben  bei  den  Perioden). 
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n  =  106 
IV,  2.    jo  t=  105m  —  8 ,  +  13  : 

13,     97,     223,     307,     433,     643,     727,     853,     937; 

w^  ^  w^-h  uj-^"  4-  w""''  4-  oü"'' ,     n(tr^)  =  29*  ; 

w,^  =  oü"'4-u;"'*4-w"''+w"'*  viergliedrige  Per.  der  35ten,  w,,  =  2(w*'-4-flt'"0  =  2,1 

zweigliedrige  Perioden  2ter  Art  der  2Iten,  w^^  =  —  w^*'"  =  —  i^,or  (o^^r 

«^isr  =  ^^"Oi    ^isr  =  2i^j^,  zweigliedrige  Per.  der  7ten  Wurzeln,  w^^^  «  —  i; 

w\  =  «^,  +  «^5  —  2w" ,  w^w^  ==  3  —  ^BTj^ ,  «^1«^,,  =  3"''*  -~  i^j » 


sr 


oTjOT,^  =  -  2  +  OT,^  4-  oTj, ;       ferner:    tr^  +  w,,  «=  -  ^«r,, ,        w^  4-  ar„  =  — 


V 


S7 


TO 


w^  4-  w^  4-  op^e  4-  w^,  4-  »„  4-0^3,  =  w 

Congruenzwiirzeln  med.  p,  z.  B.*) 


p 

13 

1 
—     1 

—     3 

«^4 

4-     6 

«^8 

4-     4 

4-     6 

4-     6 

97 

4-  30 

—     3 

4-  16 

4-  44 

—  22 

4-     9 

223 

4-  54 

—  54 

—  62 

—  48 

4-  27 

—  19 

937 

—417 

4-151 

—  66 

4-159 

—233 

—  69 

P 

w 
if 

«^11 

w 
11 

44 

13  —     1  —     3  —     3  —     4  4-1  4-5 

97  4-11  —  32  —  17  4-1  4-35  4-24 

223  —  99  4-88  4-70  —  49  —  47  4-91 

937  —102  —337  —237  —269  —254  —201 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(l  4-  Wj)  =  13' ,       N(l  -  tu,,)  =  N(w^^  -  w^«)  =  13  .  97  ,        N(l  4-  «r,  4-  m^^)  «»  7  .  97 , 

N(l  —  Wj  —  Wj^)  =  13  .  937  . 


*)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  dnrch  or  w'^  es  or      (mod.  /»),  anch  als  Gkmeinwimel  zweier 
qaadratiflchen  CongraeDzen  (s.  oben). 
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n=  105 
IV,  3.     ^  =  105»i  —  22  ,  —  43  : 

83,     167,     293,     603,     587,     797; 


w^  =  Oü'-  +  u;-"'-  -4-  w-"'-  4-  w-*''' ,     n(w^)  =  211  ; 

w,y  wie  IV,  2,     Wj^  =  2(ay*'' -f- w^'^^O   zweigliedrige   Perioden    Iter  Art   der   21ten, 
Wjr  =  oy^'' 4- w^*'*  4- oy'*'*  4- w**'"  viergliedrige  Perioden   der   löten  Wurzeln,  w^^^  wie 

IV,  2,     OT^j,  =   -  1 ,         tr„,  =  -  2  ; 

wj  =  —  2  4-  w,  4-  w^o  »         "'i^'ja  =  3  —  -J-tr^^  ,         tr^ay^,  =  1  4-  «r^^  4-  tr^^  ;     femer: 
Wj  4-  Wj,  =  —  tr,y ,         Wj  4-  w„  =  —  -J^tTj^  ,       Wj  4-  w,  4-  w^  4-  tTg  4-  ^,5  4-  tr,j  =  —  tr^^  . 

Congruenzwurzeln  med.  p,  z.  B.  *) 


p 

83 

1 
4-  36 

w 
a 

—  14 

w 

4 

—  9 

8 

4-  35 

w 
11 

4-  29 

4-  24 

167 

—  68 

4-  83 

—  29 

—  64 

4-  41 

4-  28 

503 

—  190 

—251 

4-  53 

—249 

—168 

4-228 

w. 


w. 


16  ''33 

83         —     4         —     2 


w 


86 
11 


167         4-7         —  44         4-  35 
503         —241  —181         —198 


w 


tr. 


31  "44 

7  4-22 

4-34  4-67 

4-98  —  69 


tu 


S9 

30 


76 
4-161 


Normen  coinplexer  Zahlen  in  ir . 

N{w^  4-  w^®  4-  w")  =  83'' ,  N(2  4-  rjy^^)  =  83  .  293  , 

JV(1  4-  w^^  4-  w*  4-  u;*^°)  =  167  .  293  ,  N{1  —  w^^  —  uo^^  —  w'*)  =  27  .  503  , 

A^(l  4-  tr^  4-  Wj  J  =  83  .  503  ;  dagegen: 

A'(l  —  tr)  =  iY(tr)  =  211  ,  iV(l  4-  07)  =  421         (vgl.   1). 


•)  Hier  ist  w,  völlig  bestimmt  duroh  tr  (oy*^  4- w**)  ^  or  4- tF  oder  als  Gemeinwurzel 
der  ans  Obigem  sich  ergebenden  beiden  quadratischen  Congruenzen;  bei  letzterem  Verfahren,  welches 
obigen  Zahlen  zu  Grunde  liegt,  kann  die  Congruenz  fp   -\~  ^j   ^  ^   ^  ^   ^  ^     vf-tü      ^  —  w  ^ 

l  a  4  8  16  31  49 

die  Vertauschung  derWerthe  von  Wj  und  ^499  welche  bei  n  =  15,  IV  willkührlich  bestimmt  worden 
sind,  zur  Folge  haben,  was  bei  j9  =  83  und  167  wirklich  der  Fall  ist,  nicht  aber  bei  p  =  503.  Vgl. 
bei  n  =  60  und  84. 
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n  =  105 
IV,  4.     p  =  lObm  4-  22  ,  -f-  43  : 

43,     127,     337,     463,     547,     673,     757,     883,     967; 


m      =(«;'•  -+-  Du"'"  -f-  a' 


,-<Vr 


43r   __    


üü^^'' ,  d.h.  21  te  Einheits wurzeln,   wesshalb  vor- 
stehende Primzahlen  auch  hier  die  Primfactoren  der  p  =  2Un  -f-  i  (w  =  21,  I)  haben. 


V.     j)  zum  Exponenten  6  gehörig. 
8  sechsgliedrige  Perioden  und  zwar  mit  7  Fällen,  wovon  5  primitiv: 

V,  1.     p  =  105m— 16,  — 46; 


tr^  =  üü 


ÜÜ 


-16r 


U) 


46r 


16r 


-f-Oü"'^+tt.'  ""^-hw 


-46r 


n(tr,)  =  -  1 ; 


oTj,  =  c«/"^-l-a;"'^-f-a,*''^  +  w"'^-4-oü"'^-4-w***''-  sechsgliedrige  Per.  der  35ten  (erster 
Art,  n  =  35,  IV,  i),  w^^  ==  oo'"  +  c»^''  +  c^'^''  4-  o;"''  +  c««*''  4-  c«^"^"  desgleichen  der 
21ten  Einheits wurzeln,     tr^^  =  3(oü^'"  4- w'^*'*)  =  33^^^,    zweigliedrige    Perioden    der 


15teu,  desgl.  xr^^j.  der  öten  Wurzeln,  tr^^^  =  —  i, 


^3sr  =  -  3  ; 


07 


J  =  4  4-  tr^  4-  2ocrjy  ,       ar^ar^g  =  —34-  Itr^^  ,       tr^tr^j   =  —  2  4-  nr,  4-  2Wj,  ;      ferner: 


tr. 


IT         =    —  ÜT        , 

11  a4  * 


or. 


tr 


39 


=  -  i'^M 


tr 


4-  TT    4-  tr     4-  tr 


s=  —  tr 


59 
89 
269 
479 
509 
719 
929 


tr 
1 

—  12 

—  1 

—  134 

—  40 
4-104 
4-  69 
4-327 


4 

—  42 

4-  83 
4-214 

—  33 
—241 
—257 


Congruenzwurzeln  med.  p*). 


4 

8 
35 
41 

—  153 

—  41 

—  104 
4-373 


tr 

8 

—  20 

—  39 
4-  50 
4-193 
4-  25 

—  170 
4-330 


«^11 
4-  2 

+  17 

—  75 
4-220 
4-  54 

—  29 
4-321 


4-  9 

—  25 

—  77 
4-212 
4-  78 
4-342 
—291 


w 

—  19 
4-  7 

—  128 
4-110 
—192 
—261 
4-187 


5  • 


W 
99 

4-  27 

—  42 

—  30 
4-201 

—326 

—  62 


*)  Hier  ist  ocj  völlig  bestimmt  durch  t3crj(w**4-w**)  =  ^i"i"^io  (™od.  p),  «owie  aU  Ge- 
meinwurzel der  beiden  im  Obigen  enthaltenen  quadratischen  Congpruenzen ,  also  nur  ans  den  Perioden 
der  35ten  und  luten  Einheitswurzeln ,  wobei  alsdann  der  bei  IV,  3  berührte  Fall  eintreten  kann,  hier 
hinsichtlich  der  21  ten  Wurzeln. 
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59     2  —  tr 


n  =  105 
/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

479     2  —  tr    4-  (T 

509     2x^^ +  u.'^*-f-tt;*^ 


89     1  +  tTj 
269     1  —  tr^y  —  (t«,^  4-£*''^) 


719     w^-hv^^  —  (w"'  -h  Cd") 
929     2  -f-  tr..^  4-  2(w-'  +  w") 


V,  2.    j[>  =  105?/i  +  4  ,  —  26  ; 
tr^  =  a;'•+c«,■''•^-a."'•4-u<•"■*''•^-a•*''■-hc*.•-**^       U{w^  =16; 


tr,,  =  w^'  +  u'"'- 


ÜO 


*»''  4-  ot«"^  4-  ot"»-  -I-  cZ-'^r  ^  gechsgliedrige  Perioden  zweiter  Art 
der  35ten  Wurzeln,  tr,^,  =  6x"' ,  tr^,  =  2(u.*"  +  u;'<^'--h  c.«*»')  =  2^^^^,  dreigliedrige 
Per.  der  21ten  Wurzeln,  w^^^  desgl.  der  7ten  Wurzeln,  tüy^  =  3(w^''-f-iü**')  =  3^^,^, 
zweigliedrige  Perioden  zweiter  Art  der  löten  Wurzeln,  w^^^  desgleichen  der  5ten 
Wurzeln; 


^  ^  tF    -4-  2x   -t-  tr     -4-  tr 

i     ^^82    =     ~i^J5»  "'l+^19    =    ""1«^49- 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


tr 


^l^J2    =    —  tTj  -  ItTj^  , 


tr  w      =  -^  -  , 

l     IT  » 

CT        "T~    tu  2S5      •—    tr 

1  ^^       11  9 


tr  tr 
i    11 

— 

-2  + 

«T,+ 

^45  —  1^43  ' 

tr  tr 

1      19 

=— 

4w"4- 

^J^'tt 

» 

tr  tr 

l     26 

rrr 

5  +  10^ 

43  ' 

ferner : 

tr. 


79 

tr 
+  25 

tr 

3 

+  29 

tr 
11 

+  22 

tr 

13 

—  36 

tF 

—  38 

^19 

+   19 

tu 

33 

+  15 

tr 

*36 

—  37 

109 

—  30 

—  41 

—  42 

+  26 

—  29 

+  16 

+  33 

—  43 

499 

-f-150 

+   11 

—  42 

—  95 

—  173 

—227 

+  32 

—  156 

709 

+319 

—  33 

+  95 

+  97 

+  40 

+  86 

—275 

—330 

739 

+140 

—262 

—355 

—204 

—248 

—220 

—  144 

—195 

919 

—  69 

—391 

—   19 

—  145 

+333 

+275 

—114 

+  129 

*)     Hier  tr,   völlig  bestimmt  durch  tTjtrj  ^=  -JoTjj,  oder  durch 
(iTj(w**  +  w**)  =  ^15  +  ^18  "•  »J»  w»»   sowie   durch   zwei   der   im  Obigen  enthaltenen  quadratischen 
Congruenzen. 
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A^,) 


79     1  —  tr^  —  w 
109     1  —  w.  4-  w 


35 


IS 


n=  105 
/(wj),  Prirafactoren  der  Primzahlen  p*) 

499     l-tr^^-htr,, 
709     2-htUjj  — tr^. 


Z' 

/(w 

739 

2-aT,-w 

1  -h  w,,  +  w^* 

919 

0  4.  „*o  ^  ^11 


V,  3.     p  =  lObm  —  4  ,  4-  26  : 
101,     131,     311,     521,     761,     941,     971; 


W^    =    (U*"  -\-  M 


-*r^^l6r^^41r^^46r^^»6r^ 


^2ir  =  6u;  ^'^  =  -  2wjg^  =  -  6w,^   (indem   tr,^ 
V,  1.  «'isr  =  -1,      w,j^  =  -3; 


u; 


62r 


n(aT^)  =  626; 
,     tr^^  =  —  3w"'^  ,     Wj^  wie 


wj  =  4w"  +  aT, +  2aTj^, 

1  ^^       11 


-      43 


(u 


31 


WjW^  =  5  4-  Wj ;  ferner: 

Wj  +  tr^  4-  Wjy  4-  w„  =  —  "^s  • 


Congnienzwurzelu  med.  p^  z.  B.**) 


p 

101 

w 
1 

—  50 

07 
3 

4-  39 

BT 
4 

—  7 

w 

8 

—  32 

«^11 
4-  44 

«^if 
—  3 

—  10 

4-  18 

131 

4-  61 

—  43 

—  42 

—  5 

—  3 

4-  1 

—  28 

4-  58 

311 

—  71 

4-151 

—  97 

—  27 

4-  77 

—  115 

4-149 

—  68 

971 

4-241 

4-142 

—354 

4-  47 

—480 

—310 

4-419 

4-294 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N{1  -^  tr)  =r  991 ,  N(i  —  w^j)  =  5  .  131 ,  N(i  —  w,,  —  w")  =  5  .  101 , 

iV(3  4-  w^j)  =  101  .  131  ,         N(2  4-  tr^  —  w")  =  41 .  311 ,       iV(2  —  tr^  —  w")  =  5  •  971  . 


*)     Es  ist  ferner: 
N{l-\'W)  =  36,     iV(l— tr)  =  4,     Niw^^—w^^)  =  4.79,     Nil+w^—w^^)  =  16.79  u.».w. 

**)     Hier  ist  w ,   Töllig  bestimmt  als  Gemeinwurzel  oder  linear  durch  tr  tu^^  ^  v     (mod.  p). 
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n  =  105 
V,  6.     p  =  105/H  -h  31  ,  —  44  : 

31,     61,     241,     271,     661,     691; 


W^    =    OÜ 


+  w""-4-a;"''  +  a;-^''^  +  w"'^  +  a;-**'^  =  -w'^',  15te  Einheitswurzeln,  daher 
haben  vorstehende  Primzahlen  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  I5i»  4- 1 
(vgl.  n  =  15,  I). 


V,  7.     p  ==  lObm  —  31  ,  4-  44  : 
149,     179,     359,     389,     569,     599,     809; 


.I6r 


oy^  =  w'-  +  w-""  4-  uj'^^  4-  w"'^  4-  c«""  4-  w"»- ,     0(07^)  =  16  ; 
w,,  wie  V,  2,         tr,j,  =  -3,         OT^j,  ==  2(w"'*  4- u;'^'' 4- c«'°0  =  2^^^^  =  -  2«t„^ 

(tTjy  =  —  3t^j^),  dreigliedrige  Perioden  der  7ten  Wurzeln,  w^^  =  3(u;'''4-w"0  =  3j^y^ 
zweigliedrige  Perioden  erster  Art  der  15ten  Wurzeln,  w,^^  =  ^o^,,,  desgleichen 
der  5ten  Wurzeln; 


4  4-aTj  +  2trj,  4-tFjj, 

femer:         tr^  4-  tr^ 


WjOjjj  =  4  4-  |tr 


W. 


«T, 


J»' 

w  w     = 

14 

=  1  + 

w,- 

-i"«. 

"l 

+ 

«^»i 

^ 

-(U,'^ 

'  + 

<""). 

-0?,+ 

■% 

:= 

<«"  + 

*»• 

+  «." 

-  i"«» ; 


Congruenz  würz  ein  mod.  p,  z.  6.*) 


p 

149 

—  45 

07 
8 

4-  31 

^4 

4-  26 

^8 

4-  22 

w 

IS 

—  10 

^19 

—  18 

—  72 

4-  65 

179 

4-  9 

—  83 

4-  7 

—  59 

—  73 

4-  3 

4-  55 

—  39 

359 

4-  26 

—  60 

4-176 

—  14 

4-139 

4-  47 

—144 

—171 

809 

4-172 

—243 

4-304 

—  83 

4-  99 

—  4 

—  130 

—116 

*)     Hier  ist  Wj   völlig  bestimmt  darch  zwei  quadratische  oder  durch  eine  lineare  Congmeux, 
wie  aTj(£w"  4-  w")  ^  07^^  —  ^w^^  (mod.  p). 
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n  =  105 
Normen  coinplexer  Zahlen  in  ^. 

N(l  4-  w)  =  9  .  29  ,  N{i  —  tr)  =  331  ,  N{1  —  w^  —  w''*  —  w")  =  9  .  149  , 

N(l  -4-  tüj  +  w^*  -f-  u,'')  =  29  .  149  ,  N(S  —  tTjj)  =   179'*)  , 

JV(2  —  tr^  —  w^  —  w'*)  =  29  .  359  ,  N{i  —  Wg  +  2w^*  +  2w")  =  29  .  809  , 

JV{4-htrjg)  ==  36.809. 


VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
4  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen : 

VI,  1.    2>  =  105/»  -h  2 ,  -h  23 ,  +  32  ,  —  52 ,    nämlich : 

2,     23,     53,     107,     137,     233,     263,     317,     347,     443,     557,     653,     683,     863,     947,     977; 

w^  =  w»"  4-  w*'"  +  u;**-  4-  c«''-  4-  w"'"  4-  iy"'*  4-  u;-"»-  4-  c«"'*  4-  ou**'*  4-  c^"""  4-  w""''  4-  w""'' , 

OK)  =  64 ; 

w„  =  07^, («**^  4-  £«"'  4-  ^^''O  =  -  K,.  und   tr,,,  =  4(0."'-  4-  ^^'"^  4-  u;^")  =  ^h,,r , 

dreigliedrige  Perioden  der  7ten,  tr^,  =  3d(r^,  viergliedrige  Perioden  der  15ten  Ein- 
heitswurzeln, tTjj^  =  —  3,    tTjj^  ==  —  6; 

tFjtTjj  =  —  4  4-w^j,  ^1^17  =  "'^"+■1^49»        °^i^i8  ~  ^5         femer: 

tr^  4-  tr,j  =  ^tr^j  ,  tr^  4-  tr^y  =  |ir^g  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.**) 


p 

2 

«-1 
1 

11 

1 

X 
18 

0 

^17 

1 

233 

tr 
i 

4-  69 

tr 
11 

—  39 

«^13 

4-  17 

^17 

—  48 

23 

—  8 

—  6 

—   1 

—  9 

443 

4-  40 

4-117 

—  177 

4-  19 

53 

—  15 

—  24 

4-  3 

—  18 

557 

4-  44 

4-  89 

—253 

4-119 

107 

—  30 

—  29 

4-  14 

+  44 

947 

—371 

4-414 

4-171 

215 

137 

4-  45 

—  29 

—  12 

—  5 

977 

—249 

4-311 

4-204 

—267 

*)     Aus  dieser  folgt,  dass  diese  Quadrate  'wirklich  sind,  aber  wahrscheinlich  in  der  Form 
**)     Hier  ist  or,   vOllif;  bestimmt,   wie  bisher,  z.  B.  durch   ö?  g;,  ^  or      (fod.  p). 
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n  =  105 
Normen  complexer  Zahlen  in  w  • 

A^(l  —  ot)  =  N(w)  =  64  ,         N(l  4-  w„)  =  2  .  23  ,  N(l  4-  2»^  4-  w^^)  =  2  .  63  , 

A^(w^  —  tüj,  4-  o'jy)  =  2  .  107  ,         N(b  4-  Wjy)  =  2  .  137  ,         N(l  —  2Wj  4-  2aT^y)  =  63  .  233  , 
iV(2  —  oT^  4-  2trj^)  =  8  .  443  ,  N(l  4-  2trj  —  Wj^)  =  8  .  557  , 

N(l  4-  2trj  4-  23Pj^  —  4ocrj^)  =  23  .  947  ,  iV(l  +  507^  4-  407^^)  =  2  .  977  . 


VI,  2.     ;>  =  105m  —  2  ,  —  23  ,  —  32 ,  4-  52  ,  nämlich : 
73,     103,     157,     283,     313,     367,     397,     523,     577,     607,     733,     787,     997; 


«T^  =  c'-  4-  0;-="-  4-  w*»-  4-  c-«'-  4-  u;"''  4-  »-"'"  4-  uj''""  4-  w-'""  4-  w"»-  4-  ct«"'^  4-  w 


-"-  4-  u;"'", 


n(tr^)  =  81  . 

tüjy  zwölfgliedrige  Perioden  der  35ten,  tr^^  = --2£<y**'",   tr^^  =  — 36»;^®'",  Wj^^  =  I2u>'*'", 


tr 


r=  —  2,  tu  ,  =  —  3: 


IS' 


^1  -»-  «^19  =  * 


^l"^8  =  ö,       W 
70 


73 
103 
157 
283 


tu 


1 
11 

51 

50 

12 


tr      —  —  9  -t-  TXT   .         tr  07      =  9oü     i         tr    4-  tr      =  — ^  w^ 


Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 


tr 


s 
34 


18 
—  41 
70 


tr 
11 

—  26 


28 
4-  28 
—  26 


tu 

19 

—  20 
4-  4 
4-  62 

—  33 


p 

313 

tXT 
1 

—  92 

«^8 

4-153 

«'ii 
4-  61 

19 

—123 

787 

—317 

4-139 

4-268 

—  91 

997 

—245 

+354 

—  50 

—  60 

Normen  complexer  Zahlen  in  \jo  . 

JV(1  4-  t»)  «=  64  ,       N{i  —  tr)  =»  84  ,       N(2  —  tr^  4-  w^®)  =  3  .  73  ,     iV(4  —  w^^) 
N(l  —  tTj  4-  2trp  =  28  .  157  ,         iV(4  4-  tr^  —  w^^)  =  7  .  283  ,         N(7  4-  2a7,)  : 
N{5  4-  2t3crg  —  w^^)  =  12  .  787  ,  iV(10  —  tr^^  4-  w^^)  =  12  .  997  . 


:  3  .  103  , 
3.313, 


*)     Hier  ist  tu,   völlig  bestimmt,  wie  bisher,  z.  B.  durch  tiTjW**   =  tp,  (mod.  p). 
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n  =  105 
VI,  4.    p  =  105m  —  17  ,  +  37  ,  —  38 ,  —  47 ,  nämlich : 

37,     67,     163,     193,     277,     373,     457,     587,     613,     823,     877,     907; 

tr^  =  —  (w'*'^  -»-  u;**'"  -»-  oü"®*') ,    dreigliedrige   Perioden    der    21  ten  Einheitswurzeln ; 
daher  haben  vorstehende  Primzahlen  auch  hier  nur  die  Primfactoren  n  =:  21,  IH. 


Anmerkung  zu  n  =  105.     Die  Summe  von  24  primitiven  Wurzeln  w 

ist  zwar  keine  Periode,  hat  aber  eine  eigenthümliche  Bedeutung  =  ^(1  4*  Yiöb)  und  die  beiden  x,  für 
r  =  1  und  r  =  11 ,  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  x^  -^  x —  26  =  0.  —  Eine  ähn- 
liche Bemerkung  findet  statt  f&r  n  =  65  (ebenfalls  fOr  Summen  von  24  primitiven  u)  und  für  n  ^  85 
(fTir  Summen  von  32  primitiven  w).     Vgl.  auch  die  Anmerkung  bei  n  =  91. 


Vierte  Abtheiluns:. 


Einhcitswurzeln,  deren  Grad  eine  Potenz  von  2  ist. 


Die  Bedeutung  von  w,   w^  und  w^   ist   dieselbe   wie    in   der    dritten   Abtheilung, 

nur  dass  r  und  k  immer  kleiner  als  ^n  sind. 
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IV. 


7i  =  4 


I.    2>  ==  4m  +  1. 


2  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


p 

M 

5 

+  2 

13 

—  5 

17 

+  4 

29 

—12 

37 

+  6 

41 

—  9 

53 

—23 

61 

—11 

73 

+27 

89 

—  34 

97 

—22 

101 

+  10 

109 

+33 

113 

+15 

137 

—37 

149 

—44 

oü«  ^  1  =0 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

Ot,' 

157 

+  28 

173 

+  80 

181 

—  19 

193 

+  81 

197 

—  14 

229 

+  107 

233 

—  89 

241 

—  64 

257 

+  16 

269 

—  82 

277 

+  60 

281 

+  53 

293 

—138 

313 

+  25 

317 

+114 

337 

+  148 

P 

u: 

349 

—136 

353 

+  42 

373 

—  104 

389 

+  115 

397 

+  63 

401 

+  20 

409 

+143 

421 

+  29 

433 

—  179 

449 

+  67 

457 

—  109 

461 

+  48 

509 

+208 

521 

+235 

541 

+  52 

557 

—  118 

P 

w 

569 

+  86 

577 

—  24 

593 

—  77 

601 

+  125 

613 

—  35 

617 

—  194 

641 

—  154 

653 

—  149 

661 

—  106 

673 

+  58 

677 

—  26 

701 

+  135 

709 

—  96 

733 

—353 

757 

+  87 

761 

+  39 

P 

w 

769 

+  62 

773 

—317 

797 

—215 

809 

—318 

821 

—295 

829 

+246 

853 

+333 

857 

—207 

877 

—151 

881 

—387 

929 

+324 

937 

—  196 

941 

—  97 

953 

—442 

977 

—252 

997 

+  161 

56 
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n  = 

=  4 

A-), 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

p 

/M 

p 

A^) 

P 

A^) 

P 

A^) 

5 

14-  2w 

197 

14-I4u; 

433 

17— 12tt; 

709 

15—22» 

13 

3—  2w 

229 

154-  2u; 

449 

74-20W 

733 

27—  2» 

17 

14-  4w 

233 

134-  8u; 

457 

21—  4tt; 

757 

94-2601; 

29 

5—  2w 

241 

154-  4u; 

461 

19— lOw 

761 

19—20» 

37 

14-  6w 

257 

14-16u; 

509 

54-22W 

769 

25+12911 

41 

5 —  4w 

269 

134-lOw 

521 

114-20tt; 

773 

17+22c«i 

53 

7—  2w 

277 

144-  9w 

541 

214-lOw 

797 

11+26» 

61 

54-  6w 

281 

5— 160; 

557 

19— 14w 

809 

5+28» 

73 

34-  8w 

293 

17—  2iMj 

569 

13— 20ay 

821 

25+14» 

89 

54-  8w 

313 

134-12ot; 

bll 

1— 24u; 

829 

27+10» 

97 

9—  4w 

317 

11— 14u; 

593 

234-  8tt; 

853 

23—18» 

101 

14-lOa; 

337 

9— 16w 

601 

54-24W 

857 

29—  4» 

109 

3— lOw 

349 

54-18u; 

613 

174-18W 

877 

29+  6» 

113 

7—   8tt; 

353 

174-  8u> 

617 

194-16W 

881 

25+16» 

137 

114-  4w 

373 

74-18W 

641 

25—  4w 

929 

23+20» 

149 

7— lOw 

389 

174-lOw 

653 

134-22tt; 

937 

19+24» 

157 

11—  6w 

397 

194-  6u; 

661 

25—  6w 

941 

29+10» 

173 

134-  2w 

401 

14-20W 

673 

23— 12tt; 

953 

13—28» 

181 

94-lOw 

409 

34-20«; 

677 

1— 26&Ü 

977 

31+  4» 

193 

7— 12w 

421 

154-14W 

701 

5— 26tt; 

997 

31+  6» 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig  oder  p  =  4m  —  1 ;  diese  sind  in  Beziehung  ai 
4te  Einheitswurzeln  selbst  complexe  Primzahlen,  nämlich: 


3, 


7,       11,       19,       23,       31,       43,       47,       59,       67,       71,       79,       83,     103,     107,     12' 


131,  139,  151,  163,  167,  179,  191,  199,  211,  223,  227,  239,  251,  263,  271,  28: 

307,  311,  331,  347,  359,  367,  379,  383,  419,  431,  439,  443,  463,  467,  479,  48' 

491,  499,  503,  523,  547,  563,  571,  587,  599,  607,  619,  631,  643,  647,  659,  68: 

691,  719,  727,  739,  743,  751,  787,  811,  823,  827,  839,  859,  863,  883,  887,  90 

911,  919,  947,  967,  971,  983,  991. 
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n  =  8 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig 
2  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     p  =  8»i—  1  ;      tr^  =  w'"4-w"'*,      also 


w     =  üj  —  w     =  —  tri 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w'^  —  2  =  0  ,     (wahrend  tr^  =  0)  . 

Congruenzwurzeln  med.  p^) 


p 

07 
1 

P 

1 

P 

1 

P 

07 
1 

P 

^1 

P 

«^1 

7 

3 

151 

46 

271 

96 

463 

203 

647 

36 

863 

251 

23 

5 

167 

13 

311 

66 

479 

187 

719 

324 

887 

202 

31 

8 

191 

57 

359 

19 

487 

91 

727 

27 

911 

176 

47 

7 

199 

20 

367 

79 

503 

157 

743 

102 

919 

125 

71 

12 

223 

15 

383 

137 

599 

166 

751 

113 

967 

44 

79 

9 

239 

99 

431 

188 

607 

194 

823 

284 

983 

450 

103 

38 

263 

110 

439 

21 

631 

94 

839 

29 

991 

420 

127 

16 

p 

7 

23 

31 

47 

71 

79 

103 

127 

151 

167 

191 

199 

223 

239 

263 


3—  w 

5 —  tr 

7-f-3tr 

7—  w 

lH-5aT 

9—  w 

11— 3aT 

154-707 

13-i-3aT 

13—  w 

17— 7oP 

19-i-9oT 

15—    OT 

17—507 
19-i-7oT 


/(o'j)  Primfactoren  der  Primzahlen 

A^,)  P         /K)  Aw^) 

14-  2orj  271  17—  3o7^  ll-hl4o7^ 

3-4-  4o^^  311  19—  50-^  9+14o7^ 

1—  4aTj  359  19—     w^  17-t-18w^ 

5-h  607^  367  23+  9oTj  5— 14w^ 

1—  607^  383  25-4-1107^  3— 14ot^ 

7-h  8o7^  431  23—  7trj  9-i-16a7^ 

5-4-  8oT^  439  21—     «7^  19+20o7^ 

1—  8aTj  463  25-4-  9o7^  7— 16o7^ 

7— 10o7^  479  23-4-  5ot^  13— 1807^ 

11-4-1207^  487  27— lltTj  5-4-1607^ 

3-4-10O7  503  29— 13o7j  3-4-1607^ 

1— 10o7j  599  29— ll07^  7-4-18o7j 

13-4-14or^  607  25-4-  307^  19— 2207^ 

7-4-12tr^  631  27—  707^  13-4-20ot, 
5—1207. 


!>.••) 


P 

647 
719 
727 
743 
751 
823 
839 
863 
887 
911 
919 
967 
983 
991 


35-4-1707 
31-4-1107 
27—  w 
29-4-  707 
33-4-1307 
29—  3oT 
29—  w 
31—  7o7 
35-4-1307 
31-4-  5o7 
37—1507 
43-4-2107 
35— lloT 
33-4-  7o7 


1  — 1807j 

9— 20o7^ 
25-f-26o7j 
15— 22aTj 

7— 20o7^ 
23-4-26trj 
27-f-38Wj 
174-2407^ 

9— 22o7^ 
21— 26Wj 

7-h22w^ 

1— 22«r^ 
13-|-24o7j 
19— 26«r. 


*)     Hier  ist  07    die  positive  der  beiden  entgegengesetzten  Congmenzworzeln  (^  0 
**)     Es  ist  stets  Nßw^)  =  4-J9,     Nf(w^)  ^  —p. 


iP> 
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n  =  8 


Wurzeln  der  Gleichung: 


p 

«-1 

V 

^1 

3 

1 

131 

28 

11 

3 

139 

50 

19 

6 

163 

18 

43 

16 

179 

78 

59 

23 

211 

93 

67 

20 

227 

15 

83 

9 

251 

91 

[07 

31 

283 

127 

[I,  2. 

jp  =  8m  4- 3, 

^r  = 

£«'•-4- 

ot;" 

',     also 

1 

=  w-4- 

:.»» 

^3' 

^hung 

• 
• 

w^-4-2 

=  0, 

(wälirend  w    = 

:    0  ,    wie 

zuvor). 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

*) 

/* 

1 

P 

^1 

P 

1 

307 

108 

491 

94 

619 

288 

' 

331 

75 

499 

67 

643 

206 

347 

107 

523 

56 

659 

77 

379 

120 

547 

190 

683 

64 

419 

96 

563 

261 

691 

151 

443 

21 

571 

153 

739 

346 

467 

126 

587 

207 

787 

347 

V 

«^1 

811 

215 

827 

122 

859 

296 

883 

42 

907 

173 

947 

250 

971 

179 

P 

/(w,) 

3 

1—    tTj 

11 

3—  w^ 

19 

l-h3tr^ 

43 

5— 3aT^ 

59 

3+5trj 

67 

7-4-3Xj 

83 

9—  w^ 

107 

3—707^ 

131 

9— 5ccrj 

139 

11— 3aTj 

163 

14-9aTj 

v^  Primfactoren 

der  Primzahlen  'p. 

P 

/(^,) 

P 

/(^,) 

179 

9—   7!rj 

467 

15-4-llaTj 

211 

7-4-  977^ 

491 

21-4-  5acT^ 

227 

15—       TTj 

499 

7— 15a7j 

251 

3-i-llw^ 

523 

19-4-  9tr^ 

283 

11—  9tr^ 

547 

23—  3aTj 

307 

17—  3ayj 

563 

15— 13ir^ 

331 

13       9tr^ 

571 

11  — 1507^ 

347 

3— 13trj 

587 

3-4-1707^ 

379 

19-4-  337j 

619 

13-M5!r^ 

419 

9-4-13!rj 

643 

25-4-  3orj 

443 

21—     ccTj 

659 

94-1707^ 

P 

A^^) 

683 

21  — lltTj 

691 

23-4-  90^1 

739 

17— lÖtTj 

787 

25-4-  9tr^ 

811 

19+15aTj 

827 

27—  Iw^ 

859 

29—  3trj 

883 

l-f21tr^ 

907 

5— 21ccrj 

947 

15-1907^ 

971 

27— lloPj 

•)     Hier  ist  ücr    wie  in  II,  1.  festgesetzt. 
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n  =  8 
II,  3.     p  =  Sm  —  3  ;     w^  =  w^ -h  w"''*  =  0  , 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  Perioden,  und  die  nichtprimitiven 

TT,^  =  2a;'''  reduciren  sich  auf  die  4ten  Einheitswurzeki ;  daher  haben  die  hierh( 

gehörigen  Primzahlen  p: 

5,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  149,  157,  173,  181,  197,  229,  269,  S7 
293,  317,  349,  373,  389,  397,  421,  461,  509,  541,  557,  613,  653,  661,  677,  70 
709,     733,     757,     773,     797,     821,     829,     853,     877,     941,     997, 

keine   anderen  Primfactoren   als   die  p  =  4m  + 1  bei  n  =  4 ,    welche  auch    hi< 
Primzahlen  sind. 


n 


16 


I.    ^  =  16m  4- 1 . 

8  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


w«  -4-  1  =  0 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

(JÜ 

w* 

Cü" 

w' 

17 

—  7 

—  3 

4-  6 

4-  5 

97 

4-  27 

—  8 

—  12 

—  18 

113 

—  43 

4-  35 

—  42 

—  40 

193 

4-  50 

—  64 

—  3 

4-  27 

241 

—  111 

4-  44 

4-115 

4-  76 

257 

—  32 

4-128 

4-  2 

—  8 

337 

—  146 

4-  59 

—  40 

30 

353 

4-100 

—  49 

—  36 

4-  60 

401 

4-147 

—199 

4-133 

4-  30 

433 

—151 

—168 

4-183 

4-195 

P 

U) 

üj' 

Ui' 

w' 

449 

—100 

—  77 

4-  35 

—220 

577 

—  65 

4-  27 

—171 

—  71 

593 

—  94 

4-209 

4-122 

—  82 

641 

—  40 

4-100 

—250 

—  16 

673 

4-  8 

—161 

—209 

4-  84 

769 

4-  27 

—311 

4-136 

—  57 

881 

.  —  85 

—  68 

4-298 

—114 

929 

—  101 

—  40 

—209 

4-  46 

977 

—403 

4-357 

—  52 

—  80 

•)     Die  Congruenzwurzeln  für  w^ ,  w*  und  w*  stehen  bei  n  s=  8  und  n  =  4  resp. 
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17  14-w  -f-  w* 

97  l+w  —  w'+2w' 

113  2— w'+2w' 

193  14-w  —  w*— 2w' 

241  24-w'-4-  w'—  w' 

257  2— w* 

337  24-w  +  w'^+  w' 

353  2—  u)   — 2w* 

401  1—  ciü''+  üü'-4-  w*— w* 

433  1—  w  4-  w'—  w*— w* 


n=  16 

y^w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

A  .  8      7 

2+  w  —  w  —  w 
2— 2oü  —  w'-4-2oü' 


449 
577 
593 
641 
673 
769 
881 
929 
977 


1—  w   —  w'-h2u;* 

2-4-  w'—  w*-i-  w^ 

1—  w  +  w'-i-2u;^ 

1-4-  w*—  üü^— 2w* 

1—  M^-h   w'-h  w*-4-u;*-^  w*- 

1— 2w'-4-2w'—  w*-4-w*-f2w' 

1-4-  w  +2w'''-f  iü* 


•uu 


IL    2)  zum  Exponenten  2  gehörig. 
4  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  l,     p  ==  IQm  —  1 ,         ar^  =  w''  4-  w 


— r 


also 


ar     =  w  —  w     =  —  tr   , 


oTj  =  w    —  w    =  —  tüj^ ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  4tü'  -4-  2  =  0         (oder  (77'  —  2)'  —  2  =  0)  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  zweigliedrigen  erster  Art  der  8ten  Wurzeln  w^^  (während  w^^  =  0): 


w 


J  =  2  -^  Wj  ,         WjWj  =  tTj  ;         «TjOTj  =  tTj  -h  tTj      (allgemein  tü^tr^  =  rri^_^  -^  w^t+i)- 

Congruenzwurzeln  mod.  j[>*) 


p 

w 
1 

«'a 

P 

w 
1 

^3 

P 

1 

w 

8 

P 

1 

^3 

31 

14 

-4-  5 

223 

54 

.+.  87 

431 

173 

-4-  26 

751 

196 

-4-173 

47 

3 

+18 

239 

36 

—  57 

463 

208 

—  117 

863 

103 

—140 

79 

13 

-4-25 

271 

130 

—  116 

479 

181 

-+-136 

911 

33 

-f309 

127 

48 

—42 

367 

9 

—  32 

607 

14 

-4-274 

991 

277 

-4-llß 

191 

21 

-f30 

383 

63 

-+-142 

719 

42 

—  95 

•)     Hier  ist  w    >  0  <  ^J9  genommen. 
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w  =  16 
A^ih  Primfactoren  der  Primzahlen  p*). 


p 

/(^,) 

—  31 

34-2orj 

4-  47 

3-  tr^ 

4-  79 

l~2tr^4-  tTj 

4-127 

1-307^ 

4-191 

3— 3Xj4-2Xj 

—  223 

74-4x^ 

4-239 

13— 7tr. 

/' 

A^,) 

P 

A^,) 

—271 

3— 3x^—  tTj 

—607 

34-4Xj-4-2aTj 

—367 

54-3or^4-  rr^ 

—719 

l4-6Xj— 3Xj 

—383 

54-6irj 

—751 

34-5Xj4-3Xj 

4-431 

3— öo'j 

4-863 

15— 4Xj— 9orj 

—463 

54-4trj 

4-911 

1—  Xj4-6x, 

—479 

74-3x^4-3X3 

4-991 

1 — 4x  4-  op, 

II,  2.     p  =   l6>><-4-7;     x^  =  cl'"4-ül^'',     also: 


X,     =    Cl  -4-  W       =     —  X, 


3     ,         5 

X,   =  u'    4-  t*^     =  —  tr 


11  ' 


Wurzeln  der  Gleichung: 

tr*  4-  4x^  -4-  2  =  0  ,         (oder  (x''  4-  2)''  —  2  =  0); 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  zweigliedrigen  erster  Art  der  8ten  Wurzeln  x^^  (denselben  wie  in  II,  1, 
während  x^  =  o): 

—  x^  ;       XjX.^  =  —  Xj  4-  tTj    (allgemein  x^x^^  =  '~«'A:-i+^*-ri)- 

Congruenzwurzeln  mod.  ^>.**) 


x**  =  —  2 
1 


T, 


XX       = 
13 


p 

7 

X 

1 
1 

i 
—  3 

P 
199 

X 

1 
CO 

^3 
4-  66 

P 
503 

184 

X 

3 
—  102 

P 
823 

^1 
370 

4-106 

23 

7 

—  4 

263 

125 

—  64 

599 

IGl 

—  68 

839 

123 

4-334 

71 

9 

—  25 

311 

8 

—  86 

631 

165 

—  100 

887 

246 

4-266 

103 

6 

4-28 

359 

138 

—  112 

647 

229 

4-  02 

919 

431 

-f-  85 

151 

73 

—  42 

439 

89 

4-202 

727 

5 

4-140 

967 

146 

—  199 

167 

41 

4-73 

487 

24 

—227 

743 

10 

4-287 

983 

331 

—135 

/(x^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P 

7 
23 
71 
103 
151 
167 
199 
263 


1-x, 

14-    tTj  4-2X3 


14-2x^4-  tTj 
l_2x.^-  X3 
1— 3x,4-2x, 
14-  X  4-4X3 
14-3X3 
3-4-  tr,4-2x. 


P 

311 
359 
439 
487 
503 
599 
631 
647 


1—  Xj—2x.^  4-2X3 
3—  tTj  4-2X3 
5—  Xj4-4x.^ 
1 — 4x  — 9x 
54-  CT  -f-2x.. 
5-1-  Xj—  Xj 
14-2x^—3X3 
34-2x^4-3X3 


P 
727 
743 
823 
839 
887 
919 
967 
983 


5-   x^ 

1— 2Xj4-3Xj—  Xj 
3— 3x,4-  tTj 
7—  Xj4-4Xj 
14-2Xj— 2Xj4-3Xj 
54-2x.^— 3X3 
5— 2x[4-2Xj,—  X3 
3 — 3x^-4-  x„ — 4X3 


*)     Das  Zeichen  4-  vor  den  Primzahlen  p  z«igt  an,  dass  Nj\w  )  =  -4-jp  ,  das  Zeichen  — 
dass  N/(rr^)  =  — j^  *st. 

**)     Verfugung  über  x    wie  in  II,  1. 
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?J  =   16 
II,  3.     p  =    16m  —  7  ;     tr^  =  uj''  -h  c«;"^'"  =  0 , 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  Perioden,  und  die  nichtprimitiven  tr^^  =  2»''* 
reduciren  sich  auf  die  8ten  Einheitswurzehi;  daher  haben  die  hierher  gehörigen 
Primzahlen: 

41,       73,       80,     137,     233,     281,     313,     449,     457,     521,     569,     601,     617, 
761,     809,     857,     937,     953, 

keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  sm  -+■  i  bei  n  =  8 ,  welche  auch  in  Be- 
ziehung auf  16te  Einheitswurzeln  complexc  Primzahlen  sind. 


III.    2^  ^^^^  Exponenten  4  gehörig, 
2  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  1.     ;;  =  16m -4- 3,  — 5; 

w^  =  üü'" +  ««;''• -4- w-''*  +  Cfj-*''  =  0, 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  Perioden,  und  die  nichtprimitiven 
tTj^  =  w"'  4-  01'^''  4-  to*''  +  w®»*  =!  2(üu'"'  -4-  u)^'')    reduciren    sich    auf   die    zweigliedrigen 
Perioden  zweiter  Art  der  8ten  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehöri- 
gen Primzahlen: 

3,  11,  19,  43,  59,  67,  83,  107,  131,  139,  163,  179,  211,  227,  251,  283, 
307,  331,  347,  379,  419,  443,  467,  491,  499,  523,  547,  563,  571,  587,  619,  643, 
659,     683,     691,     739,     787,     811,     827,     859,     883,     907,     947,     971, 

keine    anderen   Primfactoren   als   die  p  =  8m +  3   bei  n  =  8,    welche    auch  hier 
Primzahlen  sind. 
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n=  16 
III,  2.    p  =  16/«  —  3,4-5; 

hier  sind  aber  nicht   nur   die   primitiven  Perioden  null,   sondern  auch  die  nicht- 
primitiven, d.  h.  w^r  =  w''''-4- w"*''-!- w''^-4- w""*'*  =  0,  während 

4- w*''-l-tt;*''H- öu*''  =  ^w**"     auf   die   4ten  Einheitswurzeln   zurückkommt; 


w 


4r 


U) 


4r 


daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  149,  157,  173,  181,  197,  229,  269,  277, 
293,  317,  349,  373,  389,  397,  421,  461,  509,  541,  557,  613,  653,  661,  677,  701, 
709,     733,     757,     773,     797,     821,     829,     877,     941,     997, 

keine   anderen  Primfactoren   als  die  p  =  4/w  + 1  bei  n  =  4 ,    die  auch  hier  Prim- 
zahlen sind. 


n 


32 


I.     p  =  32m  4-  1  . 

16  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


t«"  +  1  - 

0. 

Congruenzwurzeln 

med.  p' 

') 

p 

UD 

w* 

u;* 

u;' 

u;' 

u," 

u;" 

x'' 

97 

4-  30 

4-  34 

4-  45 

—  46 

4-  19 

4-  28 

—  20 

4-  42 

193 

4-  67 

4-  69 

—  24 

—  42 

4-  23 

—     8 

—   14 

4-  72 

257 

4-  85 

4-  34 

—  60 

4-121 

—  17 

4-  30 

4-  68 

—  120 

353 

4-  10 

—  59 

4-101 

—137 

4-  67 

—     7 

4-     6 

—106 

449 

4-231 

—  99 

4-  22 

4-  45 

—   10 

4-102 

4-127 

—128 

577 

—  33 

—163 

4-209 

4-263 

4-215 

—  127 

4-177 

4-  35 

641 

4-160 

4-  10 

4-241 

—  25 

—282 

—258 

4-  64 

4-     4 

673 

—107 

—183 

—  118 

—271 

—  149 

4-154 

—114 

—23» 

769 

4-300 

—359 

4-304 

—251 

4-144 

4-  43 

—377 

—182 

929 

4-269 

—228 

—  197 

4-388 

—  170 

4-448 

4-273 

-f297 

•)     Die  Congruenzwurzeln   für  die  niditprimitiven  Wurzeln  stehen  in  den  3  vorhergehenden 
Tafeln  bei  n  =   16,    7i  =  8  und  n  =  4. 
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M  =  32 

^Wj),  Primfactoreii  der  Primzahlen  p*) 


p 

/(^i) 

P 

/(^,) 

/> 

/(^,) 

—  31 

1-.  w-w^ 

—223 

14-2trj 

4-607 

14-2xj^4-  tüy 

+  127 

14-  ^^-h^-^j 

—383 

1_  ^^4.^^+^^_^^ 

4-863 

34-  trj4-2Wy 

4-191 

14-2373— 07^ 

4-479 

34-2aTj-or^ 

—991 

14-  Wj— 3aTj 

U,  2.     p  =  32>>i  4-  15  ;     7T^  =  w''  4-  w"'' ,     also : 


15 


tTj    =    W  4-  ^J  =    —  OTj  y  , 

w,  =  w^  4-  ''j^  =  —  ^2, ; 
Wurzeln  der  Gleichung: 


OPj    =    w'  4-  M^^    =    —  Xj, 


x^  =  w*  4-  üü**  = 

9 


—  X 


21  » 


X 


4-  8x^  4-  20x*  4-  16x-  4-2  =  0     (oder  (x*  4-  4x'  4-2)^  —  2  =  0)  ; 


mit   den  fundamentalen  Relationen   zu   einander   und   zu   den  nichtprimitiven,  x^^ 
und  x^^,  d.  h.  denselben  wie  in  II,  1,  (wrdirend  x^^.  =  0  wie  dort): 


w'l  =  —  2  4-  Wj  , 


X  X      2IS    nj     -—  tjT 
IS  ^8  ] 


X   X      ^^    X     ''~  X     . 
13  ♦  2  » 


X   X       !ss    X 
16  T 


"■»' 


X   X       ^s?    X     ^^  X     . 
15  6  4  » 


X   X       2SS    Qp     ^■—  Qp     2 
14  5  3  ' 


allgemein   x^Xj^  =   —  ^k-i  "^  ^k+i  * 

Congruenzwurzeln  mod.  p**) 


p 

47 

X 

1 

4-     4 

^5 
4-  11 

—   18 

79 

13 

4-  24 

—  17 

—     8 

239 

89 

—  53 

4-  85 

—  100 

271 

45 

67 

—  83 

4-117 

367 

47 

4-103 

4-146 

4-110 

431 
463 
719 
751 
911 


X 

1 
160 

222 

54 

373 

198 


X 

3 

—  175 

4-  98 
4-165 

—  117 
4-355 


X  X 
17 


=  — X 


6' 


4-166 
—210 

—  314 

—  24 
—326 


4-  1« 
4-207 
4-308 

—  81 

—  181 


P 

47 

79 
239 
271 


1-x^ 

14-trj4-  «Tj4-  Wj 

1  —  0734-  tFj—  Xy 

1— X3— 2Xj— 2xy 


^Xj),  Primfactoreii  der  Primzahlen  p. 

P 


p  A^O 

367  14-x^4-2x, 

431  1 — x^ —  X3 — Xy 

463  1— x^- 2X3— Xj-fXy 


/(^i) 


719     14-  a7,4-w_ — x^ 

X  7  « 


tr. 


751     14-2x^— X3— x^ 

911     14-  w, — x,4-a7. — X-4-w_ 

3  w  4  3  1 


*)     Das  Zeichen  4-  vor  den  Primzahlen 2>  zeigt  an,     dass  N/(Wj)  =  -{' p  ,  das  Zeichen  —  , 
dass  Nfiw^)  =  —  I?  ist. 

•*)     Hier  ist  die  Verfugung  über  x^  wie  zuvor.     Vgl.  n  =   16,  8,  4. 


IV.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
2  achtgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.    p  ^  32m  -4-  3 ,  —  6 ,  +  11 ,  —  13  ; 

sowie  w^r  «=  0,  dagegen  w^^  =  4(cu*'^h-(ü"'^),  d.h.  die  nicht  verschwindenden  Per. 
reduciren  sich  auf  die  zweigliedrigen  2ter  Art  der  8ten  Einheitswurzeln,  und 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

3,  11,  19,  43,  59,  67,  83,  107,  131,  139,  163,  179,  311,  227,  261,  283^ 
307,  331,  347,  379,  419,  443,  467,  491,  499,  523,  547,  563,  571,  587,  619,  643, 
659,     683,     691,     739,     787,     811,     827,     859,     883,     907,     947,     971, 

auch  hier  keine  anderen  Frimfactoren  als  die  p  =  8/n  +  3  bei  n  =  8. 


IV,  2.     JE?  =  32m  — 3,4-5,— 11,4-13; 

OT^  =  w»-  4-  w-"'  4-  w»'-  4-  oü*'*  4-  w""**  4-  w"'*  4-  w"^'  4-  w""''  =  0 , 

aber  auch  w,,.  =  o ,  und  w^^  =  0 ,  während  w^^  =  Sw'*' ,  d.  h.  hier  reduciren  sich 
die  nicht  verschwindenden  Perioden  auf  die  4  ten  Einheitswurzeln,  und  die  hier- 
her gehörigen  Primzahlen: 

5,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  149,  157,  173,  181,  197,  229,  269,  277, 
293,  317,  349,  373,  389,  397,  421,  461,  509,  541,  557,  613,  653,  661,  677,  701, 
709,     733,     757,     773,     797,     821,     829,     877,     941,     997, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  »  4m  4-  l  bei  n  =  4. 
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n  =  64 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,    1,     p  =  64m— 1;       tr^  =  w^-^u."^,         also: 


tr^  =  w^  —  w"  =  —  tTjj  , 


Wiu'zeln  der  Gleichung: 


tr,  =  w'  —  c«;"  =  —  tr,^  , 

tr     =  tiü    —  t«      =s  —  tJT  _  , 

9              31 

tr      ^  üü      —  w      =  —  w 
11                                              fi 

tr      =  cw^*  —  üc       =3  —  tr 

• 

[((0,3  __  2)'  —  2)'  —  2]'  —  2  =  0  ,         oder  (entwickelt) 
tr"  —  16tr**  H-  104tr"  —  352tü^°  •+-  QGOw^  —  672tü®  -4-  336tü*  —  64tr'  4-2  =  0; 

mit  den,  in  der  Formel  tr^tr^t  =  tr^^.^  +  wj^^^  zusammengefassten,  fundamentalen 
Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  tv,^,  w^^,  tv,^,  d.  h.  den 
zweigliedrigen  Perioden  erster  Art  resp.  der  32ten,  16ten,  8ten  Einheitswurzeln 
(während  tr^^,.  =  o). 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


127 

tr 
1 

7 

tr 

8 

—  59 

^5 

4-  U 

tJ7 
T 

—  45 

w 

9 

4-  30 

tr 
11 

4-  58 

^11 
4-  29 

4-35 

191 

81 

4-  27 

—  45 

—   87 

—  71 

4-  56 

4-  82 

—74 

383 

79 

—119 

4-117 

4-  84 

4-  15 

4-  49 

4-  62 

—61 

/((T^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.**) 


-127     l-w^  +  w^^ 


-191     l  +  o-j-«.„ 


Aw,) 


—  383     1  —  w     —  w 


*)     Hier  ist  die  Verfügung  über  tr^  wie  bisher,  so  dass  tr    >  0  und  <  ^/>. 

**)     Das  Zeichen  4-  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  das  N/(rr^  =  +Pt  das  Zeichen , 

dass  Nf(Wj)  =  — p  ist. 
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n  =  64 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  sämmtlich  ideal^  in  17ter  Potenz  wirklich,  wenn  der  von  31   es  ist,  wie  fol- 
gende Normen  zeigen: 

N{i  +  (Tj  —  oTj)  =  31  .  223  ,  xV(l  -hrr^-h  w^)  =  479  .  31  , 

A''(l  -h^^-h  tü^j  +  07^3  +  w^^)  =  607  .  31  ,  iV(l  -+-  tTj  —  tTg  +  (Tj  J  =  863  .  31  , 

N(l  —  tr^  +  tü^j)  =  31  .  991  . 

Femer  hat  man: 

N{l-hw^-hw^^)  ==  31.  193,  iV(l  +nr,  —  Wj^)  =  31.641, 

N(l  —  tTj  —  tr^  +  ocTg)  =  991  .  449  u.  s.  w. ; 

alsdann  mit  Congnienz wurzeln  mod.  31'': 

N(i  +  w^-{-Wj-hw^^)  =  3l\  iV(l  +  tr^-^, +  ^,3)  =  31*     (d.  h.  31^31)•);  . 

endlich  als  Beispiele  wirklicher  Primfactoren  höherer  Primzahlen: 

N{i±w)  =  65537,  N(i-hw^-hrr^)  =  21569,       übrigens  beide  von  der 

Form  64m  +  1 . 


II,  3.     ^  =  Um  ~  31  ;        07^  =  cw'*  4-  w""'"  =  0 , 
während  die  w^r  =  2w''"'  auf  die  32ten  Einheitswurzeln  zurückkommen; 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

97,     353,     673,     929, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  32//i  -4-  1  bei  n  =  32 . 


IIL    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
8  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  1.     p  =  64/H4-  15,-17;         tr^  =  u;'*  +  w"'*  4- w'*'' 4- w"'*  =  0, 

während   die   w^r  =  2(w*'*'"4- u;"')   auf  die  zweigliedrigen  Perioden  zweiter  Art  der 
32 ten  Wurzeln  zurückkommen;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

47,     79,     239,     271,     367,     431,     463,     719,     751,     911 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  32m  4- 15  bei  n  =  32. 


*)     Aus    dieser  Norm    folgt,    dass    der   Primfactor    von    31    nicht    wirklich    in     der    Form 
J(w^  ,  üü)  sein  kann,  so  dass  Nf^ß^on ,  w^)  =»  p^  wäre. 
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n  =  64 
III,  2.     p  =  64;n  —  15  ,  +  17  ;         tr^  =  o;''  +  w""^  +  w""''  4-  oi"'*  =  0  , 

sowie  oTj^  =  0,    während   die   «^^r  =  ^'»'*'^  ^^f  die  16ten  Wurzeln  zurückkommen, 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

17,     113,     241,     337,     401,     433,     593,     881,     977, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  jo  =  lem-hi  bei  w  =  16 . 


IV.     p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
4  achtgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     ^  =  64m  +  7  ,  —  9  ,  +  23  ,  —  25  ; 

sowie  oTj^  =  0,  während  die  tr^^  =  4(a>**' 4- w'*'")  auf  die  zweigliedrigen  Perioden 
zweiter  Art  der  löten  Wurzeln  zurückkommen;  daher  haben  die  hierher  gehöri- 
gen Primzahlen: 

7,       23,       71,     103,     151,     167,     199,     263,     311,     359,     439,     487,     503,     699,     631,     647, 
727,     743,     823,     839,     887,     919,     967,     983, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  i6m4-7  bei  n  =  16. 


IV,  2.     ;>  ==  64m  —  7  ,  4-  9  ,  —  23  ,  +  25  ; 

«7^  =  u;'-  4-  c«-''^  4-  w-"''  4-  w-"'"  4-  ot-"''  4-  w"'  4-  w'""  4-  w''*  =  0 , 

sowie  oTj^  =  0,    w^^  =  0,    während   die   w^^  =  8^*''  auf  die  8ten  Einheitswurzeln 
zurückkommen;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

41,       73,       89,     137,     233,     281,     313,     409,     457,     621,     569,     601,     617,     761,     809, 
867,     937,     953, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  /?  =  8m  4- 1  bei  w  =  8 . 


58^ 


/ 
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n  =  64 

V.    j)  zum  Exponenten  16  gehörig. 
2  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

V,  1.     p  =  64m  4-  3  ,  —  5  ,  +  11  ,  —  13  ,  4-  19  ,  —  21 ,  -I-  27  ,  —  29  ; 

sowie  (Tj^  =  0,  tr^^  =  0,  während  die  w^^  =  8(0;*'* -|- w'*'^)  auf  die  zweigliedrigen 
Perioden  zweiter  Art  der  8ten  Einheitswurzelu  sich  redueiren;  daher  haben  die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

3,  11,  19,  43,  59,  67,  83,  107,  131,  139,  163,  179,  211,  227,  251,  283, 
307,  331,  347,  379,  419,  443,  467,  491,  499,  523,  547,  563,  571,  587,  619,  643, 
659,     683,     691,     739,     787,     811,     827,     859,     883,     907,     947,     971, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  ^  =  8m  4-  3  bei  n  =  8 . 


V,  2.     p  :=  64m  — 3,4-6,  — 11,  4-13,-19,4-21,-27,4-29; 
«7^  =  w'-  4-  w"""  -4-  w''  +  CO-"'-  +  w"'-  4-  w"*-  4-  oü"''  4-  u;""'*  4-  w""'  -4-  w'"-  +  w""  4-  w*' 

sowie  oTj^  =  0,  w^r  =  0,   w^r  =  0,  während  tr^^r  =  i6w^*''  auf  die  4ten  Einheits- 
wurzeln sich  reducirt;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  149,  157,  173,  181,  197,  229,  269,  277, 
293,  317,  349,  373,  389,  397,  421,  461,  609,  541,  557,  613,  653,  661,  677,  701, 
709,     733,     767,     773,     797,     821,     829,     877,     941,     997, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  4m-{-  i  bei  n  =  4 . 
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I.    2?  =  128m  4- 1 . 


?l 


128 


64  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


p 

257 
641 
769 


Uli 

-1-100 
-+-243 
-I-  89 


-4-  13 
4-122 
—204 


.64 


W"  +  1    =    0 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


w 

-  42 
-221 
-215 


—  62 
4-290 
-+-320 


Üti 

—  116 

—  105 
4-  96 


11 


98 
+248 
—125 


-f  59 
—134 
4-347 


—  72 

—  62 
-1-181 


P 

257 
641 
769 


-1-114 
—287 
-4-285 


—  52 
—275 
—299 


—  89 
4-232 
-4-141 


—  9 

—  84 
4-273 


—  50 

—  58 
5 


4-122 
4-  21 
—383 


4-  21 
—306 
—138 


4-  31 
-M55 
—319 


P 
257 

641 

769 


58 
—244 
4-135 


—  49 
—199 
—344 


4-  99 
4-  61 
—257 


-h  36 
-4-210 
—  154 


—  57 
4-145 
—200 


4-  26 
-1-268 
—  60 


—  84 
4-124 

—  18 


—  124 

—  67 
—313 


P 
257 

641 

769 


4-  25 

—  31 

—  17 


—  61 
4-177 

—  82 


-4-118 
4-168 
4-283 


-4-113 
-4-116 
4-  8 


W 

—  29 

—  42 
-f310 


—  104 

—  29 
93 


4-  79 
—310 
—  49 


—  18 

—  153 
4-216 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal  (in  21121  ter  Potenz  wirklich). 

Normen :       N{l  -4-  w  —  w^)  =  769 .  826753 . 
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n  =  128 

IL     2^  ^"^^  Exponenten  2  gehörig. 
32  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.    2^  =  128WI—  1; 

woraus  die  16  Perioden  tr^ ,  tr^  ....  ^.j^,^^^  von  selbst  sich  ergeben,  sowie  ihre 
fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  entsprechenden  Perioden  der 
64ten,  32ten,  löten,  8ten  Einbeitswurzeln,  tr^^,  tp^,. ,  w^^,  rr^^^  (^a^r  =  ^)»  ^^s  der 
Formel  w^w^.  =  w;^_,  4-  tr^^^i ; 

Gleichung  der  32  primitiven  Wurzeln: 

{[((o,-^  _  2)=^  -  2)'-'  -  2]^  -  2p  -  2  =  0     oder 
(tr^^  —  16tr^*  -+•  lOto^''  —  352tr'°  +  660tp'*  —  672tr''  +  336tr*  —  G4w*  4-2)^  —  2  =  0. 

Congruenzwurzelu  mod.  p*) 

f^  OCT  CT  tr  or  or  tu  tr  er 

^  W.J  Wj^  l*j  lA^  Wlg  W,jj  Wtjj  Wjj 

127  3         +18         —  4         —  46         4-03         —  21         4-44         —52 

383  9         —64         —86         4-164         4-20         —116         4-  8         —18 


r  «*'jy  «A-^g  W^^  **^^j  W.JJ  W,jy  «Ajg  *jj 

127         —  27         —   10         —  43         —  37         4-38         4-49         4-51  4-64 

383         4-102         4-  33         —176         —149         —105         —103         4-  H         —177 


/((Tj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.**) 


-127  1  -  tr,,  -  ar,^ 


—383  1  —  tr,^  4-  x„ 


*)     Die  Verfügung  über  or    ist  wie  bisher  gemacht. 

**)     Das  Zeichen  4-  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  dass  Nf(w  )  =  4-  j?  ,  das  Zeichen  — 
dass  NßjD^)  =  —  p  ist. 
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n  =  128 
11,  2.     p  =  12Sni  -h  63  ; 

woraus  die  16  Perioden  tü^,«^,  ....  °^39>°^ji  von  selbst  sich  ergeben,  sowie  ihre 
fiindamentalen  Relationen  (die  nichtprimitiven  w^^ ,  w^^. ,  w^^ ,  tr^g^  sind  dieselben 
wie  in  II,  l)  aus  ^^ru/^  =  —  wj^^i  -h  w^^^ ; 

Gleichung: 

(w"  +  1607^*  -I-  104ro"  +  35207^^  +  660gp®  4-  672ro®  +  336ro*  4-  6407^  +  2)'  —  2  =  0. 

Congruenzwurzeln  mod.  p, 
p  =  191  ♦) 


07, 

W. 

07, 

07- 

07^ 

37., 

w,. 

07   . 

07,, 

07,„ 

l 

3 

5 

r 

9 

11 

13 

15 

IT 

19 

35         +5         —12         —22         —51         +93         —56         —45         4-40         4-38 


^81  ^23  ^35  ^Jr  ^29  ^31 

—18         +32         —64         —59         4-60         —47 


Primfactoren  der  Primzahlen  p 
ideal  (ohne  Zweifel  wie  bei  p  =  i2Sni  4-  i ,    also  auf  ähnliche  Art  wie  bei  n  =  64), 

Normen  complexer  Zahlen  in  i.*) 

N(l  4-  w)  =  1087  .  4481  ,  ^(^13  +  ^33)  =  2  .  191 .  508033  , 

N{1  —  07^,  —  OT^g)  =  191  .  1828609  ,         -^"^("^lo  ""  ^15)  =  2  .  191 .  621697  , 
iV(l  4-  a7g  —  07^,)  =  257  .  888449  . 


II,  3.  p  =   128/?t  —  63  ; 
Wr   =  a;'^4-w-"''  =  0,    07j^  =  2w"' , 

wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen,  d.  h.  193,   449,   577,   nur  die  (idealen) 
Primfactoren  der  p  =  64//i  + 1  haben. 


*)     Die  einzige  Primzahl  p  im  ersten  Tausend,    die  nächste  ist  1087.    —    Verfügung  über 


07    wie  bisher. 


**)     Hier  sind  die  zweiten  grösseren  Zahlen  jedesmal  p  =  1287n  +  1  >  in  der  letzten  Norm 
sind  beide  dieser  Form. 
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n  =a28 

III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
16  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen. 

III,  1.     p  =  128m -4- 31,  — 33; 
(T^  =  u;'-  +  w"'-  H-  w-"''  -4-  üü-"'-  =  0  ,         (T,^  =  2(w"'  +  »"O  , 

wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen,  d.  h. 

31,     223,     479,     607,     863,     991, 

auch  hier  nur  die  (idealen)  Primfactoren  der  p  =  64m  +  31  haben. 


III,  2.     p  =  128m  —  31 ,  +  33  ; 
wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen^  d.  h. 

97,     353,     673,     929, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  32m  H-  i  haben. 


IV.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
8  achtgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  l.     p  =^  128m  4-  15  ,  —  17  ,  +  47  ,  —  49  ; 

wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen,  d.  h. 

47,     79,     239,     271,     367,     431,     463,     719,     761,     911 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  32  m  -i- 15  haben. 


465 


n  ==  128 
IV,  2.     ;?  =  128w— 15,  + 17,  — 47,  +  49; 

^r  =   ^jr   =  tü^r   =   0,  tTg^  =   8w*^ 

wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen,  d.  h. 

17,     113,     241,     337,     401,     433,     593,     881,     977, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  16/?H-  i  haben. 


V.    p  zum  Exponenten  16  gehörig. 
4  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen:* 

V,  1.     ^  =  128/ii  4-  7  ,  —  9  ,  +  23  ,  —  25  ,  +  39  ,  —  41  ,  4-  55  ,  —  57  ; 

Wj.  —  oTj,.  =  07^^  =  0,    iTg^  =  8(w*'"  +  oü*^'") ,    wesshalb   die  hierher  gehörigen  Prim- 
zahlen, d.  h. 

7,       23,       71,     103,     151,     167,     199,     263,     311,     359,     439,     487,     503,     599,     631,     647, 
727,     743,     823,     839,     887,     919,     967,     983, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =*  i6m-|-7  ha1)en. 


V,  2.     p  =  128m  —  7  ,  +  9  ,  —  23  ,  4-  25  ,  —  39  ,  -+-  41  ,  —  55  ,  4-  57  ; 

m^  =  (Tj^  =  w^r  =  oTg^  =  0,      Wjg^  =  I6uj^*'',   daher   haben   die   hierher  gehörigen 
Primzahlen,  d.  h. 

41,       73,       89,     137,     233,     281,     313,     409,     457,     521,     569,     601,     617, 
761,     809,     857,     937,     953, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  8m  4- 1 . 
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n  ==  128 

VI.    2^  2^"^  Exponenten  32  gehörig. 
2  zweiunddreissiggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VI,  1.     p  =  128WH-3,  — 6,  +  ll,  — 13,  +  19,  — 21,  +  27,  — 29, +  35,  — 37,  +  43, 

—  45  ,  -I-  51  ,  —  53  ,  +  59  ,  —  61  ; 

w^  =  Wj^  =  w^^  =  oTg^  =  0,        Wjg^  =  I6(w"'*  +  w*'*") ;  daher  haben  die  hierher  gi 
hörigen  Primzahlen: 

3,  11,  19,  43,  59,  67,  83,  107,  131,  139,  163,  179,  211,  227,  251,  28 
307,  331,  347,  379,  419,  443,  467,  491,  499,  523,  547,  563,  571,  587,  619,  64 
659,     683,     691,     739,     787,     811,     827,     859,     883,     907,     947,     971, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  8/n  -4-  3 . 


VI,  2.     ;>  =  128m  —  3  ,  +  5  ,  —  11  ,  4-  13  ,  —  19  ,  4-  21  ,  —  27  ,  +  29  ,  —  35  ,  +  37  ,  —  43  , 

+  45  ,  —  51  ,  -I-  53  ,  —  59  ,  -f-  61  ; 

^r  =  ^^r  =  ^^r  =  ^sr  ~  ^ler  =  ^>    ^^sjr  =  32cü"'" ;    daher   habcu    die   hierher  g« 
hörigen  Primzahlen,  d.  h. 

5,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  149,  157,  173,  181,  197,  229,  269,  27 
293,  317,  349,  373,  389,  421,  461,  509,  541,  557,  613,  653,  661,  677,  701,  70 
733,     757,     773,     797,     821,     829,     853,     877,     941,     997, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  |?  =  4w  + 1 . 


Fünfte  Abtheilung'. 


Einheitswurzeln ,    deren   Grad  n   eine   aus   verschiedenen  Primzahlen   zusammen- 
gesetzte durch  4  theilbare  Zahl  ist. 


Die  Bedeutung   von   w,   w,  r,   k   ist  dieselbe  wie  in  den  beiden  vorhergehenden 
Abtheilungen. 
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V. 


71 


12 


I.     p  ^  12W-I-1. 


4  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

wodurch  sich  unter  den  nichtprimitiven  Wurzeln  (d.  h.  den  3ten  und  4ten  Ein- 
heitswurzeln) die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen  (w''"  =  w''  -i-  w*''). 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


V 

(Mi 

0,* 

P 

w 

c..* 

P 

o; 

w* 

P 

Oi 

c«* 

13 

+  6 

+  2 

229 

+  18 

+  89 

421 

—159 

+  188 

709 

+  91 

—187 

37 

-*-14 

—  8 

241 

—  60 

—  4 

433 

—  64 

—  115 

733 

—240 

—  113 

61 

4-21 

+29 

277 

+  95 

—  35 

457 

—  127 

+  18 

757 

—  78 

+  165 

73 

+  3 

+24 

313 

—  29 

+  54 

541 

+268 

—216 

769 

+  81 

—  19 

97 

—  16 

—  6 

337 

—  72 

—117 

577 

—  81 

+  57 

829 

—  77 

+323 

109 

—  8 

+41 

349 

+  24 

—  160 

601 

+  5 

+120 

853 

+  98 

+235 

157 

+50 

—22 

373 

+  69 

—173 

613 

+142 

—  177 

877 

+240 

—391 

181 

+  7 

—26 

397 

—  157 

—  177 

661 

+246 

+309 

937 

+333 

+408 

193 

—63 

—49 

409 

+192 

—  49 

673 

+  16 

+  42 

997 

—  91 

+252 

*)     Die  Congruenzwurzeln  für  die  nichtprimitiven  cm  stehen  in  X  =  3  und  n  =  4. 

59* 


468 


n  —  12 

A^), 

Primfactoren  der  Primzahlen 

P*). 

p 

A^) 

P 

A^) 

f» 

/(«) 

13 

1 — 2dü  —  Oü 

313 

4+2w  -4-  w* 

613 

2 — 5w  — 4w 

37 

2+  w  -|-2w* 

337 

2+2w  +  w*— 3tt/* 

661 

4 —  f*i  — 2w*-\-  UD^ 

61 

l-+-3üü  4-2üy* 

349 

2— 4üü  —  a;*--2cw* 

673 

2-h2w  +3w*— 3w* 

73 

3—  w 

373 

H-5w  4-2w* 

709 

5H-2W  +  oy* 

97 

2+2w  —  DU* 

+C.* 

397 

lH-2w  +4üy*—  üü* 

733 

l+4w  — 2flü* 

109 

2H-2w  +3w* 

409 

lH-4£ü  —  üü* 

757 

14-3c(ü  +6c«;* 

157 

l+4w  H-2w* 

421 

2— 5£w  — 2£ü* 

769 

6—  et;  +4w*H-  w* 

181 

H-3w  —  w* 

-c-* 

433 

2+5w  +  w* 

829 

1— 6oy  — 4cü* 

193 

1— 3w  — 4c(ü* 

457 

3— 4w  — 3w* 

853 

24-3w  4-6c«;* 

229 

3— 3w  — 2w* 

541 

3-+-2W  +5w* 

877 

3— 3w  -|-4c(y*+2w* 

241 

4+  w* 

577 

H-2w  +4w*— 2w* 

937 

3— 6c(ü  — 2w* 

277 

2+4w  4-3w* 

601 

5 —  w 

997 

5 —  w  -j-3c(ü* — 4tü* 

IL     p  zum  Exponenten  2  gehörig 
2  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     ^  =r  12/»—  1  ; 

OT^  =  w'"  +  a;~'*,     also  die  zwei  primitiven  Perioden 


ocr=w  —  w     =   —  w; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

txr-'  —  3  =  0 , 
(nichtprimitive  Perioden  gibt  es  nicht,  or^  =  i  =  —  tr^ ,        tü^  =  o). 


*)  Die  y^[c«/)  sind  so  bestinuut,  ^asb  f((u)  .  f({f}~^)  =  6  =t  c  j/3  in  den  Minimalzahlen  am 
gedrückt  ist,  zugleich  wu  möglich  so,  dass  nur  die  primitiven  Wurzeln  in  J(t*i)  eingehen ;  beides  lä« 
sich  nicht  immer  vereinigen ,  wesshalb  noch  für  diejenigen  Primzahlen,  deren  ßjtti)  in  der  Tafel  vie 
gliedrige  Ausdrücke  haben,   die  tlreigliedrigen  beigefugt  werden  (was  nur  bei  p  =  997  sich  nicht  fand 

P  A^) 

97  2—  W-I-3&Ü* 

181  2— 4j«—   £w* 

337  4H-3u;+  cü* 


p 

A^) 

/^ 

A^) 

P 

A^) 

349 

54-  w— 2w* 

661 

6-+-5a;— 4x* 

769 

5 —  (M) — 4oü* 

397 

3-I-2U;— 4(«* 

673 

6— 3w4-  :«* 

877 

64-2«—  üü* 

577 

8+3w— 6w* 
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p 

w 
1   • 

P 

«^1 

11 

5 

131 

38 

23 

7 

167 

62 

47 

12 

179 

19 

59 

11 

191 

24 

71 

28 

227 

50 

83 

13 

239 

106 

107 

18 

251 

76 

n  =  12 
Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

w 
1 

263 

23 

311 

25 

347 

95 

359 

163 

383 

159 

419 

29 

431 

36 

P 

w 
1 

443 

171 

467 

166 

479 

31 

491 

113 

503 

232 

563 

121 

587 

42 

P 

w 
1 

599 

188 

647 

122 

659 

176 

683 

37 

719 

315 

743 

139 

827 

262 

P 

"^i 

839 

41 

863 

406 

887 

186 

911 

318 

947 

368 

971 

54 

983 

104 

A^i)^ 

Primfactoren  der  Primzahlen 

i>.    NA^,)  - 

=  -p. 

P 

A^y) 

P 

A^^) 

.    P 

/K) 

P 

/K) 

11 

14-2oTj 

227 

4+  9cPj 

467 

ll-+-14tÄTj 

719 

7— 16tr^ 

23 

2+307^ 

239 

2-h  9trj 

479 

14+15trj 

743 

5+16tr^ 

47 

1— 4tr^ 

251 

7— lOotTj 

491 

4-|-l3Dcr^ 

827 

16— 19a7j 

59 

4-+-5ocT^ 

263 

lO+llw^ 

503 

2-+-13aT^ 

839 

19+20oP^ 

71 

2+5tr^ 

311 

ll-+-12a7^          1          563 

5— UtTj 

863 

2+17trj 

83 

5-|-6aTj 

347 

4-ll3r,                    587 

1  — 14Wj 

887 

14+1907^ 

107 

1  — 6trj 

359 

2+ll(rj 

599 

13— leoTj 

911 

17+20tr^ 

131 

4— 7aTj 

383 

7-+-12w^ 

647 

11  — 1607^ 

947 

5+18or^ 

167 

5— 8aT^ 

419 

13-+-14trj 

659 

4— 15trj 

971 

1— IStTj 

179 

8+9ocTj 

431 

1— 12a7j 

683 

174-18tr^ 

983 

10—1907^ 

191 

1— 8w^ 

443 

8— 1307^ 

II,  2.      2>  =    12m +  5,  w^  =  »'•  +  £«*'■  =  w*'*, 

d.  h.   hier   reduciren    sich   die  primitiven  Perioden  auf  die  4ten  Einheitswurzeln; 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5.  17,  29,  41,  53,  89,  101,  113,  137,  149,  173,  197,  233,  257,  269,  281, 
293,  317,  353,  389,  401,  449,  461,  509,  521,  557,  569,  593,  617,  641,  653,  677, 
701,     761,     773,     797,     809,     821,     857,     881,     929,     941,     953,     977, 

keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  4m  +  i  in  n  =  4 ,  welche  auch  hier  Prim« 
zahlen  sind. 


•)     Hier   ist  er     >  0  und  <^  j^p   gewählt  und  aus  der  Congruenz  trj  ^  3  (mod.  p)  bestimmt. 
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n  ==  12 

II,  3.     |>  =  12m  — 5;     w^  =  w''4-w~*''  =  0, 

während  die  w^^  =  2w^^  auf  die  3teu  (oder  6ten)  Einheitswurzeln  sich  reducii 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

7,  19,  31,  43,  67,  79,  103,  127,  139,  151,  163,  199,  211,  223,  2^1, 
307,  331,  367,  379,  439,  463,  487,  499,  523,  547,  571,  607,  619,  631,  643, 
727,     739,     751,     787,     811,     823,     859,     883,     907,     919,     967,     991 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  j>  »  3m  +  l  in  X  =  3 . 
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n 


20 


I.     |)  r=  20m  -+- 1 . 


8  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

oü'  —  w*  -4-  w*  —  w'  -4-  1  =  0  , 

wodurch  sich  von  den  nichtprimitiven  (d.h.  den  5ten  und  4  ten  Einheitswurzeln) 
die  letzteren  mittelst  der  primitiven  ausdrücken  lassen 

(t(Ü*     C=r     oy   -4-   {j;*   -4-  tt;^  oy')  , 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

U} 

w* 

u>' 

m' 

41 

—  5 

—  2 

—  20 

—  8 

61 

-4-  24 

—  23 

-4-  8 

—  28 

101 

4-  32 

-4-  44 

-4-  39 

-4-  41 

181 

—  22 

-4-  31 

+  35 

—  74 

241 

—  6 

4-  25 

+106 

—  40 

281 

—  68 

-4-  7 

-4-  40 

4-  62 

401 

—  56 

-4-  22 

-4-164 

—179 

421 

—  13 

—  92 

—151 

-f-162 

461 

+  75 

-4-  60 

—146 

—209 

521 

—  199 

-4-  47 

-4-133 

-4-144 

P 

OD 

w' 

Oü* 

w' 

541 

—  46 

-4-  44 

-4-209 

+247 

601 

-4-185 

-4-  90 

-^207 

—  13 

641 

13 

—274 

-4-255 

+148 

661 

-4-270 

—258 

—310 

—  71 

701 

-4-310 

—  98 

-4-  93 

+251 

761 

-4-  41 

—330 

-4-113 

—297 

821 

—267 

—  99 

—340 

+123 

881 

-4-324 

-4-338 

—159 

+242 

941 

-4-450 

-4-442 

—  66 

+  23 

P 

/(c«) 

P 

41 

1+w  +w* 

421 

61 

l+w'+w* 

461 

101 

2+w^— w* 

521 

181 

1 — w' — w* — to^+w' 

541 

241 

1 — (Ü* — w*+w' 

601 

281 

1  —  U)   — w'  —  w* 

641 

401 

2— w'+w* 

/(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

2— cü  +w*— w* 
2+w'+w*+w* 
1-4-w'— oü*— w*+w* 
2— w  +w^ 
1+w'— w*— w'+w* 
2— w'— w*— w^+w* 


a  p. 

•*) 

P 

/(^) 

661 

2 — üu   —  w* — oü' 

701 

2 — w  —  w' — w* 

761 

2— Oü  +  w* 

821 

l+Cü'—  w*+w*  — w* 

881 

l—tü*— 2w'— w* 

941 

1— Oü  +  w'+a;'+2oy^ 

— 2w' 


^     Wegen  der  nichtprimitiven  ist  X  =  5  und  n  s=  4  zu  Tergleichen. 
^    Das  nach  Obigem  eliminirbare  u^  ist  hin  und  wieder  zur  Abkürzung  gebraucht. 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
4  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  1.     j[>  =  20m  —  1 ,        x^  =  cü''  -+-  M~^  =  w'' 
also  die  4  primitiven  Perioden: 


,,lO-r 


1  9 


tTj    =    tw'  —  W^    = 


—  W     l 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr*  —  öw'  +  5  =  0  ; 


mit  den  in  der  Formel  ar^wj^  =  ^u-^  +  ^k-\-i  begriffenen  fundamentalen  Relation^ 
zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  Perioden  tr^^  der  5ten  (od— 
loten)  Einheitswurzeln  (während  tr^^  =  o  ist;  die  tr^^  sind  die  Entgegengesetzte 
von  tr^^,  nämlich  (tr^  =  —w^^       ^6  ~  — «"4)- 

Congruenzwurzeln  mod.  j:>*). 


;>      cTj 

^» 

P 

^1 

tr 

3 

P 

tr 

tr 

3 

P 

1 

«r 

19       8 

—   6 

239 

58 

—   86 

479 

173 

4-166 

719 

78 

—2 

59     21 

—  6 

359 

99 

—   16 

499 

35 

—  144 

739 

11 

—  1 

79     36 

4-17 

379 

172 

—  143 

599 

35 

4-241 

839 

84 

4-1 

139     30 

-56 

419 

182 

—  131 

619 

300 

4-177 

859 

218 

4- 

179     16 

—  69 

439 

126 

-      86 

659 

39 

—  108 

919 

167 

4-a 

199       8 

4-90 

/(^i) 

rriuita 

Ctoren  d 

ler  rnmzaüien  p\     i 

V/(aT,)  = 

-?• 

p 

/(tr,) 

P 

/K) 

P 

/(tr,) 

19 

34-2trj 

359 

24-  tiTj— 3oPj4-2tr^ 

619 

5— 2trj4-4ar^ 

59 

4— 3tr^ 

379 

74-  tr,—  tr,4-3tr^ 

659 

11— 6ar, 

79 

6— 5trj 

419 

44-307^4-  oPj 

719 

84-3trj4-2tJp^ 

139 

34-2a7j— tr^ 

439 

5—  trj4-  trj4-3tr^ 

739 

4— 6x  —  w  —  tr 

~                      •                      ^ 

179 

1— 2a[Tj— 2cr^ 

479 

24-3t«7,  — 3cr,4-2tr^ 

19                  4 

839 

54-4op^ —  w^ 

199 

54-3tr, —  of^,4- 
1           s 

"'« 

499 

44-4tr,4-  o^'j 

859 

5ocrj4-2aT^4-2aT^ 

239 

2—    OP  —    (Tj  — 

2^4 

599 

7-5tr3 

919 

5— 4aTj4-2t3ff^ 

•)     Hier  ist  or^  >  0  und  <  ^p  aus  trj  ^  2  —  tsr^  (mod.  p). 
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n  =  20 
II,  2.     j9  =  20ni  +  9  ;      tr^  =  ot'"  +  w'*'  r=  w»*  +  w^<>-'- , 

also  die  4  primitiven  Perioden: 


OtTj    =    W  -t-  W       t=    —  tTjj  ,  tFj    =    t«     -t-  W       =    —  tTjj  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


op*  4-  3r-  -4-1=0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  or^^,  (oder  ar^,.  wie  in  II,  l)  und  den  w^^  =  2a;*'^  (den  4ten  Ein- 
heitswurzeln) : 


w     = 

1 


=  —  2  —  tr. 


P 

29 

89 

109 

149 

229 


1 
—  2 

—39 

4-  3 
4-28 
—35 


3 
—  U 


16 
4-36 
—  16 

4-72 


P 
269 
349 
389 
409 


or  tr     =  —  1  1  tr  tr     ^  2m    —  tr    2 

(allgemein  oTjOf^  =  —  trjt_j  4-  ^k+i)  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

I        P 


tr 


1 
96 


tr. 


(T. 


tr. 


4-  14 
96  —  40 
—  140  —  25 
4-  42     4-185 


f 


1  "1 

449     —170  —103 

509     4-227  —   74 

569     4-  37  4-123 

709     —   13  —109 


IT  tr     =  —  2aT 

15  4 


P 

769 
809 
829 
929 


tr 
1 

193 
—350 
4-158 
4-430 


4-255 
4-141 
4-404 
—  175 


yitTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(^,) 

P 

/K) 

29 

24-  Wj 

349 

2— 3a7j-i-2tr^ 

89 

2— 2trj-f-  tr^ 

389 

34-2trj4-  tr,4-2tr^ 

109 

3—    tTj 

409 

3—  tTj— 2trj 

149 

14-  w,4-3tr^ 

449 

54-  07^4-  tr^ 

229 

2  — 2t«7j—    tTj 

509 

64-2tr^—  trj4-4tr^ 

269 

2— 4Xj4-3tr,4-w^ 

569 

2  — 3tIT^ —    ^3*^    ^4 

P 

A^,) 

709 

^i+3tr3-2tr^ 

769 

44-3tr, 

809 

2tr^4-  ocj-f-^or^ 

829 

3— 5tr^4-4trj 

929 

3— 5trj4-4trj4-2tr^ 

•)     Hier    ist   tr     völlig   bestimmt    durch   die   lineare   Congruenz     tr  üu*  ^  —  w    (mod.  r>), 
sowie  alä  die  gemeins(>haftlichc  Wurzel  der  beiden  quadratischen  Congruonzen: 

rj  ^  —  1  4-  tr       und     tr^  —  w^  ^  — w*  ,         ^i^^  ^  —  ^     (mod.  p), 

60 


07. 
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n  =  20 
II,  3.     jo  =  20m—  9;     OT^  =  oü''-4-w""'  =  0,         ^^r  =  Sw**^    (tr^^  =  2w'') » 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  Perioden,  während  die  nichtprimitiven  auf 
die  5ten  (oder  lOten)  Einheitswurzeln  sich  reduciren;  daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen: 

11,       31,       71,     131,     151,     191,     211,     251,     271,     311,     331,     431,     491,     571,     631,     691, 
751,     811,     911,     971,     991, 

keine  anderen  Primfactoren  als  die  jo  =  5/h  -t- 1  in  X  =  5 ,  welche  auch  in  Be- 
ziehung auf  20  te  Einheitswurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


III.     j)  zum  Exponenten  4  gehörig, 
2  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

in,  l.     p  =  20/7*4-3,4-7;         w^  =  w'' +  u;'''    '    -''' 

also  die  2  primitiven  Perioden 

(F^   =  o;  4- oü' +  w' -4- w^   =   — ^11» 

Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  4-  5  =  0  ; 

auch  ist      w^^  =  —  1  ,       w^r  =  ö  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


.Jr 


M 


p 

^1 

P 

w 
1 

P        Wj 

P 

"^1 

P 

TT 
1 

P 

^1 

3 

1 

107 

40 

307   84 

503 

178 

647 

44 

863 

274 

7 

3 

127 

54 

347   79 

523 

97 

683 

307 

883 

384 

23 

8 

163 

22 

367   27 

547 

33 

727 

214 

887 

193 

43 

9 

167 

50 

383   83 

563 

75 

743 

348 

907 

334 

47 

18 

223 

21 

443  138 

587 

157 

787 

119 

947 

330 

67 

14 

227 

26 

463  213 

607 

128 

823 

337 

967 

295 

83 

24 

263 

28 

467  205 

643 

150 

827 

219 

983 

133 

103 

43 

283 

109 

• 

487  143 

•) 

Hier  ist 

»i  >o 

und  <i^p  gewäl 

ilt. 

w 


9r 


+  U) 


-1r 


—  W 


ir 
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n  =  20 
III,  2.     j[>  =  20w  —3,-7;     tr^  =  cw''  4- 1«"''" 

d.  h.  hier  reducireii   sich   die   primitiven   Perioden  auf  die  4teu  Einheitswurzeln, 
und  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,  17,  37,  53,  73,  97,  113,  137,  157,  173,  193,  197,  233,  257,  277,  313, 
317,  337,  353,  373,  397,  433,  457,  557,  577,  593,  613,  617,  653,  673,  677,  733, 
757,     773,     797,     853,     857,     877,     937,     953,     977,     997, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  /?  =  4/?i  +  i  in  n  =  4 . 


n=  24 


1.     p  =  24m  4-  1. 


4  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w*  —  w*  4-  1  =  0, 

wodurch   unter  den   nichtprimitiven,   d.  h.  den    12ten  und  8ten  Einheitswurzeln, 
die  letzteren  eliminirt  werden  können.*) 

Congruenzwurzeln  mod.  p**) 


p 

(JÜ 

w" 

w' 

Oü** 

73 

—  21 

4-  30 

4-  17 

4-  7 

97 

-4-  9 

24 

—  4 

4-  43 

193 

—  55 

—  12 

—  16 

—  7 

241 

+  120 

—  113 

4-  32 

4-  2 

313 

4-  43 

145 

4-136 

4-131 

337 

—  165 

—  54 

—  156 

4-  96" 

409 

—  117 

—  183 

4-  38 

4-  7 

P 

ÜÜ 

Oü' 

üj' 

w" 

433 

—  133 

—  54 

—  8 

4-140 

457 

—  70 

4-217 

—  139 

4-111 

577 

—216 

—  64 

—  9 

—  195 

601 

—273 

—214 

-hl32 

—306 

673 

-4-  4 

—  322 

4-232 

4-168 

769 

4-  9 

—  164 

—211 

-171 

937 

—  163 

—  177 

4-  90 

4-  23 

•)     Es  ist  nämlich  w'  =  w^ — w^*  ,   to'  =  — w-hw*  (ebenso  ou*  =  üd*+üj^^  ,  vgl.  n  =  12). 
•^     Die  CongruenzYTurzeln  für  die  nichtprimitiven  Wurzeln  stehen  in  den  Tafeln  für  X  =  3, 

n  =  12,    n  =  4,    n  =  8. 
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n  —  24 

Congruenzwurzeln  m 

od.  p,*) 

P         o^i 

^5 

P 

1                     5 

P 

*1                     5 

P 

«^1 

^s 

23—3 

—  8 

263 

+     5     —105 

503 

—  69     —226 

839 

—230 

—259 

47     +22 

+15 

311 

—  75     —141 

599 

+113     —  53 

863 

—270 

+342 

71     +32 

+20 

359 

+122     +103 

647 

+273     +237 

887 

+260 

+  58 

167     —   8 

—21 

383 

—  147     +  99 

719 

+143     —181 

911 

—169 

—345 

191     +44 

-13 

431 

+  30     —158 

743 

—290     +,351 

983 

+  33 

—417 

239     —81 

+59 

479 

+118     —  69 

s 

/(txTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p;     Nß^w^)  =  — 1>.**) 


P  A^,) 

23  1+  tXTj+  oTj 

47  3+  txTj-  tXTj 

71  4— 2a7j+3Wj 

167  3+3aTj—  w^ 

191  2+  w^-i-2w^ 

239  2+2tr^— 3aTj 

263  3— 2a7j— 2a7j 

311  4+  tr.,— 207^ 


p  A^^) 

359     2—  or,+2tr,— 2a7^ 


383 
431 
479 


1+  07^+  oPj — 4a7j 

5— 4cr,+2a7^ 
1  « 

.  4aT  — 2tr  —  w 
503     7— 3trj+2(rj+3trj 
599     5— 3aTj+5oPj 
647     7— öcr,+3ar^ 

1  9 


p 

/K) 

719 

6  — ÖtTj  +  SoTj 

743 

^  4+3a7j— 6a7j 

839 

3+2aT^— 3arj+  w^ 

863 

2— 3aT^— 2tr^ 

887 

5— 2(rj— 2tr^ 

911 

1— 8aTj—  trj+3trj 

983 

5+3a7j —  tr^ 

II,   2,     p  ^  24m +11;       tr^  =  oy'^  +  oi;^^''  =  ct'"  +  oü 


13-r 


woraus  die  4  primitiven 
Wurzeln  der  Gleichung: 


1  13  '  5  IT  ' 


tjo*  +  407*  + 1  =  av, 


von  selbst  sich  ergeben,  sowie  ihre  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und 
zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  Perioden  w^^  der  12ten  (wie  II,  l)  und  den 
Perioden  zweiter  Art  der  8ten  Wurzeln  tr^^,  aus  der  Formel  tr^tr^t  =  —  tr^^^j  +  wj^^j, 

K,    =    1  ,  07^.    =   0). 


*)     Hier  ist  tr    völlig  bestimmt  durch  tr  or    ^  1  +  07    (mod.  p),  sowie  als  gemeinschaftliche 
Wurzel  der  Congruenz :  or*  ^  2  +  07   ,  und  des  Congruenzensystems :  tr   —  07    ^  tr   ,     tr  tr    ^  1 

♦♦)    ^o'j)  ./(a7j)  =  t  ±  c  .  2J/6  gibt  für  b  und  c  die  Minimalzahlen.  ^™®^  -P^* 
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n  =  24 


II,  3.     I?  =  24;n—  11  ;      or^  =  w^  + 


w 


-llr   _ 


=  0,     m  ,   =  2u;'S 


ar 


d.  h.   hier  reduciren  sich  die  nicht  verschwindenden  Perioden  auf  die  12ten  Ein- 
heitswiirzeln,  und  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,       37,       61,     109,     157,     181,     229,     277,     349,     373,     397, 
421,     541,     613,     661,     709,     733,     757,     829,     853,     877,     997, 

keine  anderen  Primfactoren,  als  die  p  =  I2m4-l  in  n  =  12,  die  auch  hier  Prim- 
zahlen sind. 


II,  4,    p  =  24m  4-  7  ;         tr^  =  w"  4-  o;''"  =  w'"  -4-  w*"^'' , 
woraus  die  4  primitiven       w^  =  —  tr^^,        w^  =  ~"^it» 

Wurzeln  der  Gleichung: 

tr*  +  207*  +  4  =  0  , 

unmittelbar  sich  ergeben,  mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu 
den  nicht  primitiven,  d.  h.  den  Perioden  erster  Art  der  8ten  Wurzeln  w^r  und 
den  dritten  Wurzeln  tr^^  =  2w®''  (während,  w,^  =  ^^^  =  0) : 


=   2tt;\ 

=  —  2  ;             tü^Wj  =  2w*(-=   —  2aü")  ; 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

^i^'s 

=  2tr^  . 

p 

^1 

^5 

P 

P                Wj               Wj 

P 

tr 
1 

^Ä 

7 

4-  2 

—    1 

199 

4-69     4-49 

463     —164     4-  96 

761 

-r  12 

—125 

31 

—  9 

4-14 

223 

—  69     —  84 

487     —225     4-171 

823 

—  36 

— 32(i 

79 

4-30 

4-21 

271 

4-22     —  74 

607     4-265     4-  71 

919 

4-192 

4-  ^7 

103 

4-35 

—  3 

367 

4-49     —  30 

631     —281     4-256 

967 

—477 

4-44  Ä 

127 

—61 

4-50 

439 

—  79     ^100 

727     —317     —344 

991 

4-108 

— 3]L 

151 

4-  8 

—38 

. 

*)  Hier  ist  w^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  or*  ^  2oü*  (mod.  p)  und  des  Coi 
gruenzensystems  tr^  —  w  ^  w  ,  w  tr  ^  —  2  (mod.  p) ,  aber  auch  völlig  bestimmt  durch  eir 
der  linearen  Congruenzen:    w.w.  ^  —  2oü^*^  ,  ^  —         *      i     -v 


tr^öü 


tr    (mod.  p). 
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n  =  24 
/(opj,  Primfactoren  der  Primzahlen  jp.*) 


p 

/K) 

7 

1-h    Wj 

31 
79 

14-  Wj— 2a;* 

103 

34-  «Tj 

127 

3—  trj4-4iu" 

151 

2       tr^       tr^       o.-'»           ; 

199 

1—207^—  tr^  — 2a;" 

223  1— 2arj—  w^ 

271  5-4-207^—307 

367  1—  xr^—^J 

439  5-f-  0Tj.4-2a;' 

463  3-4-207^—  OT,— 2a;" 

487  3— 3oPj.  — 2a; 

607  2— 3a'.—   tu 


\6 


P 

631 
727 
751 
823 
919 
967 
991 


A^,) 


307, 


07 


—  2aj 


3—    07^  —  207 

34-207^4-  07 
74-4Xj— 3o7 
5—  07^4-2«' 
34-  DP,— 207^— 4w 


—    (JÜ 


16 
16 


IG 


16 


54-  «7, 


w 


l 


II,  b,     p  =  24/n  —  7  ;         07^  =  o;'*  4-  Jü 


-7r 


=   -a;'r 


d.  h.    hier   reduciren   sich   die   primitiven  Perioden   auf  die  8ten  Einheits wurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

17,       41,       89,     113,     137,     233,     257,     281,     353,     401,     449,     521, 
569,     593,     617,     641,     761,     809,     857,     881,     929,     953,     977, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  j;  =  8w  4- 1  in  n  =  8 . 


U,  6.     ;>  =  24m  4-  5  ;         w^  =  m''  -\-  w*'   =  w"  4-  w'"-^*  , 
womit  die  4  primitiven  w^  =  —  tr^^,    Wj  =  —  tr^^ , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  4-  9  ==  0  , 

gegeben  sind;    mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nicht- 
primitiven, d.  h.  den  4ten  Wurzeln  a?^^  =  uj^''  (und  tr^^  =  2a;®'',    während 


07 


J  =  3a;%         tr^07y  =  -  3  ; 


07jtrj    =    07 


7  • 


*)     Statt  07      ist  hier  2a;  '*  gesetzt,  um  den  CoefAcienten  -^  bei  den  Perioden  zu  vermeiden. 

Gl 
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n  =  24 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


V 

w 
1 

«^T 

P 

^1 

°^7 

P 

w 
1 

T 

P 

«^1 

«^r 

5 

1 

-f-  2 

197 

67 

-+-  47 

461 

12 

-+-115 

701 

224 

+  97 

29 

14 

-t-  6 

269 

125 

—  28 

509 

219 

+251 

773 

303 

—  199 

53 

14 

—  4 

293 

53 

+   11 

557 

260 

—  45 

797 

295 

+335 

101 

38 

—  24 

317 

5 

—  64 

653 

143 

+242 

821 

103 

—     8 

149 

49 

—70 

389 

68 

+  40 

677 

269 

—224 

941 

237 

—405 

173 

76 

+25 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben    die    Form  /(w  jw^)  =  <J)(aTj)  + uj*'.<J)^(arj),     wo    w*»    einen    der    4ten  Werthe 
d:  w ,  ±M^  hat  und  N(p(w^)  =  2p ,       N<\)^{w^)  =  bp  ist ;  iV^/(w ,  Wj)  =  —  w\*p , 


p 

/{üü  ,  OT^) 

5 

(1-    otJ 

l  +  ««^ 

(1+    tFj-    tr,) 

29 

(2—     TTj—     tüjl 

^  +  c«^ 

.(l+2ar^) 

53 

(3  —  2w^  —    Wj] 

1  +  w^ 

.(1+      07^+      07^  —  207^) 

101 

(l  +  2a7j—    tr; 

1  — w 

.  (4  —      07^  +      07^  —     W^) 

149 

(2  —  2trj  +  3aTj  +    w^ 

)  +  ot; 

.  (5  —      T3(7j  —      W^) 

173 

(4  +     OTj  —     07^; 

>  +  «« 

.(1—    tiT^  +  3tr^) 

197 

(2  +  2w^  —    OTj  +    w^; 

l-u,^ 

.  (5  —  3ti7j  —    tr^) 

269 

(2—    tFj  +  Str^; 

►       a,^ 

(5  +  3ti7j+    Wj) 

293 

(4  +  2trj  +  3^3  +    w^; 

1  — w 

.  (5  +  2a7j  —  2ory) 

317 

(5-    trj 

1  +  C<ü   . 

(4  +  207^  +    w,  +  2a7y) 

389 

(4  +  3aTj+    tTy) 

l-a,^ 

(5+    07^  +  30?^) 

461 

(5  —  2(iTj  —  21^2  +    Wj] 

l  +  w^ 

(         4Wj  —    w^) 

509 

(4  —    Wj  +    Wj  —  207^] 

l  +  w^ 

,  (7  +  2tr^) 

557 

(4  +    tü^  +  3aTj  —  2a7y 

1  + w  . 

.  (1—    tr^  +    trj+4a7y) 

653 

(6  +    Wj  +    Wj] 

1  —  w  . 

(4  —  2orj  +  2arjj  —  3tr^) 

677 

(5  —  3aT^) 

^  +  w^ 

(7+    trj  +  2tr,+    tr^) 

701 

(4  —    °^i  ■"  ö^j  +  ^tr^i 

1—  wV 

.  (1  —  4trj  +  207^) 

773 

(2  +  3trj  +  3oryl 

1  — w  . 

(5  +  2a7j  +  207^  —  4a7y) 

797 

(3tFj  +    iPj  —  2(r^' 

1  —  U)   . 

(8—  207^+      (T,) 

821 

(2  +  3(rj  +    tüj  +  2a7y) 

>  —  w  . 

(8+      OTy) 

941 

(1  —  2a7j  +  2tiTj  +  3tr^) 

>  + to  . 

(8  +    oTj  —  3trj  —    tTy) 

•)     Hier  ist  07^  diejenige  Wurzel  der  Congruenz  tr'  ^  3w*  (mod.  p),  welche  >  0  ,  <  ^  «  ist 
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«  =  24 
II,  7,     p  =  24in  — 5;  Wr  =  w'^-hw"*''  ==  w'"— w*"^'', 

womit  die  4  primitiven  «r^  =  —  tTy ,        w^  =  —  w^^ , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  20?'  4-4  =  0, 

gegeben  sind,  mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nicht- 
primitiven, d.  h.  den  3ten  Wurzeln  Wg^  =  2to*''  und  den  Perioden  zweiter  Art 
der  8ten  Wurzeln  w^^  (wie  in  II,  2),  (während  w^^  =  o): 


—  20;", 

07 
1 

w    ' —  2  :             tr 

m      =    — 

-  2w"(=  2w*)  ; 

^l"^8    ~   ^"^3  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

P                    ^y 

5 

P 

(T                  W 
1                    i 

P 

w            w 

1                    5 

P          ^i           Wj 

19+4 

—  9 

283 

—  55     +  72 

547 

—  132     +  58 

787     +  84     —356 

43     +17 

—  10 

307 

—     6     +102 

571 

—271     —118 

811     +220     —376 

67+3 

+23 

331 

+     8+83 

619 

+178     —163 

869     +  54     +350 

139     —65 

—  15 

379 

+  56     +176 

643 

—   17     +189 

883     —  68     —  26 

163     —84 

—66 

499 

+101     +168 

691 

+342     —198 

907     —394     —221 

211     +36 

—82 

523 

+245     —222 

739 

—  130     +216 

/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  |?.**) 


P 

A^,)  ^ 

^' 

A^,)           ^ 

P 

A^,) 

19 

1+    tFj-    W' 

331 

3+2aTj—  tr  — 2üü' 
1—  Wj— 4a;^*^ 

691 

1— 3(iTj— 4aTj— 

43 

1— 2aTj+  Wj 

379 

739 

3— 4aTj+  w 
3—  aTj+6t(ü* 

67 

3—  Wj 

499 

4+3aTj —  w  —  w' 

1—    OTj^- 4w" 

1—    ODTj  — 3(IT  —    w" 

l+3Wj— 2w* 

787 

139 
163 
211 

1—    OTj- 20Drj—    W^^ 

1—    W^+20Drj— 2oü' 

3—  Wj+2aTj—  w^* 

523 
647 
571 

811 
859 
883 

5— 20Drj+    ODTj 
3— 3Wj— 20Dr 

3— 3Wj— 2w" 

283 
307 

1+  aT^+2(iTj+2üü** 
l+3arj 

619 
643 

3— 2aTj+  Wj— 2cü" 
1—  aT^+2trj— 5üü^* 

907 

3— 3(iTj+3Wj— 

CIÜ 


16 


U) 


16 


•)  Hier  ist  w^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  orj  ^  —  2oü*,  und  des  Con- 
gruenzensystems  w^  —  w^  ^  —  odTj  ,  w^w^  ^  2  (mod.  J9),  aber  auch  linear  völlig  bestimmt  durch 
tu  w  ^  w    (mod.  r>). 

•*)     Hier  ist,    zur  Vermeidung  des  Coeffidenten  -^  für  die  tr,  2w     und  2a;      für  m    und  w 
gesetzt.     Auch  hier  geben  die  ß,^.)  die  Minimalzahlen  der  quadratischen  Form  b*  —  6c'. 

Anmerkung  zu  n  =  24.     Zwar  kommen   hier,    mit  dem  Exponenten  4,  viergliedrige 
Perioden  gar  nicht  vor,  jedoch  sind  folgende  Relationen  von  je  4  Wurzeln  von  Bedeutung : 

üü  +  w*  —  w^  —  cü"  =  j/6  ,  to  —  w*  +  cü^  —  oü"  =  j/2  , 

oü  +  Oü*  +  w^  +  w"  =  J/He  ,         —  w  +  w*  +  üü'  —  w"   =  J/Z2  , 
wovon  die  mit  )/db2  &uf  (l^n  Relationen  zwischen  den  8ten  und  24ten  Einheitswurzeln  beruhen,  die 
mit  j/ic  aber  den  letzteren  eigenthümlich  sind. 


61 
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n 


28 


l,    p  =  28/n+  1. 

12  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w^*  —  t«^°  4-  üü"  —  i«*  +  w*  —  u;*  4-  1    =  0  , 

mittelst  welcher  sich  von  den  nichtprimitiven  (d.  h.  den  7ten  und  4ten)  die  letz- 
teren eliminireu  lassen,  indem 


w"'  =   o;'-  -  Oü"*  +  Oü*"  4-  jü^"  -  w^^"  4-  w"'" 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


P 

29 
113 
197 
281 
337 
421 
449 
617 
673 
701 
757 
953 


4-  10 
4-  56 
—  87 
4-  10 
4-150 
—198 
4-193 
—305 
4-276 
—338 
4-114 
—282 


w 
+  14 
4-  14 
4-  68 

—  124 

—  55 
4-  6 
4-118 
4-120 
4-  56 

113 
95 
4-228 


ÜÜ 

4-  8 

—  53 

—  69 

—  36 

—  36 

—  115 
4-121 
4-236 
—291 

—  44 

—  47 

—  306 


—  11 

4-  32 
4-  20 

—  39 
4-103 
—205 
4-141 
—217 

—  37 
4-239 

—  306 
—109 


.11 


2 

-4-  8 
H-  84 
4-  34 

—  49 
4-  70 
4-156 

—  36 
4-  12 
—335 
—255 
4-372 


—  3 
-t-  2 
4-  77 
4-  28 
4-164 
4-202 

—  114 
4-176 
4-178 
4-  56 
4-166 

—  98 


p 

/(«) 

29 

14-w  4-oü* 

113 

l_^*__^ii 

197 

14-w'-füü* 

281 

1  —  UJ  — w*  - 

-«," 

/((w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P  /(w)  p 

337  1— ö;'4-w*— w'^-hw^®  673 

421  14-w*— w*-f-w^  701 

449  1— w*— w*— tt.*  767 

617  14-w'4-w'— &Ü*— w"  953 


14-to' — oy* — to* 
2— cw  4-6y* 

l—w«— eü'4-ot;^*^ 
1— cw'— w*4-2w' 


M 


10 


-fitf 


13 


•)     Die    Congruenzwurzeln    für    die    nichtprimitiven    Wurzeln    stehen    in    den      Tafeln    für 
X  =  7  und  n  =  4. 
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n  =  28 

IL     p  zum  Exponenten  2  gehörig. 


6  zweig 


igliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen 


II,  1.    jt?  =  28??e  —  1  ; 


14-r 


07^    =    üu'"  4-  W     *"    =    W''  —  'Ji  *" , 


womit  die  6  primitiven 

Wurzeln  der  Gleichung: 


1  13  »  3 


=    —  07 


11  ' 


07.     = 


—  OT     , 
9  » 


07®  —  7tr*  +  14x*  —  7  =  0, 


unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  ^ ^ ].  ="  ^ k-\  "^  ^ k^-\  ihre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Per.  d.  h.  den  zweigliedrigen 
der  7ten  Einheitswurzeln  07^r  (oder  der  14ten  07^^:  07^  =  —  trjj, 
Wj^  =  —  TT^),  während  w^^  =  0  ist,  also: 


W      =    —  07 
6  8 


07,     = 


07j07^    =    07^  H-  07j  , 


37  tr     ^^^   07    ~^  07      > 

13  4  12  » 

07. 07       ^^^    07     . 
18  9  * 


07  07      5^^    07     "~"  O^     1 
15  4  8  ' 

07   OT_        =^    ""•  W     ""• 


1     19 


07 


S  • 


p 

^1 

83 

32 

139 

46 

167 

61 

223 

53 

251 

126 

307 

89 

419 

107 

Congruenz wurzeln  mod.  2?.*) 

—  30  4-18  503 

4-37  4-54  587 

4-12  —  22  643 

—  23  4-56  727 
4-30  —  53  811 
4-137  —124  839 

—  15  —  22 


07 
1 

19 

169 

118 

218 

55 

54 


07 
8 

—240 

—  12 

—  187 

—  172 

—  45 
4-409 


07 
5 

—  166 

—  69 

—  25 
—341 

4-158 
4-392 


/(o7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  ^. 


p 

/(tr,) 

83 

2 —    tFj  —  07j 

139 

24-    Wj-i-W34-0?5 

167 

2— 2oTj— OTj 

223 

34.    07j-07j 

251 

1  — 207j 

V 

A^i) 

307 

2       w^     2o7^, 

419 

3—  a7^4-3o7j 

503 

5— 3oT^ 

587 

4— 2o7j4-a7g 

p  A^,) 

643       34-  a7j— 2o7^4-o7^j 
727       44-  07^— 2oPj 

811  34-    073—    07^ -+-07^, 

839  2o7-4-  tr_4-o7^  — 07, 

1  3  4  i 


•)     Hier    ist    or      diejenige    Wurzel    der    Congruenz    07J  ^  2  —  07^^  (mod.  p),     welche 
0  und  <Zi^p  ist. 
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7^  =  28 
II,  2.     p  =  2Sni  4-  13  ; 


womit  die  6  primitiven    ^^  =  ~  «^15 »        ^j  ==  "- 


'^IT  »         «^5 


=r    W 


19 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tu®  4-  507*  4-  607'  4- 1  =  0 , 


von  selbst  gegeben  sind;  mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu 
den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  Perioden  der  7ten  (w^^  wie  in  II,  1)  und  den  4ten 
Einheitswurzeln  w^^  =  2oy''",  (ar^^  die  entgegengesetzten  der  tr^r  wie  oben): 


tr!  =  —2  —  07 


OT   OT 
13 


OT. 


OT 


13 


14 


17 


—  OTj  4-  Wj  ,  OTjO'j  =  —  2««^  4-  w^  , 

2aTj  ;         (allgemein  w^w^  =  —  o^i-j  -h  ^jt+i)« 


QT   OT      is^    "—  Bf     ^-"  OT_  I 
IS  4  •  » 


OT   OT 
113 


OT     —  OT     I 
l  3  » 


13 
41 
97 
181 
293 
349 
433 


OT 
l 

—  4 
4-  3 
4-  29 
4-  90 

—  108 

—  60 

—  160 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


«^3 

4-  2 

—  5 
32 
21 

—  136 

—  149 
4-133 


«'s 
4-  1 

—  17 

—  19 

—  88 
4-127 
4-124 
4-114 


p 

461 

w 
1 

4-140 

^3 
4-  87 

—      6 

601 

4-181 

4-217 

4-161 

769 

—  57 

—  35 

4-  84 

797 

4-  61 

4-  19 

—257 

853 

4-183 

4-231 

+381 

881 

4-  43 

4-346 

—  84 

937 

—214 

4-  34 

4-  52 

P 

/K) 

13 

1-0,^ 

41 

14-07^4- 

07 
4 

97 

14-oTj— 

07 
13 

181 

2-07^- 

^5 

293 

tir.4-* 

Iw., 

/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 

I  P  /(«Tj) 

349  14-  0^5— 2aTj, 

433  2—  0T^4-  OTj  —^OTg 

461  24-2oT^—  OTj  4-  rr^ 

601  1— 2aT^—  oTj 

769  3—  OTj—  aT^4-aTjj 


p 

/(t^,) 

797 

14-  or^4-2oT^— oTjj 

853 

3—  OTj4-  «P^-f-tTj 

881 

2  — 20Tj—    OTj 

937 

4-f-  OT^4-2aT^ 

*)     Hier  ist  w    völlig  bestimmt  durch  or  tw    ^  w    (mod.  p),  sowie  als  die  gemeinschaftliche 
Wurzel  der  Congruenz  orj  ^  —  2  —  w      (mod.  jl)),  und  des  Systems 


W     —  OT 
1  3 


4-  OTj  ^  to^  ,  —  OT^  07j  —  Wj  OTj  4-  OTj  OTj  ^  4"  2  ,  —  07^07^07^  ^  w^  (mod.  J5). 
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n  =  28 


n,  3.     2>  =  28»i—  13; 


W^r    =    2w"*  , 


d.  h.   die   nichtverschwindenden   Perioden    reduciren   sich   auf  die    7ten  Einheits- 
wurzeln, und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

43,       71,     127,     211,     239,     379,     463,     491,     547,     631,     659,     743,     827,     883,     911,     967, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  j?  =  7w  4- 1  bei  X  =  7. 


IIL     p  zum  Exponenten  3  gehörig. 


p  =  28m  —  3,-4-9 


4  dreigliedrige  Perioden 


Wr    =    ÜÜ^  -{-  ÜÜ 


r  _j^,.,-^r  ^j^9r 


3  S 

OP     ==   w    —  ou 

3 


oü"  =  -  tr 


&  » 


also  die  4  primitiven  Perioden 
"Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  2tü'  4-  4  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h. 
zu  den  dreigliedrigen  Perioden  der  Tten  w^r  (oder  der  14ten  w^,.  =  —^^r)  und 
den  4ten  Einheitswurzeln  (w^r  =  3w^'^): 

Congruenzwurzeln  mod.  j?.*) 


IT 


w. 


w. 


l       3 

37  —11  —17 

53  4-  4  —26 

109  4-24  —  9 

137  4-44  —56 

149  4-  6  4-50 

193  4-70  —11 


tv. 


w. 


1       "3 

233  4-107  —  37 

277  4-  5  —  55 

317  4-48  —  66 

373  —  23  4-81 

389  —  77  4-197 

401  4-168  4-148 


tr. 


tu. 


1         8 

457  4-125  —223 

541  —228  4-261 

557  4-  98  —341 

569  -t-  55  —  31 

613  —124  —  89 

641  —  39  4-115 


TT. 


W. 


1  8 

653  —286  —137 

709  4-250  4-346 

809  —  31  4-287 

821  4-306  —220 

877  4-166  4-317 

977  —     8  4-244 


•)  Hier  ist  w  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congrnenz  wj  ^  2  4-  w^  (mod.  p)  und 
des  Congruenzensystems  tu  —  w  ^  w' ,  o?  Wj  ^  2  (mod.  p),  sowie  linear  aus  einer  der  Con- 
gruenzen  w  or      ^  —  2c«;    ,     tr  ou     ^s  w    (mod.  p)  bestimmt. 
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V 

A^i^ 

37 

3+  w^-^-   tr^ 

53 

1— 2tr, 

109 

34-2a7j4-2tr^ 

137 

3—  aTj4-2aPj 

149 

44-20?^—  OTj 

193 

3-4-  tr  —  op 

233 

3—  w^  —  2w^ 

277 

4-1-  tTj-l-  tTj 

n  =  28 
/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  /}. 


07, 


4-  tr 


w. 


4-2ar, 


317  1-f-  trj4-2orj4-  tr^ 

373  4-|-3trj— 3a73-f-2tr^ 

389  5—2073 

401  4-h  Wj—  07^ 

457  3— 3o7,—  07^ 

541  54-3o7,-f-3oT^ 

557  54-307,— 207^4-  ^^ 

569  1—  o^,4-4oT,4-  rr^ 

X  3  V 


613  5—  07,4-2a7j4-  w^ 

641  24-3o7,4-  tPj 

653  14-207,— 4a7j4-4o7^ 

709  3— 2o^.— 2o7 

809  3— 2or 

821  6—  w 

sn  i-h  w 

977  1-+-407 


—207^ — 2w^ 

—    07^4-307^ 

— 4Wj4-3tr^ 


IV.    j;  zum  Exponenten  6  gehörig. 
2  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  1.     p  =  28/«  4- 3,  — 9, 


07^  =  »'^4-««''^4-w'^4-£«^    '"-i-w 


-a*- 


cu 


-9/- 


also 


cp     =  cü  4-  w    4-  i« 


W        —  £ü        —  OU       =    —  07 


5  ' 


Wurzeln  der  Gleichung: 


oj*  —  7  =  0 . 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

07 
1 

P 

07 
1 

P 

07 
1 

P 

OT 
1 

P 

«^1 

P 

07 
1 

3 

1 

103 

25 

283 

63 

467 

53 

619 

61 

859 

339 

19 

8 

131 

20 

311 

140 

479 

38 

647 

268 

887 

73 

31 

10 

199 

87 

367 

47 

523 

141 

691 

207 

971 

329 

47 

17 

227 

37 

383 

34 

563 

250 

719 

301 

983 

410 

59 

19 

271 

121 

439 

165 

607 

282 

787 

105 

yi^w,),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P         /(tr,) 

P 

/(tr,) 

P 

A^,) 

P 

/(t»T,) 

P 

A^y) 

3  5—207, 

131 

114-  607, 

367 

9—  80T, 

563 

2-h  9o7j 

1%1 

54— 23o7, 

19  34-20T, 

199 

12—  7ar, 

383 

25—1207, 

607 

24—1307, 

859 

18-M3tF, 

31  9— 4ar, 

227 

54-  6ir, 

439 

3—  8ar, 

619 

94-lOoT, 

887 

ll-t-1207, 

47  4— 3Tr, 

271 

244-lltr, 

467 

10—  9o7, 

647 

19— 12o7j 

971 

46-t-21trj 

59  24-30^, 

283 

33— 14or, 

479 

234-l2tp, 

691 

3-+-IO07, 

983 

5— 12o7, 

103  34-407, 

311 

16—  937, 

523 

18-l-llw, 

719 

17— 12o7j 

*)     Hier   ist  o7     diejenige    der   beiden  Wurzeln   der   Congruenz  07J 
0  und  <  ^p  ist. 


7  (mod.  p),    welche 
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71  =  36 


I.     2?  =  36m  4- 1 . 


12  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


w"  —  üü*-i-  1   =  0, 


mittelst  deren  sich  aber  die  nichtprimitiven  nicht  eliminiren  lassen,  weder  die 
12ten,  noch  die  9ten  Einheitswurzeln,  indem  vermöge  dieser  Gleichung  die 
Summen  je  dreier  primitiven  Wurzeln  null  sind. 


P 

37 
73 
109 
181 
397 
433 
541 
577 
613 
757 
829 
937 


4-  5 
4-  25 
4-  19 
4-  88 
4-  41 
4-  74 

—  90 
4-167 
4-122 
4-262 
4-401 

—  57 


Congruenzwurzeln  mod.  p.^) 


17 

—  23 

—  54 
4-  89 
4-  88 

—  167 
—233 

—  54 

—  96 
4-  29 
4-267 
—318 


w 
4-  18 
4-  6 
4-  17 

—  32 

—  153 
4-  4 
4-249 

—  36 
4-  39 
—234 

—  43 
4-329 


4-  2 
4-  12 
4-  32 
4-  17 

—  96 
4-108 
—239 

—  16 
4-110 
4-  55 
—347 
4-356 


.13 


4-  13 

—  19 

—  2 
4-  61 
—194 

—  70 
—202 
—203 

—  83 
4-261 
4-385 
4-386 


—  15 
4-  35 

—  23 

—  72 

—  184 

—  158 

—  6 
4-  38 
4-206 
4-  26 
4-215 
—263 


^cü),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(^) 

P 

/M 

37 

1  —  M   — M* 

397 

l_a;ll__C,l«4.C«" 

73 

1— oü  4-c*;^* 

433 

1  — w*  4-w^  4-w^* 

109 

l_tt;Vc*;'i 

541 

2-a;^*+u;^* 

181 

14-c«  — ou* 

577 

1  — u;  — w*  4-w" 

P 

A<^) 

613 

14-w*4-flü* 

757 

1— w  4-w" 

829 

I4.c^»_c«" 

937 

14.c^»-c«" 

tu 


00 


IS 

1% 


•)     Für  die  nichtprimitiven  Wurzeln  vgl.  X  =  9  und  n  =  12  nebst  X  =  3  und  n  =  4  • 
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n  =  36 


.l»-r 


n,  2.     j?  =  36m  4- 17;        w^  =  w'' -+- w"''  =  w*' 4- «'"'', 


woraus  die  6  primitiven  tr^  =  —  w^^ , 


m      s=    —  OT 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w*  4-  6atT*  4-  9tü'^  4-  1  =  0  , 


unmittelbar  gegeben  sind;  sowie  durch  w^tr^  =  —  ro;t-i  +  ^*+i  ihre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  Perioden  der  9ten, 
w^r  (wie  in  11,  i)  und  den  4ten  Wurzeln  w^^  =  w''"  (oder  w^^  =  2tt;*Q,  (a^,r»  '^«n 
oTjj^  wie  in  II,  l),  nämlich: 

wj  =  —  2  —  oTjg  ,       aTjOTj  =  1  —  tr^  , 


tu      =^    —  1  4-  TT     t 


W  QT      ^=    •^~  OT^ 
13  8 


(oder  w^oTg  =  —  2atTg)  ,  oTjW^  =  —  w'  4-  w^  ,     07^07^^  =  —  tr^  4-  2w'  ,     w^w^^  =  w^  —  w'  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


17 

^1 
—  6 

«^5 

4-  5 

OtT 
T 

—   1 

P 
bbl 

—  62 

5 

4-189 

4-127 

53 

—  4 

4-  14 

4-  10 

593 

4-137 

4-230 

—226 

89 

—  22 

37 

4-  30 

701 

4-150 

4-187 

4-337 

197 

—  82 

4-  84 

4-  2 

773 

4-354 

—  144 

4-210 

233 

—  25 

—  91 

—  116 

809 

4-302 

—351 

—  49 

269 

4-  51 

4-  89 

—  129 

881 

4-299 

4-253 

—329 

449 

—  98 

—  166 

4-185 

953 

—365 

—  99 

—464 

521 

—228 

4-  9 

—  219 

p 

17 

53 

89 

197 

233 


14-Wy 

1^^     4 
2  — OTy 


fiw^,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

2-w^+w^   -^s 


P 

269 
449 
521 
557 
593 


3-«r34-w, 


P 

701 
773 

809 
881 
953 


1 —  w^ — m^ — 2w 
14-  w^4-ajj — 2ay 
14-2w^— Wy 

34-  Wj — Wg 

14-  Wj-tr^ 


IC 
IC 


•)     Hier  ist  tr    als  die  gemeinschaftliche  Wnrzel  der  Congrnenz  orj  ^  —  2  —  w       (mod.  p), 


nnd  des  Systems     w^-\-  w^  —  tr^  ^  0  ,         ^1^5  •"*  ^5^7  —  ^r^i  ^  ^  »  — 
(mod.  p)y  sowie  linear  durch  w  w'  ^  —  Wg  (mod.  p)  völlig  bestimmt. 


XfJ  OtT  (IT_ 
IST 
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n  =  36 
II,  3.     jp  =  36m— 17;     tr^  =  w**  4- w""''  =  0,     w^^  =  ^w**" , 

d.  h.  die  primitiven  Perioden  (überhaupt  die  mit  ungeradem  Index)  verschwin- 
den und  die  nichtprimitiven  reduciren  sich  auf  die  9ten  Einheitswurzeln,  daher 
haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

19,     127,     163,     199,     271,     307,     379,     487,     523,     631,     739,     811,     883,     919,     991, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  9ni  -+- 1  in  >.  =  9 . 


III.     p  zum  Exponenten  3  gehörig, 

p  =  36wi—  11  ,4-  13. 

4  dreigliedrige  Perioden: 

während    die    w^^  =  3»^'"    auf  die    12ten  Einheitswurzeln    zurückkommen;    daher 
haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,       61,       97,     157,     193,     229,     241,     277,     313,     337,     349,     373, 
409,     421,     457,     601,     661,     673,     709,     733,     769,     853,     877,     997, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  I2m  +  1  in  w  ==  12 . 


IV.     p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
-2  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  1,     p  =  36/«  4- 11,  — 13; 

ährend  w^^  =  3^^^,   d.  h.   auf  die   zweigliedrigen  Perioden   der   12ten  Einheits- 
urzeln  zurückkommt,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

11,       23,       47,       59,       83,     131,     167,     191,     227,     239,     263,     311,     347,     383, 
419,     443,     479,     491,     563,     587,     599,     659,     743,     839,     887,     911,     947,     983, 

^^ach  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I2m  —  l  in  n  =  12 . 
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n  =  36 

IV,  2,     p  T=  zeni  4-5,-7, 

während  tv,^  =  Sw^''  auf  die  4ten  Einheitswurzeln  zurückkommt;  daher  haben  die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,       29,       41,     101,     113,     137,     149,     173,     257,     281,     293,     317,     353,     389,     401, 
461,     509,     569,     617,     641,     653,     677,     761,     797,     821,     857,     929,     941,     977, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  ^^  =  4/w  4- 1  in  n  =  4 . 


IV,  3.     p  =  36w  —  5,4-7; 
tr^  =  u;'-  4-  oy-*^  4-  oo-'"  4-  oü""''  4-  oü""  4-  oy""  =  0  , 

sowie  tr^^  =  Wj^  =  0,    aber  w^^  =  6w®'^,   was  sich  also  auf  die  3ten  (oder  6ien) 
Einheitswurzeln  reducirt,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

7,       31,       43,       67,       79,     103,     139,     151,     211,     223,     283,     331,     367,     439,     463, 
499,     547,     571,     607,     619,     643,     691,     727,     751,     787,     823,     859,     907,     967, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  3m4-iinX  =  3. 
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n 


40 


1,    p  =2  40m  4- 1 . 

16  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w^*  —  w"  4-  to*  —  w*  4-  1  =  0  , 

wodarch  sich  von  den  nichtprimitiven  (d.h.  den  20ten  und  8  ten  Einheitswurzeln) 
die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen,  w*  =  w  4-  w*  —  w*'  -h  w^^ , 

«"  =  w»  -  «'  4-  w"  4-  w"  ,  (w"  =  -  w»  4-  u;*  4-  «"  -  w'*)  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


P 

41 
241 
281 
401 
521 
601 
641 
761 
881 


4-  6 
4-  41 

—  139 
4-151 
4-  63 
4-  99 
—275 
—349 

—  18 


UJ 

4-  11 

—  5 
—102 

—  35 

—  33 
4-285 
—271 
4-150 
4-335 


—  12 
4-  61 

—  130 
4-114 
—165 
—105 
—288 
4-259 
4-  83 


tu 
4-  19 
4-116 
4-129 
4-  32 
4-  12 

—  192 

—  102 

—  35 
—419 


—  13 
4-  27 

—  61 
—188 
4-217 
—246 
4-  44 
4-  87 

—  82 


IS 


—  17 
4-  79 

—  67 
4-102 
4-  60 
4-166 
4-  69 
—238 
—138 


0," 

—  16 

—  48 
4-136 
—126 
—221 
4-  97 
4-123 
4-208 
—405 


—  7 
4-  47 
4-  93 
—162 
4-215 

—  85 
4-324 
4-157 
4-  49 


f(üü)y  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  **) 


p 

A^) 

P 

/(w) 

41 

1-t«'  j^^^^ 

601 

1   ^»+cö* -w Vw^^  c"  a;" 

241 

l+c."4-c«^' 

641 

14-w  — w* 

281 

14-c*;'  4-w' 

761 

l-c«,»4-u;'  -a;*-cö"+u;"4-u;" 

401 

14-»'  4-w"-f- 

u," 

881 

l_c^T_^ii 

521 

14-w  4-w^^— 

u,"H 

hu,^' 

—  U) 


18 


•)     Für  die  nichtprimitiven  Wurzeln  vgl.  n  =  20 ,  8,  4,     X  =  5 . 

•*)     Für  j?  =  601  und  p  =  761  sind  die /(oo)  aus  den  Nonnen  hergeleitet: 
JV(1— w'— üü'— w**)  =  41 .  601  ,  iV{14-oü*— öü*— w")  =  41  .  761  . 
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n  =  40 
IL     p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

8  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.    jp  =  40m—  1  ;     w^  =  uj''  -{-  dl.-'"  =  w'^  —  w"-'', 
womit  die  8  primitiven  w^  =  —  w^, ,      tr^  =  —  a^,y,      w^  =  """^u»      ^9  ^*  ~^ii» 
Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  8w*  4-  19w*  —  12tir'  4-1=0, 

gegeben  sind,  sowie  durch  ^i^k  ==  ^k-i'^^k-^i  ihre  fundamentalen  Relationen 
unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,,  d.  h.  den  zweigUedrigen  1  ter 
Art  der  20ten  (w^r  und  der  5ten  w^^)  und  der  8ten  w^^  (während  Wj^r^  ^)  Ein- 
heitswurzeln : 


w    =  2  -f-  tr   .         tr  tr    i=  tr    —  u;     «         w  tu.  =  tr   -f-  w   , 


19  8  ' 


tu  tr 


^4    ■*"  "'s  5       «^i«^2    =    ^1  ■*"  ^3  ' 


TT 


tr     =  tu    -+-  w   I 
16         ""5  ^^  '•'r » 


tu 


tiT     =  tir    -+->  tr    . 

18  '»'y   -T-  »*g  , 


(B  w        =^   — ^  wr    — "  Off    , 
1     16  8  5 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

79 

^1 
-+-  14 

^3 
•4-  16 

tr 
—  8 

^9 
4-  19 

P 
479 

tr 
1 

—190 

w 

8 

—  108 

^7 

—113 

—  97 

199 

—  72 

4-  93 

4-  67 

—  81 

599 

—  85 

4-105 

—285 

4-  42 

239 

—  119 

—  91 

4-  97 

4-  30 

719 

4-240 

—214 

4-321 

4-268 

359 

+  137 

4-143 

—  57 

4-  82 

839 

—  42 

—130 

4-  49 

—  108 

439 

—  168 

4-  72 

—  60 

—  118 

919 

4-  13 

4-320 

4-337 

-+-  95 

p 

79 
199 
239 
359 


^07^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf{w^)  =  —  p. 


1- 
1- 

2 
1 


■W^-^W^ — 2Wj — tTj 

•trj,-tüg4-  tTg 


P  A^^) 

439  3—  w,4-aPg 

479  34-207^  — arj4-Try4-trg 

599  24-  aTg4-try4-TP3 


P 
719 

839 

919 


3 —   ti7j4-t3cr  - 

2aT,4-tP 
3-f-2tP,4-t!yy 


•nr. 


•)     Hier  ist  w^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  trj  ^  2  4-  tu     (mod.   »), 
und  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren  erste :  tr    —  tr   4-  «r,  4-  w    ^  t»    (mod.  p). 
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w  =  40 
II,  2.     p  =  40/n  4-  19  ; 


19r  r 


ao-r 


—  07 


XT'         «'s 


■"^2f  » 


womit  die  8  primitiven  vb^  =  ""^ji »      '^s  ==  ~  ^,j »      ^r 
Wurzeln  der  Gleichung: 

tu'  4-  8tü*  4-  1907*  4-  12tü'  4-1  =  0, 

gegeben  sind,  sowie  durch  tü^oTjj.  =  —  w^t-i  +  ^jt+i  *hre  fundamentalen  Relationen 
zu  einander  und  zu  den  niehtpriuiitiven,  d.  h.  den  Perioden  w^^  der  20ten  (wie 
in  II,  i)  und  den  zweigliedrigen  zweiter  Art  or^^  der  8ten  Einheitswurzeln  (wäh- 
rend w       ==  0),  nämlich: 


\  =  -2  4-aT,, 


XB 


W  W      =    —  W     2 


1    a 


^8  -  ^16  ' 


W 


w    ==  —  w   4-  tr   ! 


07   OT       ISS    ~"~  07     4™  07     I 
tü^Wg    =s    —  OTy  4-  Wj  » 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


W^fTj    =    —  07^  4-  OJg  , 
^1^1    ==    —  07^  4-  tTj  , 


OT  OT         sss    OT     "~~  07     • 
l     16  3  5 


19 

07 
1 

—  5 

«^3 

—  7 

07 

—  2 

^9 

—  3 

59 

4-  14 

4-  13 

—  2 

—  6 

139 

—  58 

4-  9 

—  38 

4-  61 

179 

4-  67 

4-  65 

—  70 

4-  55 

379 

—  74 

4-  84 

+  90 

—  179 

419 

4-173 

—186 

4-  59 

4-167 

p 

499 
619 
659 
739 
859 


07 
1 

4-136 
4-219 
—295 
—  3 
4-153 


07 
Z 

—  94 
4-305 
4-  62 

—  36 
4-     6 


—  56 
4-  54 
4-305 
4-147 
4-  97 


07 
9 

—  31 

—  182 

—  44 
—207 
4-234 


Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  /(m  ,  07^) ,  welche  hier  nicht  festgestellt  ist. 


Normen  complexer  Zahlen  in  07* 

N{i  4-  ti7j  4-  Wg)  =  (1  -  oTy  4-  tTj^)  =  4.19, 
^(1  -  tF^  4-  07^)  =  xV(o7g  -  07^)  =  4  .  59  ; 

A^(2  4-  ^j)  =  19  .  59  =  A'(2  4-  07^  —  07^) , 

N{1  —  07j  —  OTj)    =    A-(l   -  07^  4-  tTg)    =    AV5  -+-  tPg) 


=   19- 


•)     Hier  ist  m    die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  07J 
und  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren  erste  0^,  -+"  ot^,  —  ^7  "^  ^9 


—  2  4-  07^  (mod.  p), 
OTj  (mod.  p), 

63 
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Ir 


n  =  40 

11,  3.     j?  r=  40m—  19,       w^  =  («;•'+  w""*'  «  0,       w^^  =  2«' 

(1.  h.  die  nicht  yerschwindenden  Perioden  reduciren  sich  auf  die  20ten  Einheits- 
wurzeln, und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

61,     101,     281,     421,     541,     661,     701,     821,     941, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  »  20/it  +  i  in  n  «=  20. 


II,  4.    p  =  40/n-f-ii; 
also  die  8  primitiven  Perioden: 


w. 


=  u;'^-4-cc"^ 


Wy    =    tt>'  —  Oü"    =    —  OT^y  I 


07. 


w^   = 


«,* 

— 

w" 

= 

— 

«^1« 

9 

u.» 

4- 

c«" 

= 

— 

«^.9 

• 
> 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  2tü*  4-  4a7*  —  807*  4-  16  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h. 
den  Perioden  zweiter  Art  der  8ten,  w^^  (während  w^^^  =  o),  und  den  5 ten  Wurzeln 
Wg^  =  2w''"  (oder  der  lOten  w^,.  =  w*'',    während  w^^.  =  0): 


2c.", 

tr,ar^ 

-  ^w*, 

=  -2; 

«^] 

i«^»  =  ^ 

16  ' 

«^J 

^w    ==  2aj 

9  » 

«^1^,4 

u. 

8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  |>.*) 

p 
11 

w 
1 

—     4 

—    1 

—     2 

tu 
—  5 

P 

491 

«^1 
—   17 

—244 

-+-165 

«^9 

4-  29 

131 

—     3 

—52 

4-     5 

—43 

571 

4-173 

—  230 

—  144 

-4-   66, 

211 

4-  29 

—62 

4-  34 

—51 

691 

4-107 

4-  50 

—304 

—310 

251 

—  100 

4-  8 

4-  63 

—  5 

811 

4-105 

—  164 

4-  89 

-4-363 

331 

—  62 

4-  4 

4-166 

—32 

971 

—  29 

4-  57 

—  17 

-4-134 

•)  Hier  ist  w  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  trj  ^  — 2u;"  (mod.  »),  und 
eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren  erste  (zureichende)  w  4-  w  —  «7  4"  w^  ^  w  (mod.  p), 
aber  auch  linear  völlig  bestimmt  durch  tt  w'*  ^  —  w    (mod.  J9). 
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n»  40 
Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  /(w ,  w^ ,  welche  hier  nicht  erhoben  ist. 


Normen  complexer  Zahlen  in  ij. 


N(w^  -h  tTg)  =  N{\  -h  tTg  —  w„)  =  4  .  29  , 
N{\  -f-  Wj  -f-  tr^  —  Wj^)  ==  5  .  109  , 
N(w^  -h  tTg  —  Wj,)  =  29"  . 


iV(l  -.  tr,  ^  «r^,)  = 
//(l  -  2tr,)  « 


5.29, 
29 . 229  , 


II,  6.     p  ==  40/?i  -h  9  ; 


OT^    «=    W     -f-  Oü       , 


also  die  8  primitiven: 


tr 


j   =  w  -h  w     =  —  Wjj 


3  T 

13  IT  ' 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w®  -f-  7b7*  -h  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h. 
denselben  Perioden  der  20ten  Wurzeln  w,^,  wie  in  II,  5,  und  den  8ten  Wurzeln 
Wj^  =  2(1;*''  (einschliesslich  die  4ten  Wj^^  =  2w*®'): 


^1 

20,"-+- 

tr   . 

tr  tr     = 
11 

i; 

w  tr      s^ 
1    11 

—  2  — 

w,, 

1    11 

^'\ 

tr,tp^  =  2tr^ 

15                        o 

tIT   W         *~" 
1     IS 

s«^!.; 

1    j 

B7j  -+-07 

11  » 

tr.tr.  =  2jfü** 

1      6 

-«'i; 

tF^tr,  = 

tTj  —  tu 

^13» 

tV   tXT         = 
1     16 

-2u;*'^ 

—  tr     . 
ij  » 

tr  tiT      —  2tiT 

1     10                     11 

t 

Congruenzwurzeln 

mod. 

;>•). 

89       —31 

—23 

tr 
11 

—   14 

tXT 
13 

—  19 

P 

769 

«^1 

+282 

+  30 

tr 
11 

—203 

+322 

409       —60 

—75 

+     9 

—91 

809 

+268 

+323 

—279 

+  2a 

449       -f-47 

-f-86 

-+-     6 

—  75 

929 

+371 

+308 

+363 

+389 

569       +69 

-f33 

+244 

—   7 

durch  w  UD 


•)     Hier   ist  w    die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz     tr?  i^  2(i;*''  +  w    ,     und  des 

*,  ^1^3  j  "^  ^^^  (mod.  jt)),     aber    auch    linear    völlig    bestimmt,    z.B. 


Systems  w   —  tr      ^ 


i  _ 


^  tr    (mod.  p). 
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n  =  40 
/(Wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 

P 

751 
911 
991 


p 

/K) 

/> 

/K) 

31 

1-hw^ 

271 

2     w^     w^-hoa" 

71 

l—Wj+w'* 

311 

2-hCFj— w" 

151 
191 

l-hw  -her    4-w'* 

431 
631 

l+OTj-haTj 

1 
1 
1 


IIL     2^  2^^^  Exponenten  4  gehörig, 
4  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

III,  1,     p  =  40/H  —  3  ,  -f  13  ;         w^  =  u)''+  w-'''  -f-  w*"  -f-  w"'' 
also  die  4  primitiven  Perioden 


07^    =    OÜ  —  W^'  +  ««'-+-  W^*    =*     —  W^y  , 


Wj    =    w'  —  OÜ^*  W^  —  W*'    s=r    or     • 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  -f-  25  =*  0  ; 

mit  den   fundamentalen  Relationen  zu  einander  und   zu  den  nichtprimitiTen  Pe- 
rioden, d.  h.  den  4ten  Wurzeln  Wj^  =  —  w^^''  (oder  Wj^^  =  4cw"'",  während  07^^  =  0, 


w 


,.  =  1, 


p 

13 

37 

53 

157 

173 

197 


w 


6r 


=  -1): 


w,   =  5w 


10 


13 


=  5; 


WjW,    =    +  OJj  , 


( 


'*^1     10 


4tir,) . 


Congruenzwurzeln  mod.  /?.**) 


i 
l 

17 

16 

53 

20 

18 


tr. 


5 
9 

—  3 

—  71 
—43 
+55 


P 
277 

293 
317 
373 
397 
557 


1 
85 

90 

39 

120 

74 

108 


3 

—  114 

4-114 

—  8 
4-171 
-fl02 

—  67 


P 

613 
653 
677 
733 
757 


1 
118 

88 

293 

209 

236 


tr 
3 

—  161 
-h  52 
4-171 
-256 

—  93 


P 

773 
797 
853 
877 
997 


w 
1 

92 
336 
277 
358 
113 


w 
t 

—210 
—287 
—  117 
—316 
—247 


•)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten   J-  ist  2bu  **  anstatt  w^  gesetzt. 

**)     Hier  ist  w    diejenige  der  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  w.  ^  bw      (mod.   «X  wddie 
Ound<;i^j[?.     Congruenzwurzeln  für  üj^^  bei  n  =  4. 
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n  =  40 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  /(uj  ,  w^).     Für  alle  diese  Primzahlen  gibt  es 

complexe  Zahlen  ^(w^),  so  dass  N<p(w^)  =  2p  ist,  welche  die  folgende  Tafel  gibt 

(wo  stets  ojj  =  —  w")*)  : 


P 

13 

37 

53 

157 

173 

197 

277 

293 


4K) 

2-f-  Wj— 3o7j 

3+  w, 

3-f-  trj-|-2wj 

3-h2w^-f-  OTj 


P 
317 

373 
397 
557 
613 
653 
677 


5-f-2oFj — 4w 
7—  aTj4-2tr 
3— 3Wj-f-2a7 
5— 2a7j-+-2B7 

5-f-4Wj-h  w 
3—  OTj— 2ay 


4-  (Tj 

— 2tr. 


07. 


4-2tir, 


P 

733 
757 
773 
797 
853 
877 
997 


54-2trj — 4w —  w 

5-h3aT^-2aTj 
l+4aTj-|-3B7j 
2 —  op  -f-5op 


4 — 2w  -h  w 
6— 3a7j-f  B7 


-h2w. 


—2m 


-h    BT, 

— 2ay. 


III,  2.     p  =  40/n  -f-  3  ,  —  13  ;      tp^  =  w''  -f-  w'''  -f-  to'*"  +•  w""'' , 


also  die  4  primitiven  Perioden 

07j    s=    w  -f-  üy*  -f-  w'  OÜ^    =   OT    , 


"ll  =  "'"  -  <""  -  <""  - »'"  = 


18  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w*  —  407*  -+-9  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  viergliedrigen  07^^  der  20ten  und  den  zweigliedrigen  2ter  Art 
der  8ten  Wurzeln  07^^  =  2{tt;*''-f-  w^*'*),  während  07^^^  =  0,    w^^  =  1 ,    w^,.  =  —  l  ist: 


07J   =   2  4-  OTj  , 


07   07 
1      11 


=  -3; 


O^   07       =    07     —  07        I 
IS  5  11  ' 


07j07j    =    —  2  -f-  207 


•)     Ebenso  gibt  es  auch  stets  Normen  :=  bp  y  z.  B.  iV{6  ■+•  2o7    —  07  )  =  5  .  277  , 
N{Z  -+■  2o7j)  ==  5  .  13  ,  N(2  —  2o7j  —  07j  -f-  2w^)  =  5  .  373  ;     ferner: 

N{2  —  ZWj)  =  157  .  13  u.  s.  w. 
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p 

31 

71 

151 

191 


n  =  40 
/(w^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


1— ay^H-oy'* 
l-hw  4-w.  4-w'* 

1— OT.  — w*   — Oü" 


271 
311 
431 
631 


/K) 


2— Wj— e«"-+-te;" 


l-+-oy5-+-0Pj 


16 


BT  4-OPy  — w     — 2tt; 


S4 


P 

751 
911 
991 


1 
1 
1 


III.     jt)  zum  Exponenten  4  gehörig, 
4  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

III,  l.     p  =  40/H  —  3  ,  -+-  13  ;         w^  =  w''  -f-  oü"'''  -f-  w*''  -f-  w"'' , 
also  die  4  primitiven  Perioden 


tr     ==  w  —  U)^^  -h  w'  -h  w^* 


OT 


ir 


Wj  s=  oü'  —  w^^  —  üi^  —  w*'  s=s  —  t»    ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

OT*  -f-  25  =a  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiTcn  Pe- 
rioden, d.  h.  den  4ten  Wurzeln  «7^^  =  —  w^^''  (oder  Wj^^  =  4cw^®'" ,  während  07^^  =  0, 
OT^^  ==  1 , 


«^8r   =    -0^ 


tr,   =  5w 


10 


ar 


ocT    =  5  : 


w 


12  ^^       3  » 


K«^io  =   —  ^^t^  ' 


Congruenzwurzeln  mod.  j^.  **) 


p 

13 

^1 

l 

+  5 

1    P 
277 

^1 
85 

^3 

—  114 

P 
613 

OT 
1 

118 

tr 
3 

—161 

P 
773 

w 
1 

92 

w 
z 

—210 

37 

17 

+  9 

293 

90 

-+-114 

653 

88 

+  52 

797 

336 

—287 

53 

16 

—  3 

317 

39 

—  8 

677 

293 

4-171 

853 

277 

—  117 

157 

53 

—  71 

373 

120 

+  171 

733 

209 

-256 

877 

358 

—316 

173 

20 

—43 

397 

74 

+  102 

757 

236 

—  93 

997 

113 

—247 

197 

18 

-4-55 

557 

108 

—  67 

•)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  ^-  ist  2üü      anstatt  ocr      gesetzt. 

**)     Hier  ist  tr^  diejenige  der  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  btJ  ^  bu)^^  (mod.  ü),  welche 
Ound<Z^p.     Congruenzwurzeln  für  w^^  bei  n  =  4. 
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n  =  40 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

3 

w 
1 

0 

w 
'^^ii 

-f-  1 

P 
227 

«^1 
—   74 

w 
11 

-h  89 

P 
523 

w 
1 

—   73 

°^ii 
+129 

P 
683 

—230 

w 
11 

+294 

43 

—21 

-  6 

283 

—  66 

—  90 

547 

+242 

—  52 

787 

—   11 

+358 

G7 

-f-  4 

-f-16 

307 

-f-123 

—   15 

563 

—  86 

—216 

827 

—  66 

+188 

83 

+21 

—  12 

347 

—     9 

-f-116 

587 

+290 

—   83 

883 

—  96 

+138 

107 

—  16 

-f-47 

443 

-f-112 

—  91 

643 

+  85 

+121 

907 

—234 

-♦-407 

163 

—26 

+44 

467 

4-224 

—  98 

Die  Primfactoreu  der  Primzahlen  p 

haben   die  Form  /(m  ,  w^) ,  die  hier  nicht  erhoben  ist.  —  Die  folgende  Tafel  gibt 
för  alle  Primzahlen  Normen  complexer  Zahlen  (|>(aT^),  bald  =  2^,  bald  >=  3p. 


p 

*(«^i) 

N4>(w^) 

P 

<Ww,) 

N4>(w^) 

3 

1-      OT^, 

2p 

467 

ZWj 

-     BF, 

»/> 

43 

2  +  Zm^  +    OTj 

+  207,1 

2p 

523 

7  +  4o7, 

1 

3p 

67 

2+      W^—     07j^ 

2p 

547 

3  —  2o7, 

—  207j 

3p 

83 

3+    tr^  +  SoTjj 

2p 

563 

1  +     07, 

—  SOT 

3p 

107 

3  +    Wj  —  2ayjj 

2p 

587 

7  +  2o7j 

• 

3p 

163 

4  +     OO^  +     07j 

2p 

643 

7+    w, 

4-   w,   -    «r„ 

3p 

227 

5  —  3oT^ 

2p 

683 

7  +  3a7j 

8p 

283 

1  +     Wj  —  20Tj 

2p 

787 

1  +3a7j 

1                   11 

3p 

307 

1  +      OTj  +  20Tj 

-    «^11 

3p 

827 

6  +  207, 

—  2oTj    +3«jj 

3p 

347 

1  —  4oy    +    07 

-    «'ii 

Zp 

883 

4orj 

+    », 

3p 

443 

5  — 407^ 

Zp 

907 

5  —    o' 

4-2af, 

9p 

•)     Hier  ist  07,  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congrucnzen 

3 


op"   ^=  2  4-  07 


fr. 


07,,    ^    üü*  +  W^* 


111 


aber  auch  völlig  bestimmt  durch  07,(0;*  -f-  o;^*)  ^  —  1  +  07^  (mod.  p). 


—  3  (mod.  p); 
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07^  =  w'"  -h  w^*"  -h  U)^''  -4-  w" 


OTjj  =  w^*  — w^'-f-w"-+-u;*'  =  —  ^ir 


n  =  40 

111,3.       ;?    =    40m  +  7,-.17; ...r    .     ...Tr    .        Sr    .        -ITr 

also  die  4  primitiven  Perioden: 

w^  =  w  -h  w^  4-  w'  —  w*  =  —  ocr   , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  -f-  407*  -4-9  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  oc7j^  (dieselben  wie  in  III,  2)  und  w^^  =  2(0;*'*  — w^*''),  was  die  Perioden 
erster  Art  der  8ten  Einheitswurzeln  sind,  während  (wie  in  III,  2)  07^^^  =  0, 
w^r  —  ^ »        ^sr  =  -—  1  ist: 

w\  =  —  2  +  tFj  ,         0^1  «^11  =  —  3  ;         aTjOTj  =  —  w^  -f-  oPj^  ;         w^tr^  =  2-4-  207^ . 

Congruenz wurzeln  mod.  p*) 


p      Wj 

7     —   1 

«^11 
-4-  3 

P 
223 

tu 
1 

—  58 

tI7 
11 

—  73 

P 
503 

w 
1 

4-219 

11 
4-  62 

P 
823 

tu 
1 

4-262 

w 
—  22 

23     -1-11 

-4-  6 

263 

-4-  17 

—  93 

607 

—234 

4-179 

863 

4-424 

-4-173 

47           4 

—11 

367 

-4-     5 

—  74 

647 

4-103 

4-127 

887 

4-  80 

—  122 

103     4-12 

—26 

383 

-4-     9 

—  128 

727 

4-358 

-4-331 

967 

—257 

—  301 

127     -4-59 

-h43 

463 

—  40 

4-220 

743 

—  33 

—  135 

983 

—323 

4-210 

167     -4-81 

+68 

487 

4-221 

4-130 

haben  die  Form  /(w 
gibt  fttr  sämmtliche 
Regel  =  2p,  einige 


Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
y  Wj) ,    welche   hier   nicht   erhoben  ist.  —    Die  folgende  Tafel 
Primzahlen   complexe  Zahlen  (jj(a7j),  deren  Norm  in  der 
mal  =  7p  ist. 


p 

*( 

«^1) 

iN^*K) 

P 

+K) 

N^w^) 

7 

w 

«^11 

2p 

487 

307j  —      07,     —  407jj 

¥ 

23 

2  —     tTj 

4-    w^. 

2p 

503 

3  4-2o7j-4-    07jj 

2p 

47 

3  —  207^ 

4-    w^. 

2p 

607 

4  4-    07^  —    07,    -4-  2o7jj 

2p 

103 

4—      tTj 

-    «^2    +2«^ii 

2p 

647 

4aTj  —  3oT,    4-    Wjj 

ip 

127 

1  -4-      07^ 

4-207,    4-2o7jj 

2p 

727 

1  4-  40^,  4-  4aTjj 

ip 

167 

1  —207^ 

-    «^11 

2p 

743 

24-    a7j4-3o7,    4-2o7,^ 

1p 

223 

24-      07^ 

—      07       -4-  207 

2p 

823 

1  4-  2o7j  —  407, 

1p 

263 

3  4-207^ 

-4-207,    4-    oTii 

2p 

863 

2  -4-  5o7jj 

ip 

367 

5  —    ocr 

2p 

887 

4  -4-  3o7j  -4-  2o7jj 

ip 

383 

1  4-  3a7jj 

2p 

967 

6  -4-    tr,  4-    Wji 

ip 

463 

34-    tJTj 

-207, 

2p 

983 

6  4-  2o7j  —    ^j  "~    °^ii 

%p 

•)     Hier    ist     07 ^    die    gemeinschaftliche  Wurzel    der    Congruenz    07'  ^  —  2  4-  07   , 
und    des   Systems   der   beiden    Congruenzen     07    —  07      ^  w*  —  w**  ,         ^1^11  ^  —  ^  (mod.  1>), 
aber  auch  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  07  (w*  —  w^*)  ^s.  1  -4-  or    (mod.  p). 

64 


506 


n 

«=40 

m, 

4. 

P 

= 

40m- 

-7, 

-4-17; 

Wr 

-  «»'• 

4-w 

-Ir 

+ 

»•''-f- 

«"- 

a=    — « 

«"'. 

d.' h.  hier   reduciren   sich   die  primitiven  Perioden  auf  die  8ten  Einheitswurzeln; 
die   hierher  gehörigen  Primzahlen,  nämlich: 

17,       73,       97,     113,     137,     193,     233,     257,     313,     337,     363, 
433,     457,     577,     693,     617,     673,     857,     937,     953,     977, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  ^  Sm  +  i  in  f»  =  8. 


Anmerkung  zu  n  =  40.     Mehr  als   Tiergliedrige  Perioden   gibt  es  hier  nicht,    aber  von 
Wichtigkeit  sind  folgende  Combinatiouen  von  je  8  primitiven  40ten  Wurzeln: 


wovon   die   zwei  ersten  für   n  =  40  eigenthümlieh  sind,  die  beiden  anderen  aber  auf  den  Relationen 
zwischen  den  40ten  und  8ten  Einheitswurzeln  beruhen. 
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n 


44 


I.    p  =  44m  -f- 1 . 
20  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

mittelst  welcher  sich  von  den  nichtprimitiven,  d.h.  den  Uten  und  4  ten  Einheits- 
wurzeln, die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen: 


(Mi 


11 


w  —  w'  -f-  w*  —  w*  -f-  w'  -f-  w"  —  w"  -f-  w^^  —  w"  -f-  w"  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


P 
89 

353 
397 
617 
661 

881 


w 
-f-  10 
—  162 
4-115 
4-100 
-f-189 
—178 


4-  21 

-f-     4 

—  32 

—  157 
—185 
-f-410 


(Ü 

—  36 
-f-135 
-f-  2 
-t-265 
-4-293 
-f-  95 


-  40 
-121 
-149 

-  15 

-  21 
-397 


-h  5 
-f-  64 
-+-183 
—  69 
-f-  94 
-+-370 


—  18 
—171 

—  128 

—  152 
—218 
-+-  50 


—  20 

—  35 
4-  8 
4-288 
4-  63 
-f-162 


.  1» 

(JÜ 

—  42 

—  34 
-f-198 
—156 
—282 
4-102 


—  17 
4-  88 

—  62 
—224 
4-318 
-f-260 


—  9 
-f-146 
—145 
—290 

—  7 
—391 


/(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


397     14-aü'— w^* 


A^) 


14 


617     1— w"4-w 


19 


P  /(W) 

89  1— w*  — w" 
353  1-f-w^*— w*' 
881»^  14-w'— 3w*— w*4-2w^4-2üü®— w®— 2w*®— te;"-f-w^*4-2te;**— 3c«;" 


P  /H 

661      H-oü'-|-te;"4-w" 


.18 


19 


.30 


— 2te;"'4-2w*'4-2w'"— Oü 


.91 


•)     Vgl.  X  =  11  nnd  n  =  4  wegen  der  nichtprimitiven  ou. 

**)     Hiefür  ist  /(w)  aus  der  Norm  N(l  4-  w'  4-  w"  -f-  ou")  =  89  .  881  hergeleitet. 

64  • 
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n  =  44 
II.     p  zum  Exponenten  2  gehörig 

10  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     jp  =  44/?i  —  1 ,         tr^  =  w'^  4-  w"'"  =  w'"  —  w""'",     ri(tr^)  =  —  11  , 

womit  die  10  primitiven  Perioden: 


1  '*^Jl  ' 


3  *^19' 


5  17' 


tr    s=  —  tr     . 


TT     =  —  tr     . 

9  II» 


unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  tr^tr^^  =  ^t-i  +  °^jt+i  il^^e  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  zweigliedrigen 
Perioden  w^^  der  Uten  Einheitswurzeln  (oder  t^,.  der  22ten,  während  tr^^^  =  0). 

Congruenzwurzeln  mod.  /).*) 


p 

43 

tr 
1 

3 

°^3 

-f-18 

^5 

—  6 

—  17 

^^9 

4-16 

P 
439 

^1 
150 

«^3 

—  43 

—   8 

«^7 

4-  49 

^9 

4-  81 

131 

48 

-+-15 

4-29 

4-64 

4-00 

571 

282 

4-  39 

—  25 

4-133 

—  182 

263 

127 

4-21 

4-Ö9 

—62 

—  7 

659 

304 

—277 

—  127 

—  170 

4-307 

307 

123 

4-78 

—  18 

—55 

4-  3 

967 

345 

—  98 

4-322 

4-393 

—   7 

p 

43 
131 
263 


/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlon  p ;     Ay^T-^)  =  —p, 

A^^)  P  /W^)  '         P  AtTj) 

34-tr,— 0- 


•        9  20 

1-f-x  4-tr 


p 

307 
439 
571 


2 — X  -4-tr  -4-tr 

5^     9^      IC 

5T  4-tr  — tr 

3^^      5  8 


P 

659 
907 


1 


9 


1 4-x  — X  — tr 


•)     Hier     ist     tu      diejenige    der    beiden  Wurzeln    d»'r    Congruenz    tr     =  24-tr     (mod.  i>), 
welche  >0und<:;i-5-p  ist;  wegen  der  Congruenzwurzeln  für  tr     etc.   vgl.   /.  =  11  ,  wo  »j    ,   »j    ,   i»^  , 


T.  ,  heisst,  was  hier  resp.  tr .  ,  tr„  ,  "f",«  >  ^,«  >  ^ 


30 
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n,  2.     j?  =  44^1  +  21  ;     w^  =  üü''  4- 
woraus  die  10  primitiven  Perioden: 


n  =  44 


U) 


n(«r,) 1  , 


■  *     s 


1  «l ' 


^I    =    "-"  ^«5  ' 


Wj   =  —  tr,y  , 


w^   =   —  «T,g  , 


«^9    =    —  «^,1  I 


unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  ^^^^  =  ""  ^*-i "+"  °^*+i  il^'^®  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  zu  den  w^^ 
(denselben  wie  in  II,  l)  und  den  m^^^  =  2üy"''  (den  4ten  Einheitswurzeln). 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

109 

w 
1 

—35 

tr 
z 

—  34 

w 

5 

—  45 

w 

T 

—  27 

«^9 

4-  52 

P 
461 

w 
1 

4-107 

«^3 

4-  26 

«^5 

—  187 

—  18 

«^9 

4-136 

197 

4-22 

—  76 

4-  75 

—  71 

4-  91 

593 

4-128 

4-  95 

83 

4-209 

4-182 

241 

4-65 

4-  80 

—  28 

—  105 

4-115 

769 

—256 

4-  58 

4-293 

—123 

—  40 

373 

—81 

—  159 

—155 

4-  65 

4-  38 

857 

—  24 

—184 

—  60 

—216 

4-334 

p 

109 
197 
241 


^oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

A^,)                     I         P  /(«T,)  P 

14-Wj-f-Wj— tr^4-trj                  373  ^i"+"^i6  '^^^ 

461  14-w.— a7„  857 
593 


•       9   •       so 
07^4-^5 


14-Wj-aTj^ 
l-l-tr^-fWj 


1-^9- 


14-  tr  — tu  4-07 


II,  3.     p  ^  44w— 21;      w^  =  oo" -h  (jo"^^"  =  0,     07^^  =  2w''- , 

d.  h.   hier  reduciren  sich  die  nicht  verschwindenden  Perioden  auf  die  Uten  Ein- 
heitswiirzeln,  und  desshalb  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

23,     67,     199,     331,     419,     463,     683,     727,     859,     947,     991, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  llm4-  i  in  \  =  il . 


•)  Hier  ist  07  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz:  oj? 
eines  Systems  von  5  Congruenzen ,  wovon  die  erst«  tr  —  ^.  +  ^s  —  ^j  4-  o» 
sowie   durch  die  lineare  Congruenz   w  uj^^  ^  07      (mod.  p)  völlig  bestimmt. 


—  2  4-  w    und 
w"    (mod.  p). 
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III.    p  zum  Exponenten  5  gehörig, 

p  =  44m  -f-5,  —  7,4-9,  —  19. 

4  fOnfgliedrige  Perioden; 

w^  =  w*"  -f-  w*''  -4-  £«;"*'''  -4-  w"^''  -f-  du*'' , 

also  die  4  primitiven  Perioden: 
Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  507*  +  9  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  fönfgliedrigen  Perioden  der  Uten,  w^^  (oder  der  22ten,  w^^)  und  den 
4ten  Wurzeln  w^^^  =  5»"'',    nämlich  : 

wj    =    —  207^  —  307g  ,  ^1^7    =    3  5  W.OJ.     =    207. 


tr,     =  u,'-u,"- u," -«"+«"  =  -w„. 


14 


Zwj, 


TT^OTg    =    —  3C(Ü 


11 


XP  w       =   5oT 

1      11  4 


w. 


w. 


1  "T 

5     —  2  -f-  1 

37—4  —10 

53     4-11  —19 

97     —41  —19 

113     —37  —52 

137     __46  —  9 

157     -f-69  4-41 

181     —51  —32 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


07. 


W. 


1  T 

229  —  44  4-78 

257  —  10  —  26 

269  4-  Ö5  4-137 

313  —135  4-153 

317  —  27  —141 

389  —127  4-147 

401  —153  —173 

421  —173  —202 


07. 


07. 


1  "T 

433  4-     7  4-186 

449  —138  —205 

509  —     5  4-203 

521  4-213  —  22 

577  —200  —176 

641  4-  69  4-223 

653  —193  —  44 


709  —129  —  33 

757  —     8  —  95 

773  4-214  —242 

797  4-  99  4-314 

829  4-  51  —195 

929  —231  4-374 

977  4-421  —304 


/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^,) 

5 

1—    tTy 

37 

2— 2o7  4-  07^ 

53 

14-    07   —    07 

07 

34-   07^  — 2ocry 

113 

1—  07^4-2Xy 

137 

3 —    07    —    07^- 

—07 
7 

157 

1 —    07   —     07    - 

-O' 
T 

181 

07  4- 2  07 

229 

5— 3aTy 

257 

34-    Wj —    07^- 

-4r 

p 

269 
313 
317 
389 
401 
421 
433 
449 
509 
521 


AtTj) 

P 

5— 2o7^ 

577 

1—    07^  — 207^ 

641 

24-4tr^— 3o7y 

653 

3—  07^4-207^  4-2(ry 

709 

44-  w  —  07 

757 

3op  — 2o7  — 5o7 

773 

24-2tr^  — 3o7^— 4o7y 

797 

44-3aT^— 2o7y 

829 

54-   07j 

929 

44-20^^-    07^ 

977 

14-207^4-  w 


4-407. 


w 


54-4o7^ — 2ti7 
3 —  07^4-407 
1 — 4ocrj4-  117 
14-  rr^-hSw 
24-307^ — 2a7 
2 —  07^4-407 
5 — 4o7 
7—  m, — 2w 


«7. 


otr. 


—  2ar. 


— 4ciT, 


•)  Hier  ist  or  die  gemeinschaftliche  Wnrzcl  der  Congruenz  ojJ  ^  —  2 07  —  3o7  (mod.  «),  und 
des  Systems  der  beiden  Congruenzen  w  —  o^  ^  ^^^  »  ^1^7  ^  3  (mod.  «),  sowie  durch  eine  der 
linearen  Congruenzen  tr  «7    ^  —  3»     ,  oder  07^ w      ^  07    (mod.  p)  yOllig  bestimmt. 
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n==:44 

VI.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
2  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  1.     p  =  40m  —  5,4-7,  —  9, -f- 19; 
w^  =  tu''  -f-  w"*''  -f-  to""''  -f-  w'''  -f-  w"'  -f-  oü"''  4-  w**"  4-  oü"''  4-  w"^''  4-  w"*'' ,     also 


W      =    W  —  Ctf 


17 


w*  4-  w'  4-  w'  —  w"  4-  w*  4-  oü^'  —  w"  —  w"  =  —  w, ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


p 

«'i 

7 

2 

19 

7 

79 

13 

83 

29 

107 

15 

w'—  11  =  0. 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


127    30 


p 

w 
1 

139 

17 

151 

39 

167 

41 

211 

86 

227 

40 

P 

«'i 

239 

49 

271 

108 

283 

119 

347 

59 

359 

27 

P 

^1 

431 

154 

479 

58 

491 

216 

503 

71 

523 

150 

p  Wj 

547  102 

563  176 

607  35 

739  72 

743  312 


P  Wj 

787  166 

811  245 

827  91 

887  394 

919  43 


/(Wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p**). 


p 

/K) 

P 

/K) 

P 

A^,) 

/* 

7 

2—  w^ 

151 

5—  4ar^ 

283 

164-  7ar^ 

503 

19 

54-2aTj 

167 

34-  4cp^ 

347 

7—  6!r^ 

523 

79 

144-507^ 

211 

8—  bw^ 

359 

35—12cPj 

547 

83 

4— 3trj 

227 

13—  6aT^ 

431 

304-llaTj 

563 

107 

174-6w, 

239 

6—  brr^ 

479 

154-  8aTj 

607 

127 

74-4a7j 

271 

24-  bw^ 

491 

204-  9oi7j 

739 

139 

204-7a7j 

64-  7w 
4—  707 
28— llw 
36—1307 
474-1607 
194-1007 


=  -J?. 


P 
743 

787 
811 
827 
887 
919 


29— 12o7 
374-1407 
17— lOw 

84-  9ar 

24-  9o7 

594-20O7 


•)     Hier    ist  o7     diejenige   der   beiden  Wurzeln   der  Congruenz    w'  ^  11  (jnod.  p),  welche 
ip  ist. 

**)     Sie  sind  durchaas  in  den  Miuimalzahlen  dargestellt. 
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n  =  44 
IV,  2.     p  =  44m  -+-  3  ,  —  13  ,  +  15  ,  —  17  ; 

während  w^^  =  2(u;''' +  w''*4- oü*'''-hoü^°''-+- w'^  )  auf  die  fünfgliedrigen  Perioden  der 
Uten  Einheitswurzeln  zurückkommt;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Prim- 
zahlen : 

3,  31,  47,  59,  71,  103,  163,  179,  191,  223,  251,  311,  367,  379,  383,  443, 
467,  487,  499,  587,  599,  619,  631,  643,  647,  691,  719,  751,  823,  839,  863,  883, 
907,     911,     971,     983, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  ii7/i-f-3,  — 2,  +  4,  — 5  in  X=  11. 


IV,  3.     ^  =  44m  —  3,-4-13,-15,4-17; 

tr,  =  w'-  4-  u;-''-  +  u;''-  +  ^^'^  +  w-'»-  -h  '^''"^  +  oü""'*  -4-  w'"''  -h  oü*''  -f-  w""''  =   -  «"»^  , 

d.  h.  die    primitiven  Perioden   kommen  hier  auf  die  4ten  Einheitswurzeln  zurück 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,  17,  29,  41,  61,  73,  101,  149,  173,  193,  233,  277,  281,  293,  337,  349, 
409,  457,  541,  557,  569,  613,  673,  677,  701,  733,  761,  809,  821,  853,  877,  937, 
941,     953,     997, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  jo  =  4m  -|- 1  in  n  =  4. 
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n  «  48 

n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
8  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.  j9  =  48m—  1 ; 

woraus  die  8  primitiven  Perioden: 
Wurzeln  der  Gleichung: 


=  —  w„, 


tr'  —  807*  +  20aT*  —  1607*  +  1  =:  0, 

unmittelbar  sich  ergeben,  sowie  aus  w^w^  =  07^^.1  +  w/^^i  ihre  fundamentalen  Rela- 
tionen zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  Perioden  erster  Art  der 
24ten  w^^  (einschliesslich  die  der  12ten  07^,,  während  Wj^^  =  —  1 ,  w^^  s=  +  1)  und 
der  16ten  tr,^  (einschliesslich  die  der  8ten  Wg^,  während  w^^^  ==  o): 


w!  = 


W.W 

1    a 


tu   07 
16 


2  +  OTj  ,  ^i^i    =    ^4  +  ^6  > 

w  w 
1    ] 

07^  +  07^;        w^w^    =   w,  +  tTj 


07+07«       W  W         =OT+OT       1 
^l     "^  '^  I  >  1     10  9  11  ' 


07j07^    =    1  +  «'s  » 
W^07j    =    07j  +  07^  , 


07  07 
1*^11 


07  tr 


07     : 

10  > 
1+07 


10  ' 


Congruenzwurzcln  mod.  /?.*) 


P 

47 
191 
239 
383 
431 


07 
1 

—  20 
+•  76 
+  87 

—  91 
+  110 


07 
5 

—  8 
+  84 
+104 
+  22 

—  92 


+     9 

07 
^11 

+    11 

P 
479 

07 

+239 

«^5 

+  43 

+103 

w 
11 

+138 

+  46 

—  63 

719 

—263 

—202 

—168 

+244 

—  95 

—  68 

863 

+  127 

—321 

+267 

+424 

+150 

+  41 

911 

+391 

+409 

+  82 

—376 

+  84 

—  166 

p 

47 
191 
239 


1 
2- 


/(o7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

/(Wj)  [  P  /(07,) 

Jj  — 07y  I  383  207j    —207^+07^^ 

^i+«^io+^ii  -^31  2 

479  2o7,^+  07^^ 


07^+07^    —«^10 


207   —07 


m^i)  — p 


p 

/(«^x) 

719 

07^-20Tj^ 

863 

2     — 2aT  • 

911 

2oT  ^^  w 

w. 


— 2ay. 


•)     Hier  ist  tr    die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congrueuz  w^  ^  2  +  w^  (mod.  «),  und 
des  Systems    der    beiden  Congruenzen :    w^  —  tr^  ^  or^  ,  ^i^j  ^  ^  "^  ^$y    ^'^^^    linear  durch 

w  w    ^  07+07    (mod.  p)  vollständig  bestimmt. 
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n»>48 

II,  2.     |>  =  48m  +  23  ; 


woraus  die  8  primitiven  Perioden: 


^1  SS 


^5  ^i9 


W        =5 

T 


07 


Sl 


11  15 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w'  4-  8w®  -h  20w*  -H  IGtr'  +1=0, 

unmittelbar  sich   ergeben ,    sowie   aus    w^wj^  =  —  w^.^  +  w^^^    ihre  fundamentalen 

Relationen    zu    einander    und    zu    den    nichtprimitiven    Perioden,  d.  h.    den    w^^ 

(denselben  wie  in  II,  i)  und   den  w,^,   welche  die  Perioden   2ter  Art  der  16ten 
Wurzeln  sind: 


^1 

=  -24- 

«^.' 

w^w^  « 

-a.,4- 

«'s» 

w  w     = 

=  l-tr, 

,             « 

'i°^ii  == 

-«'loJ 

OTjW,    =    - 

-0^,4- 

w,, 

— 

l  4-a 

^o5 

w  w    = 

-0^,4- 

^i^ 

-0^,4- 

w     : 

11  > 

16 

—  t 

^  + 

«^r; 

14 

—  Wj  4- 

w^. 

Congruenzwurzeln 

mod. 

;>.•) 

p 

23 

'l 

4-     8 

«'s 
—     6 

4-  11 

«^11 

4-     1 

P 

599 

07 
1 

—193 

tv 

5 

—183 

4-126 

w 
11 

—  22 

71 

—  32 

—  35 

4-     7 

—  26 

647 

4-296 

4-109 

—234 

—309 

167 

4-  18 

—  12 

4-  55 

4-  29 

743 

—  180 

4-252 

—276 

4-262 

263 

—  23 

4-122 

—  41 

—  16 

839 

—257 

—346 

—248 

—223 

311 

—143 

—  146 

4-  57 

—  138 

887 

4-317 

—221 

—  51 

4-  25 

359 

—174 

4-137 

4-  62 

—  84 

983 

—  77 

4-187 

—  58 

—465 

503 

4-234 

4-148 

4-167 

—  171 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  ß^u) ,  w^) ,  welche  hier  nicht  erhoben  ist. 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(i  ±  OT^j)  =  2  .  23  ,  iV(l  —  w,  4-  Wj)  =  8  .  23  ,  N(w^  4-  w^)  =  2.71, 

AV,  -  tr,  -  tr,)  =  23.71. 


*)  Hier  ist  w  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  w  ^  —  2  4-  tr  (mod.  t>), 
und  des  Systems  der  beiden  Congruenzen  w  4-  oj  ^  w  ,  ^,^j  ^  1  —  ^^  (mod.  t>),  aber  auch 
durch  die  lineare  Congruenz  «r  cp    ^  —  ar   4-  W-  (mod.  p)  völlig  bestimmt. 

65^ 
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n  =  48 

II,  3.     p  =  48m  —  23  ; 

tr^  =  u)"  -h  u}-^*''  =  0, 


tTj^    =    2(JU' 


d.  h.   die   nichtverschwindenden  Perioden  reduciren   sich   auf  die  24ten  Einheits- 
wurzeln,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

73,     313,     409,     457,     601,     937, 

haben  desshalb  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  24m  +  l  in  n  =  24. 


II,  4.     p  =  48m  4-  17  ; 


m    =  to'-4-w"''  =  to-"'-  =  w'^ 


d.  h.    hier   reduciren   sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  16ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

17,     113,     257,     353,     401,     449,     593,     641,     881,     929,     977, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  I6m+l  in  n  =  16. 


II,  5.     p  =  48m —17;         w^  =  w'' 4- w 


-llr 


also  die  8  primitiven  Perioden: 


W.    =    U)  —  W       =    —  07. 


^5    =    W*  -4-  W^^    =    —  tTjg, 

(T    «    =    W        —  (Jü         =    —  W 


w        =    W       -4-  'M        =    —  w 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w 


4-  407®  4-  14o7^  +  Bot'  4-  4  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  Perioden  4ter  Art  der  24ten  (oj^^  =  w*'' 4- w"*")  und  erster  Art 
der  IGten  Wurzeln  (w^^,  einschliesslich  die  der  4ten  07^^  wie  in  II,  l)^  während 

t!7^^  =  0,    w^^^  =  2üü^®''  (3te  Wurzeln): 


07;    =   2^;**-  4-  07,  , 

07     =2  —  07  : 

1     17  6  ' 


07   07       ^^^^    O' 


07 


9» 


OT   W 
1      16 


=  2^u , 


07   W      2=    O^     . 
1     S  6  ' 


07   07       =     ~^  07        . 
13  '^^lO  ' 


07   07  =    07     —  07        : 
1      10  5  17  ' 

tr  07  ^  2o7 

*1^33  *15  • 


07   07         ^s=    07 
1     18  3 


07 


16 


,07-   =  —  2üt}      -h  w      : 

1     9  '  10  * 


IC  ^1        ^ij  ^ 
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«  =  48 

CoDgruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

31 

«^1 
—     1 

tv 

5 

—     8 

4-     9 

4-     6 

367 

tr 
1 

—  119 

«^5 

—  13 

tv 

u 

—  22 

tu 

IT 

-t-  87 

79 

—  32 

4-  17 

+     4 

—  22 

463 

4-142 

—  54 

4-201 

4-204 

127 

4-  36 

—  56 

4-  23 

4-  49 

607 

4-126 

—  81 

—  95 

4-149 

223 

—  48 

—  70 

4-  99 

—  88 

751 

4-311 

4-  39 

—157 

—  138 

271 

^112 

—  117 

4-  24 

—     4 

991 

4-341 

4-411 

4-134 

—225 

/((tJ,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.**) 


p 

/(tn,) 

V 

•^'^^^^        ,. 

;> 

/K) 

31 

79 

127 

l4-t»j 

l+^'lO+^lT 

271 
367 
463 

3— tüj  4-w    — aTjy4-w 

607 
751 
991 

aT,-tiT„-trj^4-c« 

l-^j-«^io+«^iT 
3— tüjy4-2w" 

223 

14-tr,  4-W5 

S2 


II,  6.     p  =  48m  4-  7  ;         tü^  =  w"  4-  cu^'^ , 


also  die  8  primitiven  Perioden: 

m^  =  w  4-  w'  =  ~"  ^3s  » 


&  11  13  19 

tiT.   =  c«;    — Oü       =  — OT--,  tr,_   =  c«;      — u;       =5— tu,. 

«  1113  19 


07^^  =  w"4-w"  =  —«'41 


Wurzeln  der  Gleichung: 

tr'  —  4tr®  4-  14w*  —  8tr'  4-  4  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  ar^^  (denselben  wie  II,  5)  und  den  tUj^,  d.  h.  den  Perioden  2ter 
Art  der  16ten  Wurzeln: 


1 

-  -2aü"4-tr,, 

tr  tr 

-        2       tr^ ; 

tX7  tu 
13 

=  «^j  +  «^9  » 

tiT  tr 

1     16 

—    2t3(7       . 

17  » 

tr  tr 

15 

tr  tr 

13 

tr  tr 
1    10 

tu  tr 
1    33 


=  tu. 


=  tr 


10» 

—  tr. 


—  2trg. 


tr 


IT  ' 


DU   CF 
1     13 

tr  tr 

19 

tr  tr 

16 


=  2, 


2w^*  4-  07 


10  > 


=  tu   4-  CF     : 

7  ^^       13  > 


*)  Hier  ist  tr  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  trj  ^  2w"  4-  tr  (mod.  jt?), 
nnd  des  Congruenzensystems  07  4- tr  ^  tr  ,  ^-^i-i  ^  2  —  tr  (mod.  p),  aber  auch  völlig  be- 
stimmt durch  tr  tr    ^  t>7j  —  tr    oder  tr  c«^^  ^  tr      (mod.  |?). 

**)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  -^  steht  2w^* ,  2w''  anstatt  or     ,  W-«  . 
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nr»48 
Congruenzwurzeln  med.  /?.*) 


p 

7 

w 
i 

—   1 

«^5 

—  3 

w 
11 

—  2 

tu 
—  2 

P 
631 

«^1 
—  117 

w 
s 

+312 

w 
11 

—154 

+  17 

103 

+51 

+  27 

+  33 

—  23 

727 

+222 

+  44 

+  49 

—  88 

151 

—16 

+  7 

—  71 

—  27 

823 

—379 

+186 

—267 

—338 

199 

4-97 

—  8 

+  52 

—  31 

919 

1 

+176 

+132 

—366 

—  90 

439 

+63 

+  57 

+146 

+139 

967 

+216 

+396 

—425 

—414 

487 

+68 

235 

—211 

+192 

P 

7 
103 
151 
199 


1+w, 

tu.. — w 


13 


17 


— Oü 


sa 


1+OPj   — tüj   — 


w 


33 


/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  ^.**) 

P  /(tTj)  p 

439     l+2trjj+c[Tj  — tr^^  823 

487  a^5+°t^i3+a^i7+'«'*      ^19 

631     1+  Wj— tFj  +ti7j  — w         967 
727     3—  tr^+tTj  +aTj^+w^* 


3 — 2aT  +2aT  — w  — tr 
1 — 2w  +tF  +tr    — tF 

1^^     8^^     10  IT 

307^— tüj— Wj+2Wjj+tFjy+3od'* 


II,  7.     jt;  =  48m  — 7;  tr,  =  w'^  +  w""', 

also  die  8  primitiven  Perioden: 


tr     —  Oü  —  (jü^     =  —  tr^^ 


11 


tTj    =    W      +  W  =    —  OTj^  , 


91 


tu,    ^W     CU         =—  tP" 


SS  ' 


Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  + 81  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  8 ten  Einheitswurzeln  w^^  =  —  w"'^  (oder  w^^  =  2»*'"  und  ebenso 
w^^  =  w"",    tr^j^  =  2w'=''),  während  w,^  =  0,    07,^  =  1  =  —  tr^g^- 


.18 


ot;  =  —  sw" , 

tü,tr„  =  —  ti7. 


w 


jtTj  =  3u;'  , 


^l^T    =    ^» 


tr  (T      =  Söü      z 
i    11  ' 


1    3 


11 


W.W.  =  2a7_  u.  s.  w. 

1      o  7 


*)  Hier  ist  07  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  w  ^  —  2««;  +  ay  (mod.  p), 
und  des  Congruenzcnsystems  w^  +  tr^^  ^  tr^  ,  07^0?^^^  —  2  —  w  (mod.  p);  aber  auch  Uneir 
vollständig  bestimmt,  sei  es  durch  ^^07    ^  tu    +  w    oder  durch  07  ou'     ^  tr    (mod.  p). 


•*)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  -J-  steht  hier  2tt;^*''  anstatt  tu 


i«r  • 
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n  =  48 

Congruenzwurzeln 

mod. 

;>.•) 

p 

41 

w 
1 

14 

«^5 

—     3 

«^7 

+    9 

4-     1 

P 
569 

«^1 

61 

«^5 

4-126 

4-  84 

tu 
—173 

89 

17 

—  44 

—  26 

—     6 

617 

187 

4-126 

4-  99 

—  79 

137 

39 

-*-  64 

—  21 

—  45 

761 

309 

—125 

4-133 

—140 

233 

116 

-1-  72 

—     6 

4-  68 

809 

347 

—322 

—394 

—  103 

281 

35 

—112 

—  24 

4-133 

857 

228 

—  61 

—327 

—  14 

521 

161 

—198 

+178 

4-150 

953 

334 

4-  87 

—311 

4-230 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  f(uj ,  w^) . 

Normen  complexer  Zahlen  in  w- 

N(l  ±  tiTjj)  =  2  .  41 ,         iV(a;"  —  tr^  4-  w^j)  =  2  .  89  ,         N(2w^  4-  w")  =  89  .  233 


III.     p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
4  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen : 

III,  l.     p  =  48m  4-  5  ,  —  19  ; 


ir 


.»5r 


Wr  =  w''4-oü     4-c«;"'^4- 


^    _19r  /v 

üu  =  0  , 


m  ^  =  2(w"-  4-  w*"0 


«r 


d.h.   die   nicht  verschwindenden  Perioden   reduciren   sich   auf  die  Perioden  6ter 
Art  der  24ten  Wurzeln,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,       29,       63,     101,     149,     173,     197,     269,     293,     317,     389, 
461,     509,     557,     653,     677,     701,     773,     797,     821,     941, 

haben    daher    auch    hier   keine    anderen   Primfactoren    als    die   p  =  2im  4-  5    bei 
n  =  24  (II,  6). 


III,  2.     p  =  48m  —  5,4-19; 


as 


I9r 


.3r 


tr^  =  a;'"4.w-*'-4.  w"'-4-w^»'-  =  o,         ^^^  =  2(a;"' 4- 


(Ü 


-10 


0, 


d.  h.  die   nicht   verschwindenden   Perioden   reduciren   sich  auf  die  Perioden  7ter 
Art  der  24ten  Einheitswurzeln,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  : 

19,       43,       67,     139,     163,     211,     283,     307,     331,     379,     499, 
523,     547,     571,     619,     691,     739,     787,     811,     859,     883,     907, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24m  —  5  bei  «  =  24  (II,  7). 


•)     Hier  ist  w    diejenige  Wurzel  der  Congpienz  orj  ^  — 3cü*'  ,  welche  >  0  und  <  -J-p  l^t. 
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n  =  48 
III,  3.     ^  =  48/n  4-  11 ,  —  13  ; 

d.  h.  die  nicht  verschwindenden  Perioden  reduciren  sich   auf  die  Perioden  2  ter 
Art  der  24ten  Einheitswurzeln,  und  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

11,       59,       83,     107,     131,     179,     227,     251,     347,     419, 
443,     467,     491,     563,     587,     659,     683,     827,     947,     971, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24/n4-li  bei  «  =  24  (II,  2). 

III,  4.    jE>  =  48m  —  11 ,  +  13  ; 

w^^  =  4w*'',  hier  reduciren  sich  also  die  nicht  verschwindenden  Perioden  auf  die 
12ten  Einheitswurzelu  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,         37,       61,     109,     157,     181,     229,     277,     349,     373,     397, 
421,     541,     613,     661,     709,     733,     757,     829,     853,     §77,     997, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  I2m  -f- 1  in  n  =  12 . 


Anmerkung  zu  n  =  48.  Während  hier  achtgliedrige  Perloden  überhaupt  nicht  mehr 
Yorkonuncn,  bieten  auch  die  Combinationen  von  8  Wurzeln  nichts  neues  mehr  dar,  was  nicht  schon 
bei  n  =  24  vorgekommen  wäre  (vgl.  n  =  24,  Anm.)> 


521 


n 


52 


1.     p  ^  b2m  +  1 . 

24  primitive  Perioden,  deren  Gleichung: 

«"  -  «"  +  w"  -  :«"  +  «^*  -  w'*  +  w"  -  w"  4-  «•  -  w*  +  w*  -  «"  4-  1  =  0 , 


wodurch  sich  von  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  13ten  und  4ten  Einheitswurzeln, 
die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen: 


tu 


IS 


==  —  w  -i-  w'  —  w*  +  w'  —  w*  4-  w"  4-  w"  —  w"  4-  w"  —  w"  4-  w"  —  w'*  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


P 

53 
157 
313 
521 
677 
937 


a; 
4-  26 

—  23 

—  35 
4-  10 
4-229 
—379 


w 

—  20 

—  78 
4-     6 

—  42 
—314 
—239 


—  5 
4-  29 
4-151 

—  32 
4-197 
—393 


12 

45 

8 

74 

143 

411 


9 


4-  3 
4-  59 
—  97 
—106 
4-  66 
-t-171 


.  11 

(t- 

14 

—  32 
4-115 

—  180 
4-282 
4-  93 


P 

53 
157 
313 
521 
677 
937 


—  19 
4-  54 

—  49 
4-  55 
4-  12 
4-403 


—  18 

—  8 
4-  71 
—231 
—318 
4-400 


4-  22 
4-  7 
—  39 
—176 
4-303 
—440 


.  »1 

ou 

—  21 

—  65 
4-114 
4-114 
—244 
—453 


8 

—  2 
4-  52 

—  62 
—304 

—  345 


4-     2 
4-  41 

—  152 

4-  52 

—  68 

—  89 


•)     Vgl.   /.  =   13  und  w  =  4  hier  und  in  den  folgenden  Tafeln. 
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«  =  52 

Congruenzwurzeln  mod.  p^  für  p  =  53. 


Oü 


tu 


U) 


Ui 


4-26—  9p—  5p'         —134-22^4-24^'         —20—  6p— 26p'         4-104- I4p4-  8p' 


CO 


ÜJ 


U) 


OD 


—  54-l4p4-  8p'         — 24— I7p4-21p'         4-12— 262;4-2qp'         —  64-17p— 10p' 


(U 


M 


10 


!m) 


.11 


ou 


IS 


4-  34-16p—  3p'         4-254-19p— 18p'         4- 144- 16p— 17p'         —  7— 21p— 14p' 


bu 


13 


M 


14 


ÜJ 


IS 


a; 


16 


—23—  9p4-10p'         — 154-15p— 22p'         — 19— 12p4-14p'         —174-  9p— 19p' 


CO 


17 


'JÜ 


18 


(x; 


19 


OD 


to 


—184-  8p—  6p'         4-  9— 10p— 25/?'         4-22— 19p4-26p'         —114-  8p4-  9p' 


ÜJ 


31 


DU 


39 


ÜJ 


33 


W 


34 


— 21— 16p4-llp'         — 16— 25p4-    p^         4-  84-16p4-  3p'         —  4— 23p4-  7p' 


(*) 


35 


4-  24-19p— 26p'  . 


P 
53 


^oü),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Die  Primfactoren  ß^üj)  sind  wirklich  fittr  2  der  obigen  Primzahlen : 

p  =  313,    ß,üj)  =  1— w— ciü*;  p  =  677,    /(c».)  =  14-w*— w' ; 

Für  die  übrigen  sind  sie  ideal,  in  3ter  Potenz  wirklich:*) 


157    l— 


33 


•3w  —  w*  —3c«;*  4-3c«;^  —   cu'  4-  w^°4-  w^^4-  2oü"—     oü"4-3w"—  w"—  2w"4-2tt> 

— 2w'*4-  2w'*- 


Ctf 


521     6— 


937     1—  w 


8a;'4-3w'  4-4w*  — 4:«*  — 4w®  4-3w'  4-9w'  — 10w^®4-  4w"4-9w"4-4w"4-  7w^*-f-5«w 

4-lloü^^4-15w'°-h2w'^4-6w"4-10eü'*— 6w 

4-  w'  —  to*  — 2w*  4-2w®  4-7w^  — 6:«'  4-  8w"4-  3w"— 9w"— 6w"4-  5w"-+-6£iü 

— 6c«;^'—  9w"4-  3c«;^'4-8w'®-4cü"4-  7w'*-f-2flti 


*)     Für  p  =  53    mittelst  obiger  Congruenzwurzeln   mod.  p' ,   für  die  übrigen  sodann  ans 
den  Normen  hergeleitet:  ^^(i-f-üü^+ct^*)  =  53.  157,     iV(l— »**—(«"— w'*)  =  53.521  , 

iVr(l— w'— tt;*4-w")  =  53  .  937  . 
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n  =  52 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     p  s=  52m  —  1  ;     w^  =  w'  4-  w""  =  W  —  w"-'' 
womit  die  12  primitiven  Perioden  : 


tOj    =    —  «7^5  , 


W. 


—  w 


17 


8  8t  » 


11  15 


O^j    =    —  «Tjj  , 


O^y    =    —  OTjg  , 


unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  tü^tüj^  =  w^^^^  -h  w^^^,  ihre  fundamentalen  Re- 
lationen zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  zweigliedri- 
gen der  13ten  Wurzeln  w^r  (oder  der  26ten  w^^),  während  w^^^  »=  o  ist. 


Congruenzwurzeln  mod.  p.     (Vgl.  X  =*  13).*) 


p 

103 

«^1 
5 

^3 

+     7 

^5 

—  50 

—  24 

«^9 

4-  13 

4-  14 

311 

68 

4-118 

4-145 

—  133 

4-  24 

—  79 

467 

174 

4-209 

4-176 

4-  12 

4-214 

—  43 

571 

263 

—260 

—  38 

4-227 

-t-160 

—  58 

727 

359 

4-195 

4-110 

—     6 

4-344 

—260 

853 

97 

4-243 

—283 

—179 

4-311 

4-377 

A-i), 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

m-^,) 

=  -;?. 

P 

/(«i) 

P                 A^^) 

P 

A^,) 

103 

14-w^— Wj 

467     24-aTj— tüj 

727 

l-«^ii-«^i6 

311 

571     14-aT^     «^r+^^ii     «^jo 

853 

tTj       ^t       ^8       '^U"*'^»* 

•)     Hier    ist    w      diejenige    der    beiden  Wurzeln    der   Congruenz    wj 


2  —  tu 


welche 


Onnd  <  -J-p  ist.      Was  bei  X  =  13  ,  I.    »J^  i  »?| ,  »J,  ,  »J,  ,  *?.  ,  »Jj  heisst,  ist  hier  resp.  w^  ,  tn^ 


16 


W 


90 


(V 


19  » 


94- 


66« 
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n  =  52 
n,  2.     J9  =  52/H  -h  25  ;         tr^  =  cü**  -4-  w"''  =  w'"  -i-  w""'' , 

womit  die  12  primitiven  Perioden: 

OT^    =    —  OTjy  ,  «^,    =    —  ^29  »  «^5    =    —  ^31  '  07^    =    -  W„  , 

^9    =    —  ^35  »  ^11    =    —  ^IT  • 

unmittelbar  gegeben  sind;  sowie  durch  w^w^  =  —  aT;t_i  +  Wj^^j  ihre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  w^^  (resp.  w^^, 
denselben  wie  in  II,  i)  und  w,,^  =  2c«;"'"  (den  4ten  Einheitswurzeln). 

Congriienzwurzeln  mod.  p.  *) 

(Vgl.   >.  =   13  und  n  =  4). 


p 

181 

07 
1 

-h  62 

3 

—  44 

w 
i 

51 

T 

—  79 

«^9 

—  65 

11 

+  50 

283 

—  29 

—  11 

+  76 

+  4 

+  34 

—  1 

337 

—  131 

—  20 

—  63 

—  153 

+  28 

+155 

389 

—  63 

—  109 

+  181 

—  12 

+  14 

—  21 

701 

4-  74 

+268 

+  136 

+278 

+  176 

—  25 

857 

+316 

—  153 

+  6 

+258 

+224 

+234 

A^i)y  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 
Sie  sind  wirklich  filr  die  beiden: 

p  =  283  ,        firp^)  =   1  4-  or,^  ;  p  =  701  ,        /(w^)  =  w^-h  w^^  . 

Für  die  übrigen  Primzahlen  sind  sie  ideal,  in  3ter  Potenz  /'(Wj)  wirklich:*) 

181  5+2ocT^— 3x^+207^+  tTj,— SaCy  — 3trjj+4a7^^ 

337  1-   tr^—   ar^+  op^—  tr'y-2(r^+2or^+2tr^,— 2trj.^+  xr.^^-Zw^^ 

389  1— CaTj+4tr3+2(r^  — 3trj.+3Dr^—  xr^+  tr^   -  rr^^+4w^^—  tr^^    (iV(2-try— w^)   =   389*). 

857  701^—20^3+  tr^+9ti7j-6cry+6trg+7rrg  " ^^n—  °^i2+2^i6+^°^jo 


•)     Hier   ist  tr      die    gemeinschaftliche  Wurzel    der  Congruenz  w    ^  —  2  +  w     (mod.  p), 
eines  Systems  von  6  Congruenzen,  deren  erste  iTj — ^3+^5 — op^+w«  —  o?,.  ^  — ^       (mod.  «), 


und 

.13 


aber  auch  vollständig  bestimmt  durch  w  üj      ^  —  w      (mod.  p), 

•*)     Sie  sind  aus  dem  idealen  Factor  von  5  (in  IV,  2),  woraus 
JV(l+ir  +07  +07g+trjj)  =   125*  =  25^     folgt,  hergelehet  mittelst  der  Normen 

iVil+tsj^+CTj^)  =  25  .  181  ,  M-^j,  4-  oPy+tF^+tPj^)  =  25  .  337  , 

A^(l+aTj— üT^^— (T^g)  ==  25.389,  ^V(ccrj— ccr^+tr^g+tr,^)  =  25.857. 
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n  =  52 
/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^,) 

29 

l-BT, 

61 
113 

^-^-^,   +«^T    -«^17  +  ^,8 

269 
373 

«^4-^16+^17 
°'5"-^16--'^38 

p 

601 
653 
757 
809 
997 


1+  tr,—  w^  — Wj  4-tF^g 
14-  tr^+  «^i6-"«^i7 
14-  tü,4-  tTy  4-tiTj  ■^■"^is 
2trj4-  w^  4-aTj  4-0^,^ 


— or 


17 


w  — 2op 

5  8 


IV.     p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
6  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     p  =  b2ni  4-5,4-21, 


tr,  =  oü»  4- to"  4- ou"  4- w"  =  —  «'js» 


also  die  6  primitiven  Perioden: 

tTj  =  üü  4-  w*  4-  oü'*  4-  f«J*^  =  —  tpjy , 

7  9  19  17 

w^  =  üü    —  oü    4-  oy      —  w       =  —  tTg  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  viergliedrigen  Perioden  tr^^  der  13ten  (oder  w^^  der  26ten) 
und  den  4ten  Einheitswurzeln  w^^^  =  4üü^''',  nämlich: 


tTj    =    —  3  —  "^4  "^  °^8  ' 


tr 


w     =   —  1  4-  tr 

1     J  ^^       16 


tr 


w    ^=^  —  1  4-  tr    1 


tr  tu     =  —  U) 


13 


W. 


tr  tr     =  4w      —  tr    —  2tr.  , 

18  3  7  ' 


.13 


tr  tr      =  —  {«;      —  tr    : 

1      16  1  » 


tr  tr      —  — 
1    11 

^^8- 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P 

.*) 

p 

5 

4-     1 

^3 

4-     1 

^7 

4-     2 

P 
541 

tr 
1 

4-   89 

tr 

3 

—  117 

tr 

^7 

4-258 

73 

4-  32 

4-  29 

4-  30 

577 

4rl35 

—225 

r-241 

109 

4-  42 

4-   12 

—  46 

593 

4-133 

4-180 

-t-   30 

229 

—  113 

—  51 

4-  45 

733 

4-251 

—  125 

4-   23 

281 

4-120 

4-130 

4-  43 

853 

4-175 

4-  27 

—372 

317 

—  20 

4-  97 

—     3 

941 

4-399 

—203 

—436 

421 

4-182 

4-  11 

4-200 

•)     Hier    ist    tr,    völlig  bestimmt  durch  m^w^^  ^  —  tr    (mod.  |?),    sowie  als  die  gemein- 
schaftliche Wurzel  der  Congruenz  tr!  ^  —  3  —  tr .  -4-  tr    (mod.  ü),  und  des  CongruenzeDsystems : 

i «  *  4  8-* 

—  ^i^j  +  ^j^y  ~"  ^1^1  ^  ^  »        ^1^1*^7  ^  ***      (mod.  p).     Was 


w   —  tr 


tr. 


—  (*) 


hier 


w^  ,  tiT^  ,  tTjg  ,  heisst  bei  X  =  13  tj^  ,  »j^  ,  »j^ 
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n  =  52 
Congruenzwurzeln  mod.  p^  fur  p  =  5. 


—29 


w 
j 

4-16 


w 
4-12 


tu 

4 

4-59 


tv 

8 

4-28 


16 

4-37. 


p  = 


Die  Primfactoren  /(tr^)  der  Primzahlen  p 
sind  wirklich  för  die  folgenden  3  Primzahlen: 

109,    ßw^)  =  1  —  2t3(7j  4-  Wj  4-  tr^  4-  w^  ;        />  =  229  ,    /(aj^)  =  1  4-  w^ 

^  =  941 ,    jt^i)  =  1  4-  2aTy  4-  w^g  . 


tr 


8  » 


P 

5 

73 

281 

317 

421 


Für  die  übrigen  sind  sie  ideal,  in  3ter  Potenz /'(t^^)  wirklich.*) 


14-    «7^4-    tüj 

114-13tiTj—  9aTj--  6w^— 24aTy  4-  tr^ 
94-     Wj —  6Wj —  7aTj —  6oPjg 

IGoTj—  SoPj—  6w^— 23Wy  +2wjg 
3— 62w,4-34w,4-25a7,--14ay.  4-2ay,^ 

X  1  7  8  i  6 


541 
577 
593 
733 
853 


—  1607 

8  "*^i« 


84-  3aTj4-llWj—  2aTy4-  2w 
33—  4aT^4-  5aTj— 41ayjj— lloTjg 
154-3307^— 25oPj— 60try—  ^w^  4-  307^^ 
24— 23a7j4-46a7j4-26a7y—  2»^  ""^^'^i« 
10—  2a7,4-25tü,  —  2a7^4-  6(r-  4-  707. 

X  3  4  7  o 


•)     Für  p  =  b  ist  /^(Wj)    mittelst    obiger  Congruenzwurzeln    mod.  p^  ermittelt,    für  die 
übrigen  Primzahlen  durch  den  Factor  von  5  aus  folgenden  Normen: 


N(l  4-  tr,  —  ir^)  =  5  .  73  , 

N{3  4-  w^)  =  5  .  317  , 

JV(1  4-  w,  —  07,  4-  tu,  —  tr^g)  =  5  .  541  , 

N(2  4-  ti7^  4-  2oT,)  =  5  .  593  , 

N(l  —  tWj  —  07,  4-  tr^  —  07jg)  =  5  .  853  . 


N(w^  4-  07,  4-  tJ7^)  =  5  .  281 , 

N(2  4-  07^  4-  07,  —  07,)  =  5  .  421  , 

N(3  4-  tr,  —  OT,)  =  5  .  577  , 

N(i  —  07j  —  2o7,)  =  6  .  733  , 
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n  =  52 
IV,  2.     p  =  52m  —  6,-21; 


also  die  6  primitiven  Perioden: 


y  =  w^  4-  w"  4-  w"  4-  cü®  =  —  (üj. 


07. 


(U 


(JÜ 


11 


e«"  -  ui"  =  -  w 


11 


mit   den   fundamentalen  Relationen   zu   einander   und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  w^^  (denselben  wie  IV,  i),  während  07^,^  =  0, 


1 

__  — 

4  4-  2  CT    —  w       , 

W   07 

-07^- 

-^8' 

w  w 

=  — . 

207     —  07     — 

1           *^3 

"^7 

» 

07   07 
18 

-    TT,, 

Congruenz wurzeln  mod.  p. 

p 

31 

14 

"^2 

4-  9 

07 

—   12 

P 

307 

«^1 

134 

07 
1 

4-152 

—  40 

47 

12 

4-20 

4-  17 

359 

47 

4-  31 

—  66 

83 

33 

—24 

—  27 

463 

109 

4-202 

4-  41 

151 

28 

—25 

—  36 

499 

107 

4-127 

4-  94 

239 

79 

4-56 

4-109 

619 

294 

4-  88 

—241 

07j07y  =  OT^  —  Wjj  ; 


07.07 


=  07    4-  or   . 

16  Wj  -i-  Wy  . 


p 

811 

«'i 
49 

—  11 

+383 

827 

387 

—316 

-*-  49 

863 

255 

4-369 

-f-242 

967 

65 

--428 

—231 

983 

31 

—482 

+128 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  wirklich  in  der  Form  /(m  ,  o»^),  welche  hier  nicht  erhoben  ist. 


Normen  complexer  Zahlen  in  4}- 


aV(2  —  tTj^  —  w^)  =  3l\ 
N(l  —  07^  —  oPj  —  07^)  =     8  .  83  , 

N(b  —  oPj^  —  wj  =  499  .  47  , 
N{3  —  tPj  4-  0P7  —  tr^)  =  8  .  811   u.  s.  w. 


iV(3  +  2a7j) 
Ar(3  «  tü^  -.  ^^) 

A-(3  —  07,  +  07^) 

A'(14-2a7y  — o7g) 


31 . 307 , 
8.47, 
83  .  47  , 
.151  .  31  , 


*)     Hier  ist  tr^  diejenige  Wurzel  der  Congruenz  o^J  ^  —  4  +  2o7^  —  07^     (mod.   w),   welche 
Ound<:iP' 
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n  =  52 

V.     p  zum  Exponenten  6  gehörig. 


4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     p  =  52/?t  — 9,4-23; 


-9r 


(ü^  =  oü*"  4-  w     *"  -f-  w 


-»Jr 


9r 


—  w-"-f- w  '^4- w 


a»r 


also  die  4  primitiven  Perioden: 

.17 


OT       =    W     —  OU 


5     ,         7 

w    =  w    4-  w 

Wurzeln  der  Gleichung: 


w'    —  w"  4-  w'    4-  w" 
c«"  -  ,;"  -  c"  4- tt," 


07 


15 


07*  —  1307*4-13  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  sechsgliedrigen  der  13ten  Wurzeln  w^^  (oder  der  2ßten,  07^^) 
während  07^,^  =  0, 


07.     =    5  —  307     , 


p 

23 

43 

127 

179 


OT 
1 

2 
12 
11 

18 


07   OT 
IS 


1  4-  2o7^  ;         OT^OT^ 


—  2oTj  4-  Wj  I 


OT,  O^^    ^=    OT     ^—  OT 
18  15 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


07 
5 

—  3 

—  16 
4-20 

—88 


P 

199 

251 

283 

439 


OT 
1 

27 

41 

103 

12 


OT 


s 
49 

66 

21 

93 


p 

491 

07 
1 

103 

OT 

4-130 

P 
751 

07 
1 

122 

07 
5 

—  30 

563 

18 

—  189 

823 

369 

—  46 

647 

80 

4-219 

907 

169 

4-399 

719 

72 

4-235 

y(a7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(w^  =  —p. 


p 

/(t^i) 

P 

A^,) 

23 

2—     OT^ 

251 

2 —    OT   —    07   — 07 

43 

0Tj4-aT3 

283 

1 —  07  — 2aT 

1               8 

127 

2— 2aTj4-a7j 

439 

4 —  ^,"+"  ^5 — ^ 

179 

3— 2a7j 

491 

2—207^4-  tTj 

199 

2 —    OT    — 07 

563 

44-3a7j 

P 

/(a?,) 

647 

1  — 207^-207^  — 207j 

719 

1— 2aT,4-3nT. 

751 

24-  07, — 207^4-  07^ 

1                         T                         d 

823 

14-    w  — SOT  — 207 

907 

14-    OT-  —  20T, — 407- 

13                   8 

*)     Hier     ist    07^     diejenige    Wurzel     der    Congruenz     otJ  ^  5  —  3o7    (mod.  p) ,     welche 
0  und  <C  ^p  • 

67 
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n  =  52 
V,  2.      p  =  52//i  — 3,  +  17; 


also  die  4  primitiven  Perioden: 


tüj   =   cy    —  w"4-w'    4-w"  — w'-f-w*^   = 

W       =    ÜJ     CW        'M        -f-C«,'        Cü        —  W       = 


—  W-  . 


—  tr. , 


3 

r 
7 


Wurzeln  der  Gleichung: 


07*  +  707*''  -f-  9  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiveu  Pe- 
rioden, d.  h.  den  w^^  (denselben  wie  in  V,  i)  und  w^^^  =  6»"**  (4te  Einheits- 
wurzeln) : 


wj 3  +  oP^, 

tr  tr     =  3  : 

15                 ' 

"i"» 3*"  ; 

l      13                              4 

tr 


13 


jtr^  =  4w      +  tTj  , 


Congruenzwurzcln  mod.  j[>*). 
(Vgl.  X  =  13 ,    n  =  4). 


p 

tr 
1 

tr 

4 

P 

^1 

tr 

5 

P 

tr 
1 

w 

5 

P 

tr 
1 

^5 

17 

—   1 

-  3 

257 

+  25 

—  41 

569 

—  254 

4-168 

797 

—  277 

—305 

101 

—  32 

-f-22 

277 

—  103 

4-  43 

641 

4-260 

—  106 

881 

4-249 

4-138 

173 

4-  6 

—86 

433 

—  183 

—  71 

673 

—  317 

4-259 

953 

4-399 

4-  43 

p         A^,) 

17  1-j-    tTj 

101  2—  tr^— 2tü^ 

173  1-207. 


J{^j)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P  /K) 

257  24-  07^-20'^ 

277  w^—'2rr^ 

433  44-2oc,4-  or^ 


/(tr,) 


569    44-2tr,4-3a7j 

641     3—  OT^— 2tr^— 2irj 

673     2—  07,—  07^  —  30^^ 

14  9 


P  /(tr,) 

797  54-  07,- tp^4-  Wj 

881  4— 307,- oPj 

953  44-2orj4-t3cr^— 2trg 


*)     Hier  ist  tr     die  gemeinschaftliche  Wurzel   der   Congruenz     tr,  ^  —  3  4-  tr     (mod.  w), 


und    des    Congnicnzensystems    tr    4-  ^.  ^  — 


(JÜ 


13 


.13 


tx7,tr,  ^  3  (mod.  p),    sowie    linear    durch 


07  w      ^  —  tx7    (mod.  p)  völlig  bestimmt. 
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w  =  52 

Die  Primfactoroii  der  Primzahlen  p 
haben   die  Form  f{w  ,  rr^)  =  </)(aTj)  —  ^j^^  <\>^(^^) , 
wo  tTi  =  w  —  w' +  f/r' 4- üi^^  —  £«^"  4- oü**    die  sechsgliedrige  Periode   2ter  Art    (vgl. 
V,  1)  der  52ten  Einheitswurzeln,  N(i){w^)  =i  7p,  N<p^{w^)  =  2p  und  N^f(üi ,  w^)  ^  p. 
Die  folgende  Tafel  gibt,  unter  Weglassung  des  constanten  Bestandtheils  —  u. ,  nur 
<J)(trj)  und  4>i(tr^).*) 


P 

7 

11 

19 

59 

67 

71 

103 

167 

223 

227 

271 

331 

379 

383 


4-    6  +  tr 

-h    5  4-  207 

4-    4  4-  3tr 

4-10  4-  2x 

4-    1  4-  Cx 

—  22  4-  tr 
4-  33  4-  2tr 
4-34—  CT 

—  38  4-  3tr 

—  4  4-  lltr 

—  5  4-12X 
4-  43  4-  6tr 
4-  40  4-  9rr 

—  43  4-  8x 


4-  1  -—  tr 
4-  3  —  tr 
4-5—  w 
4-1—307 
4-  11  —  tr 
4-  5  4-  3x 
—  1  —  5or 
4-3—50!^ 

4-  11  -h  5t 
4-21—  07 
4-  23  —  o^ 
4-5-707 
4-  11  —  70* 
4-  21  4-    5tr 


431  —  53  4-    4oP 

479  —  34  4-130T 

487  —    94-I60T 

587  —  64  4-      tr 

631  4-33  4-16«' 

643  4-48  —  1307 

683  4-32  4-1707 

691  —  12  4-  19t 

739  —  60  4-ntü 

743  4-14-  20tr 

787  4-  72  4-    5ot 

839  4-46  4-  1707 

947  —  73  4-  10t 


154-  Tor 

4-  29  4-  Sw 

4-  31  —  w 

4-  11  4-  9or 

4-25—  7w 

-t-314-  öo? 

4-27—  Tot 

-i-37—  xr 

-t-29  4-  7ti7 

4-  37  —  3tF 

—    1  —  \lw 

4-  25  —  9w 

29  4-  9tr 


VI,  2.     p  =  52m  —  7  ,  —  11  ,  —  15  ,  —  19  ;     t^  =  —  w"'"     (vgl.  bei  I.), 

d.  h.  die  primitiven  Perioden   selbst  reduciren  sich  auf  die  4ten  Einheitswiirzehi, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

37,       41,       89,       97,     137,     149,     193,     197,     241,     293,     349,     353,     397,     401,     409,     449, 
457,     461,     509,     557,     613,     617,     661,     709,     761,     769,     773,     821,     827,     877,     929,     977, 

haben    daher  keine   anderen   Primfactoren   als  die  p  =  4m  4-1  in  n  =  4 ,    -welche 
auch  in  Beziehung  auf  52  te  Wurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


♦)     Übrijrens  kOniieii  die  <f)  auseinander  hergeleitet  werden:  es  ist 
d)  {rr  )  =  <()(t  )  . ^     und     <J>(t  )  =  (J>  (t  )  . i;    hieraus    folgt,    dass    man    dem 

Primfactor  /{uj ,  07^)  auch  die  Productform  geben  kann : 

/(w  ,  w^)  =  <J;(tir^)  .  I .  (1  4-  Irj  4-  t]^,)  =  f(>i(tr,)  .^.(-14.  w")  . 
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n  =  56 


1.     p  =  56/»  +  1  . 


24  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

mittelst  welcher  sich  von  den  nichtprimitiven,  d.h.  den  28ten  und  8  ten  Einheits- 
wurzeln, die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen: 


«^   =   w*  -f  ü."  -  u;"  -f-  :«"  -  w"  +  u;"  , 


UJ 


31 


=  w  —  w*  -4-  w'  —  w"  4-  w"  +  w"  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


P 

113 
281 
337 
449 
617 
673 
953 


ÜÜ 

—  13 

—  65 
4-121 

—  174 

—  235 

—  95 
4-101 


w 

—  50 

—  88 

—  48 
4-  93 
4-103 
4-  27 
4-108 


4-  25 

—  37 

—  123 

—  11 
4-  52 
4-  49 
4-  40 


—  22 

—  47 

—  56 
4-198 
4-  20 
4-166 

—  154 


.11 


w 

4-  11 
4-  92 
4-  25 
4-  49 
4-  70 
4-  52 
—410 


.  1' 

4-  51 
4-  77 
4-  43 
4-  28 
4-245 
4-219 
4-307 


P 

113 
281 
337 
449 
617 
673 
953 


4-  31 

—  73 

4-  47 
4-  16 

—  68 

—  126 
4-149 


4-  41 
4-113 

—  27 

—  55 
—238 
4-220 

—  86 


,  19 

+  36 
4-  6 
—  6 
4-161 
—216 
4-150 
4-427 


,  5* 

U) 

4-  9 
4-  38 
4-137 
—204 
—  178 
4-206 
4-405 


.  2* 

W 

4-  52 
4-  99 

—  7 
4-140 

—  6 
4-324 
4-150 


—  26 

—  134 

—  39 
4-  80 

—  21 

—  83 
—368 


•)     Vgl.  w  =  28,  8,  4  und  X  =  7  ,  wie  bei  den  folgenden  Tafeln. 
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n  =  56 
Congruenzwurzeln  mod.  p^. 

Von    diesen   in   der  Fomi   a  +  bp  gibt  die  folgende  Tafel  fittr  einige  Primzahlen 

die  Werthe  von  b  (die  von  a  stehen  in  obiger  Tafel). 


w 


u> 


10 


P                   Üt)  (JU  (M)                      ÜD                     Üt}  U)  U)  U) 

113  —  45  4-41  —     8  —  13  —  37  +31  —   18  —  66  -f-  27  H-  36 

337  -hl40  —114  —154  —  96  —125  —  37  —  65  +22  +144  +128 

617  —106  —  67  +65  +299  —246  —167  —  52  +263  —126  —283 


P 

113 
337 
617 


34 
—  12 

+  60 


—  34 
+  35 

+  48 


—  13 
+  79 

—  196 


14 


15 

+  92 
+253 


+  32 
—  110 
+  54 


—  7 
+  27 
+  97 


+  27 
+  68 
—167 


—  54 

+  57 
—103 


+  49 
+123 
—219 


—  1 
—113 
—214 


P 

113 
337 
617 


—  56 

—  78 

—  70 


—  42 

+  76 
—230 


—  41 

—  41 
—118 


+  14 
+114 
—226 


—  2 

—  139 
—122 


+  53 
+  59 
—308 


+  12 
+165 
—  22 


P  Au^) 

281     1— w*+w" 


^w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirklich  für  folgende  Primzahlen: 


P  /(w) 

449     1— w"+Oü" 


P  /(w) 

673     1— w*— w" 


P  /(u;) 

953     i— w"— flu" 


Für  die  übrigen  ideal,  in  2ter  Potenz  /'(w)  wirklich,  z.  B. 

p  =  113  ,        f\w)  =  1  +  w*  +  oü"  +  w^'  ; 

j9  =  337  ,        /\uj)  =   1  —  w'  +  w'  +  ü;"  -  w"  —  w"  —  w"*  +  w"  . 
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n  =  56 

II,  2.     p  =  56m  -+-  27  ;        tü^  =  ou''  -f-  w"''  =  w»*  4-  w""'' , 


womit  die  12  primitiven  Perioden: 


tr. 


07 


39 


tr       =   —  07 

11  J9 


nr     =s   ""•  OT      . 

3  11  » 


07         =    —  07 
11  41 


07      ==    —  07       , 
5  11  » 


^9    =    ""  *^17  ' 


unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  07^07^^  =  —  07^.^  4-07^^^^  ihre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven ,  d.  h.  07,^  (denselben  wie  in 
II,  1)  imd  o7y^  oder  den  Perioden  zweiter  Art  der  8ten  Wurzeln  (wj^r  =  o)- 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

(Vgl.  n  =  28  ,  8  und  \  =  7). 


p 

83 

'^i 
—  14 

IT 
1 

-h  36 

^5 
+  4 

07 
9 

+  35 

07 
11 

+  32 

07 
^11 

—  7 

139 

—  34 

—  69 

+  57 

+  19 

—  10 

—  62 

251 

—  56 

—  84 

+  14 

—  94 

+113 

+  25 

307 

-+-   98 

—  83 

117 

—  95 

+  33 

—  38 

419 

+209 

—  54 

—  121 

—  82 

—  71 

+  27 

587 

+289 

—  178 

+  153 

+  197 

+214 

+162 

643 

—  102 

-h  79 

221 

+  95 

+  73 

+160 

811 

-f-250 

+213 

+  111 

+360 

+  121 

—  193 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind   sämmtlieh    ideal,    in    2ter  Potenz    wirklich,    welche   überdiess    die    Form 

/Vi«^i)  hat. 


Normen  complexer  Zahlen  in  i-**) 

N(W^  +  a^3  —  «^8  —  ^9)    =    83  .  251  ,  N{1  4-  Wj  +  07^  —  07j  +  07^^) 

N(m^  —  «^11)  =  3'83  ,  N{1  —  tTj  +  207,^) 

A^l  —  2w^  +  207^^)  =  83  .  811  ,  A^(l  +  2o7^) 

A^2  -  07^3  +  tr^g)  =  3'.307  ,  N(2  -  tr^  -  07,  +  07^^) 
iV(cr3  — GCTj,  +aT2,)  =  139\ 


83  .  307  , 

83  .  587  , 

419  .  139  , 

139  .  643  , 


*)     Hier  ist  07     als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congrucnz  wj  ^  —  2  +  tr^   (mod-  p), 
und    eines    Systems     von    6  Congruenzen ,     deren    erste:     ^1  ~f"  ^j  —  ^5  "^"  ^"^9  "^  ^11  —  ^  *   ^^  ^ 
(mod.  p) ;  sowie  durch  die  lineare  Congruenz  tr  or    ^  —  ^e  "^  ^g  (mod.  p)  völlig  bestimmt. 

**)  Aus  denselben  geht  hervor  dass  sämmtliehe  Primzahlen  entweder  mit  83  oder  mit  139 
gleich  stehen,  von  diesen  beiden  aber  ist  constatirt,  dass  auch  ihre  Quadrate  noch  nicht  die  quadra- 
tische Normform  b^  +  14c^  haben. 
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n  =  56 


Congruenzwurzeln  mod.  f , 

(1.  h.  Wert  he  von  b  in  a  +  bp  (Werthe  der  a  oben). 


P 
71 

^1         ^8         ^l                    ^9 

4-32    —  34    —  10    4-22 

«^11 
4-  31 

w 
11 

—  9 

463 

—  227    4-218    —  17    4-201 

4-  56 

—  54 

631 

4-  28    —197    4-  53    —201 

—126 

—233 

p 

w'              co"      u;"      w"      u> 

u 

'" 

71 

-35    —  25    4-10    4-4 

0    — 

25 

463 

4-206    4-  86    —206    4-31    — 

1    — 

116    4-229 

631 

4-119    4-101    —186    4-251    4-281    4- 

65 

p 

127 
239 


14-w, 


/(oT^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 

Wirklich  sind  sie  für  folgende  Primzahlen : 


P  /K) 

743     1— arg4-w 


S4 


P 

911 


24-tiT^- 


U) 


39 


P  /(«T,) 

967     14-07^— ttT^,4-w' 


Für  die  übrigen  sind  sie  ideal,  in  2ter  Potenz  /'(tr^)  wirklich,  z.  B. 
p  =  71 ,    /Vi)  =  tüj3  -  w"  4-  c«'*  -t-  w*' ; 
jt)  =  463  ,    /'(oPj)  =  07,  —  OTj  4-  Wy  -t-  2u;*  4-  2w'*  4-  w*®  . 


8r 


*)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten   J-  ist  anstatt  ir ^  gesetzt  2w  '^. 
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n  =  56 


II,  b.     p  =  ö6/n  —  15  ;      tr^  =  w''  4- 


ÜJ 


-15r 


also  die  12  primitiven  Perioden: 


13 


ocTj  =  üü'    4-  oü**  = 


^31' 


1  w 


^17» 


«^,7    ==   tt;''  +  ü;"    =   —  w^^ 


Wj    =    W*     —  W*       =    —  OTj  , 
19  ^  ""  23» 


und  ihr  Product  n(tr)  =  l ;    mit  den  fundamentalen  Relationen    zu   einander   und 
zu    den   nichtprimitiven  Perioden,   d.  h.  zu   den  zweigliedrigen  Perioden  2ter  Art 
w^j.  der   28ten     (darunter   07^^  die  der    7ten  Wurzeln)  und   den   8ten   Wurzeln 
Wjr  =  ^w'*^  (einschliesslich  die  4ten  Einheitswurzeln  tr^^^  =  2w^*'"): 


trj  =  -  2t"  -4-  oTj , 

^l'^lJ  =  2  -^  ^16  ' 

w^Wj  =  2a7g, 

w^w^  =  w,  —  tr^j  (=  w'  —  oT^g) , 

''l^lO  =  ^3  +  ^19(=    "^'-+-«^15^; 

^i^'ie  =  ^l  +  ^'lT^^   tw'^+tTj), 


^^1^3  =    H-  ^8  ' 
117  2     "^       10 

tr  OT  =  2tr    I 

121  **6  » 


1-5    =    ^6-^lo(=    -««''*  +  «^,)» 


OT   07       = 
15 

07   C         =     1  -+-  07        I 
1      19  ^^       34  ' 

r.07..     =    207 


1      14 


15  ' 


07  77      =:    2w     —  07 
16  ^19 


tr 


21 


,<r,  =  -  2c«"  -  w^ , 


07 


21 


«^54     =    ~«^5  +  «^17(=    W    ^-07^) 


Congruenzwurzeln  mod.  ^>.*) 

(Vgl.  w  =  28  ,   8  und  X  =   7). 


p 

41 

«^1 
4-  12 

^3 

4-  10 

"^5 

4-  1 

^15 

4-  15 

^17 

—  8 

tr 

19 

—  9 

97 

—  48 

—  45 

4-  5 

—  11 

4-  20 

—  13 

433 

4-199 

4-  87 

4-135 

—  115 

4-  15 

4-  83 

601 

—  88 

4-117 

4-  54 

—182 

4-201 

4-139 

769 

4-138 

—  79 

4-  27 

+   97 

—284 

4-136 

881 

4-428 

—  105 

4-318 

—  8 

4-109 

4-274 

937 

404 

—209 

4-283 

—461 

—264 

—  185 

p 

41 

97 

433 


/(o7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p**) 
A^O  i         P  /(a^i)  i         P  /K) 


1— OT 

5 

1  —  OT      — W 

10  17 

14-Tr    4-07 

^^10^^     15 


601       14-a7j4-trj5 
769       1— oc.— 07„ 


881 


14-07   -^07   4-07 

937       1— m  4-w"4-w" 


•)     Hier    ist   07     als   die   gemeinschaftliche  Wurzel    der   Coiigruenz:     orj  ^  — 2  w^*  4- 07 
(mod.  p)  und  des  Congruenzensystems 

Wj  —  OTj  4-  o'jy  ^  w'S  —  o^itTj  —  07^07^^  4"  ^^^i  ^  2'jü"  ,  —  a7jtrjtrjy  ^  w^  (mod.  p), 
sowie   durch   eine    der   linearen  Congrucnzen   tr^w'  ^  07   ,     07  tu'^  ^  07    (mod.  p)   vollständig   be- 
stimmt. 

**)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  ^  ist  2w^''  anstatt  w.^  gesetzt. 

68» 
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n  =  56 
II,  6.     /)  =  56//1  -f-  13  ;      OT^  =  w'"  4-  w"'" 

also  die  12  primitiven  Perioden: 


I      .    13 

1  d 


07 


39 


Wj   =   tt;^    —  M^^   =   —0^11» 


OTj    =:    OÜ*      4-  W  =     OTjj  , 

und  ihr  Porduct  Il(tr)  =  49;   ihre  fundamentalen  Relationen    zu  einander   und  zu 
den    nichtprimitiven  Perioden,    d.  h.  rr^^.   (denselben   wie   in    II,  5),    ar^^^  =  2'm^*'' 
(während  tr^^  =  o)  sind: 


ar,a7„  =  ir,  +  tr, 


1    a 

CT  op       ==  2tr 

1      14  15 


15 


P 
13 
181 

293 
349 
4G1 
797 
853 


tr 
1 

o 
41 
74 
53 

202 

35 

187 


tr  tr 

13 


CT  tr 

117 


16 


TT     —  tr 

16  24  ' 


0^0  +  07,0' 


19 


^1«^5     =    «"^6  +  ^10  ' 

tr  tr      =  —  tr    -f-  tr     i 

119  8     "^       24  ' 

^1^10    =    -«^1  +  ^19? 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


°^3 

4-  5 

—  5G 

—  124 

—  IGO 
4-144 
4-  96 

99 


CT 
5 

O 

4-  69 

—  12 

—  119 
4-  78 
4-312 
4-391 


^15 

4-  1 

—  55 
4-  43 
4-121 

4-  15 

—  352 
2 


"17 

4-  1 

—  22 

4-118 
4-122 

—  3 
4-  82 

—  300 


19 

—  3 

—  44 

—  102 
4-130 

56 
132 
30C 


Die  Primfaetorcn  der  Primzahlen  p 
sind    sämmtHch    ideal,    in    7ter  Potenz    wirklieh,    welche    überdiess    die    Form 
/V,tr,)  hat. 

Normen  complexer  Zahlen  in  #.**) 

iV(l  4-  tr^  —  tTjj^)  =   181  .  13  ,  AV,  -+-  OTj  —  tTg)  =  293  ,  13  , 

A^(l  4-  tTj^j  —  CTjy)  =  349  .  13  ,  N{3  4-  tr^^)  «=  461  .  13  .  113  , 

iV(3  —  tTj  —  tTg  —  tTjg)  =   797  .  13  .  281  ,  ^'(2  —  tr^  J  =   853  .  13  . 


♦)     Hier  ist  tr^  >  0  und  <C  ^  j?  aus  tr'  ^  2w^*  4-  tr^  (mod.  p), 

**)     Aus   denselben   geht   hervor,    dass    sämmtliche    Primzahlen    in   derselben  Lage   sind  wie 
p  z=:  IZ  f  aber  13'  hat  die  quadratische  Normform  noch  nicht. 


541 

n  =  56 
II,  7.     p  =  5G/«— 13;     tr^  =  c«;'' 4- w"^''" , 

also  die  12  primitiven  Perioden: 

TTj    =    W        —  Oü^*    =    ^^15»  ^3     =    ^'     4-CW*^    =    — .  ^Tjj  ,  °^5    =    "'^     —  w'^    =    ""  ^^19  » 

9  23  11     ,         23  13  S7 

w-g  w  «w  23'  11  T^  •*'  39'  13  27* 

und  ihr  Product  n(w)  =  64;  ihre  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu 
den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  w^^  =  2w*'',  also  den  7ten  Einheitswurzeln 
(oder  der  14ten5  w^^  =  2w*' ,  während  w^^  =  o,  vgl.  II,  4)  imd  or^^  oder  den  Pe- 
rioden zweiter  Ai-t  der  8ten  Wurzehi  (während  tr^^^.  =-  0)  sind: 

w]   =   —  2iy",  tr^OTj   =   —  2>;"  ,  tTjOr^   =   -f- 2«*^  ,  07^0»^   =   —  2w"  , 


tr  tu 
1    11 


=  —  2w*°,  ^i°^i3  =  2:  tTjOTy  =  2tt;®  ;  07^0»^  =  207^  , 


op  07      =   2tr     etc. 

116  3 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


43 

U7 
1 

—     4 

11 

5 
—   2 

07 
9 

—    1 

^11 
+  8 

^13 

+  21 

211 

—  78 

99 

—  Gl 

—  45 

—  49 

—  92 

379 

+  122 

+  160 

98 

+  116 

+  90 

—  87 

491 

143 

+  151 

—  50 

+216 

+  26 

+206 

547 

—  69 

—  119 

—207 

—  74 

+  23 

222 

659 

+  115 

—281 

—  62 

+  85 

—  265 

+298 

827 

-{-140 

—  7 

+  41 

—242 

—  236 

+319 

883 

+328 

+330 

+411 

—  333 

+  198 

+  70 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  2^.  **) 


40    .    „^48 


43  l+Wg  547  1— ocj— 07j+a7g+2u;*"+2 

211  1— «T7— «^1,  I          C59  1— 07^— 07^— tr^+  07jj+2w^*+2iü*° 

379  l+OTjj+w^*  827  1— aj^+cr^— or^^— 2trjj+2£«;"+2w*®+2 

491  l+aTg+OTjj— arj3+2w"+2w*®  i          883  1+77^^  —  «;*° 


uj'^ 


•)  Hier  ist  07  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congrucnz  w?  ^  —  2ciü^*  (mod.  p), 
und  eines  Systems  von  6  Congruenzen,  deren  erste:  w  +07 — ^^s+^g+'^n — ^13  ^  ^j  (mod.  p)y 
sowie  darch  eine  lineare  Congruenz,  wie  w  w    ^=  2w*  oder  07  w*     ^=  —  or  (mod.  p)  völlig  bestimmt. 

••)     Zur  Vermeidung  des  Coefftcienten  -J-  ist  2w*''  anstatt  or      gesetzt. 
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n  =  56 

III.     p  zum  Ilxponenten  3  gehörig, 

j)  =  56//i  -4-  9  ,  4-  2ä  ; 

8  dreigliedrige  Perioden: 


also  die  8  primitiven  Perioden : 

tTj  =  oü    4- öü^    4-:«^"*  =»   —  «",9  >  oTj  =  üü'    4-c».*'4-w^'  =  —  Wjj, 

deren  Produet  U(w)  =  IG,  mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und 
zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  dreigliedrigen  Perioden  op^^  der  28ten 
(einschliesslich  die  der  7ten  ar^^^,  oder  14ten  w^^)  und  den  8ten  Einheitswurzeln 
selbst  tr^^  =  3oü^''  (einschliesslich  die  4ten  tr^^^  =  3oy^^'^): 


^1 

-  tr,- 

2trg, 

13 

=  -2, 

tr  w     = 

15 

=  2c«^*, 

«'i^^n   = 

24- «T^ 

«^1^7 

=  3tr^, 

i^ai 

-  -  3tr.^  ; 

w  w     = 

=  2ir,  4- 

^11' 

«^i^'ß  - 

2m^  ; 

«'l^^S 

^1 

2^5» 

TT   W 
1      24 

2a.."  ; 

1^14 

=  -3x,] 

L  • 

Congruenzwurzeln  mod. 

2>.*) 

P 

137 

^1 
4-  29 

^3 

4-  33 

^5 

12 

11 
—  23 

V 

569 

^1 

4-197 

IT 
3 

—  52 

«^5 

—  80 

«^11 
4-128 

193 

—  51 

—  87 

—  94 

—   78 

641 

—223 

4-  46 

4-  33 

4-272 

233 

—  114 

—  94 

—  22 

4-106 

809 

—  128 

—316 

—  172 

—254 

401 

4-  59 

—   GS 

4-157 

4-  23 

977 

4-138 

—354 

—301 

—  396 

457 

—  174 

—  21 

—     4 

4-228 

Congruenzwurzeln  mod.  p^ 

in  der  Form  a  -{-  bp  (mit  £inschlu88  der  nichtprimitiven). 

P  ^1  ^^  ^,  ^i 

193  —  514-  36/>  -f-  704-  44/>  —  874-  4bp  —  944-     5p 

401  4-  59— 131j:>  4-168—170^  —  68  — 178/>  4-157— 168p 

457  —174—  69p  4-1254-  50p  —  214-   Hp  —     44-228p 

569  4-197— 255p  4-  554-238p  —   52—  47p  —  804-116p 

P  w  w  w 

^  6  8  11 

193  —   114-   18p  4-  734-     9p  4-  78—  25p 

401  4-148— 180p  4-152— 108p  4-  234-  22p 

457  —2234-  97p  4-  854-195p  4-228—  29p 

569  —  3l4-248p  4-1784-   Hp  4-128—  28p 


*)  Hier  ist  w^  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  w?  ^  or  —  2w  (mod.  p^, 
und  des  Congruenzensystems  w^  —  w^  ^  uo^^  ,  ^Tj^ot  ^  2w^*  (mod.  p),  sowie  durch  die  lineare 
Congruenz  w  Wg  ^  2»^ ,  oder  WjW,.  ^  —  2w'^  (mod.  p)  t Ollig  bestimmt. 
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n  =  56 
/(tüj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Dieselben  sind  wirklich  für  folgende  Primzahlen: 
;?  =  137  ,    fiw^)  =  tTj  +  TT,  —  2wj  —  op^  —  «Tg ;        p  =  233  ,    ßw^)  =  1  —  w,  —  ^^^ ; 
i>  =  977  ,    yi;wj)  =   l  —  w^  —  «r^  +  tr^  -  tr^  . 

Für  die  übrigen  Primzahlen  ideal,  in  2ter  Potenz  wirklich,  z.  B. 
jj  =  193  ,    /*(oFj)  =1+    w^  —  2oF,  +  2trj  +    ar^  +    or^  —    or^    +  2aTjj ; 
;>  =  401 ,    /'(oTj)  =  2  +    TT,  —  3w,  +  3arj  —  307^  ; 
p  =  457  ,    /'(wj)  =   1  4-  4trj  —    w,  +  2w,  -  2Wj  +  20?^  +  3»^^  . 


IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

IV,  l,     p  =  56/11-  9,-25; 

al80  die  4  primitiven  Perioden: 

19  US  37  9  S 

a7=w   —  w     4-w     —  w+w     —  w      =  —  tr, 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  8w'  4-  9  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden) 
d.  h.  den  sechsgliedrigen  der  28ten  w^^  (während  w^^  =  —  i)  und  den  Perioden 
erster  Art  der  8ten  Einheitswurzeln  w^^  =  3(a;^'"— w*^»*)  =  31-^^,  (während  ^^^^=0): 

w\  =  4  —  Wj  ,         ^i^i  =  3  ;         tJu^tJUj  =  —  CF^  H-  Wy ;         w^Wj  =  —34-  3Wj  . 


54'ir 


«  =  56 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

31 

«^1 

+  5 

«^5 

+13 

P 
271 

w 
1 

+  69 

w 
i 

—106 

47 

4-  9 

+16 

311 

—   78 

—   12 

103 

+44 

—  21 

367 

—   18 

+  61 

199 

+64 

+84 

383 

+  154 

—  92 

P 

1 

«^s 

P 

«^1 

«^5 

439 

—  34 

—  13 

719. 

—292 

+  32 

479 

—  133 

+  64 

887 

+176 

+378 

607 

—  68 

+136 

983 

—377 

+  73 

647 

+277 

+313 

P 

A^,) 

31 

2tr  —  tr 
1            s 

47 

1-  tr,+  tTj 

103 

2— 2op^+  crj+2aTj 

199 

3—    0!,+    tTj^ 

271 

2— 2tüj  — 2cr^+  tr^ 

ßw^),  Priinfactoren  der  Primzahlen  p.     Nßw^)  =  —p. 

5+  Wj —  tTj — 2tirj 
3+207,— 2m  +2n7^ 

19  9 


;' 

Aw,) 

311 

3— 2tü^+  Wj— 

«^5 

367 

4+    OTj—    07^  + 

«^4 

383 

5+3arj— 3trj 

439 

5 —  tr  +3ctT 

479 

3+  tr^+2aT^+ 

^* 

607 

647 
719 

887 
983 


7— 2a7j+4trj 

2 —    BT   —    W   -f-3tI7 

6 —  Wj+2Wj — 3a7j 


IV,  2.     p  =  56m  +  3  ,  +  19  ; 

tr^  =  w''  +  w''-  +  au''"  +  üü*'»^  +  w"'"  +  Oü"^ 


also  die  4  primitiven  Perioden : 


w 
w 


j   =  w    +w*    +w'    +  w*' +  w"  +  w^'   ==    —  0P„, 


Wurzeln  der  Gleichung: 


CF*  +  807'  +  9  =  0  ; 


ihre  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  Wj^  (denselben  wie  in  IV,  1)  und  den  Perioden  zweiter  Art  der  8  ten  Ein- 
heitswurzeln Wj^  =  3(w^'' +  w'^'') ,  sind: 


tr. 


—  4  —  Wj  , 


15 


—  3  ;         tTjtTj  =  txT^  +  Wy  ;         tr^tr^ 


—  3  —  Str. 


*)     Hier  ist   w     als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  tr'  ^4  —  w     (mod.  f 
und  des  Cong^nenzensjstems :    w   —  w^  ^  —  (tu   —  u)    ) ,     w  tF^  ^  3  (mod.  J9),  sowie  durch 
lineare  Congruenz  tv  tv    ^  —  tv   +  tv^  (mod.  p)  TÖllig  bestimmt. 
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n  =  56 
Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

3 

^1 
+  1 

^5 

0 

P 
283 

07            tr 

1                    5 

+102     —  25 

P 
563 

07 
1 

—  180 

5 

+  122 

P 

787 

07 
1 

+290 

07 
5 

—  57 

19 

+  8 

+  2 

467 

+  133     +     7 

619 

+262 

—  26 

859 

—123 

—419 

59 

—  6 

—29 

523 

—208     +259 

691 

—  189 

—340 

971 

+194 

+  15 

227 

+58 

+43 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

ßind  ideal,  in  2  ter  Potenz  wirklich,  und   diese  haben  überdiess  die  Form  f^(w  ,  tr  ).**) 


Für  alle  Primzahlen  gibt  es  complexe  Zahlen  <J)(aPj),  so  dass  Ni^(w^  =  Zp\  welche 

die  folgende  Tafel  gibt. 


p 

4>(tr,) 

P 

*(^,) 

P 

4>(tr,) 

3 

^5 

467 

2+4oT^—  nr^j- 2trj, 

691 

7—  07^ —  07j+2acr^ 

19 

2—    07^ 

523 

5+207^ 

787 

3— 2oTj— 2crj 

59 

1— 2aTj 

563 

6—  trj+2a7j 

859 

4+407^—    07^- 407j 

227 

2— 3oTj+4a7j 

619 

1 — 4aTj —  trj+5a7 

971 

1+  Wj-  a7j+2o7j 

283 

1—    0Crj+2o7j+    07^ 

IV,  3.     p  =  56/?i  -3,-19; 
07^  =  tt,'-  +  w-»''  +  Oü*''  +  tt;-"'-  +  a;''*''+w-'"^  =  0, 

dagegen  07^^  =  2(w'''  + w^*'' +  «"*"),  d.  h.  die  nicht  verschwindenden  Perioden 
kommen  auf  die  dreigliedrigen  Perioden  der  28ten  Einheitswurzeln  zurück;  die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

37,       53,     109,     149,     277,     317,     383,     389,     541,     557,     613,     653,     709,     821,     877, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  28m  —  3 ,  +  9  in  w  =  28. 


•)  Hier  ist  w  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Cong^uenz  w\  ^  —  4  —  07  (mod.  2?), 
und  des  Systems  der  beiden  Congmenzen  07^  —  07^  ^  w  +  w  ,  «7  cf^  ^  —  3  (mod.  p\  sowie 
durch  eine  lineare  Congruenz  wie  «7^07^  ^  —  3  —  307^  (mod.  p)  völlig  bestimmt. 

**)     Diess   folgt   daraus,    dass   auch  3     die  quadratische  Normform  nicht  hat,    und  dass  ge- 
mäss der  Tafel  alle  übrigen  Primzahlen  mit  3  in  gleicher  Lage  sind. 
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IV,  4.    />  ==  56m  -+-  5  ,  —  11 ; 


»r 


.»»r 


Ur 


.»r 


.-"r 


OT^  =  u;'-  +  u,""  +  oü"-  -f.  w"*-  H-  oü"^  H-  w""'^ , 


also  die  4  primitiven  Perioden 


w 


M 


^    =    U)     +  W*     -j_  üü'*  _|_  {(y^'  -j_  t^'     —  (fj--     sss    —  07 


of^  =  oü*  +  w^*  H-  w^'  —  w"  H-  w''  +  w 


SS 


17  » 

11  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w*  —  49  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen    zu   einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  4ten  Einheitswurzeln  (w^^  «  «"'',  w^^^  =  6w**''>  während  w^^  =  l , 


IT 


^1 

=  7«,"  , 

IS 

=  -7;             ti 

'tu     —  w   , 

13                 S 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

•) 

p 

^1 

w 

P          Wj 

^1 

P             Wj 

w 
l 

P 

"^1 

'^s 

5 

2 

—   1 

173     53 

—  85 

509     247 

—  33 

829 

8 

+310 

61 

17 

4-  4 

229     73 

H-  25 

661     293 

+     9 

941 

226 

—279 

101 

26 

—43 

269     46 

—     6 

677       43 

+236 

997 

383 

—151 

157 

14 

+78 

397     21 

+132 

773       10 

—  78 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  durchgängig  ideal,  in  2  ter  Potenz  wirklich,  zugleich  von  der  Form  /^{tu ,  v. ).  ^ 


Für   sämmtliche  Primzahlen  gibt  es  Normen,   N(l)(w^) 

Tafel  gibt: 


5/>,  deren  4>(^i)  folgende 


p 

*K) 

P 

+(«^,) 

/> 

^(«'i) 

5 

1+    Wj+    tTj 

229 

l+2trj+  Wj—  w^ 

677 

5 —  w  — Sw 

61 

4-  «r, 

269 

6+  w. 

773 

3— 2aT^— 2aT 

101 

5— 2Wj+2trj 

397 

6+2Wj—  Wj 

829 

8—  OTj 

157 

l+2ar^ 

509 

6— 2a7j+3a7j 

941 

7 —  tu  —  3«? 

173 

3— 2trj 

661 

3+3or^+2tüj—  tTj 

997 

1  —  307  —    w 

.— 2(r. 


*)     Hier  ist  or    diejenige  Wurzel  der  Congruenz  tv^  ^  7tt;     (mod.  p),  welche  ^  0  und  «^  4- f 

**)     Diess  folgt   hier  gerade  so  mit  Beziehung  auf  |7  =  5,  wie  in  lY,  2  mit  Benehon 
J?  =  3. 
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n  =  56 
IV,  b.     p  =  567»  —  5  ,  +  11 ; 


-6r 


.»5r 


w^  =  w'^  4-  Oü"""  +  w"*^  +  w 


.-13r 


9r 


4-  o.-"'  + 


also  die  4  primitiven  Perioden : 


w^  =  (jü   —  w"4- w**  —  w^* +  0;'   4-c«>" 


=  —  w 


li 


OT^  =  üü'  —  w"  +  w"  4-  w^^  +  W-'  —  a^*     =  — 


=  —  w. 


Wui*zeln  der  Gleichung: 

w*  —  607*  4-  16  ==  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perio- 
den, d.  h.  Wg^  =  2(ciü*'' 4- 4-cw"'' 4- w"'')  =  2ä.g^,  den  dreigliedrigen  Perioden  der  7ten 
Wurzeln  (oder  der  14ten  tr^^,  während  w^^  =  o)  und  w^^  =  SCw^** 4- »'^O  =  3|r^^, 
den  Perioden   2ter  Art  der  8ten  Wurzeln  (während  w^^^  =  ö)' 


07^  =  4  4-  tüg  , 


w  tr 

18 


=  -4; 


Wjtr^  ==  2(rj  4-  4a7,  ,         w^w^^ 


=  -  2(w^  4-  üü")  ; 


w^w 

r  =  307^  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.  *) 

i>             Wj             OPj 

P 

1             l 

P               «Tj                Wj 

P 

w 
1 

w 
z 

11     —  1     4-4 

179 

—  17     —  84 

499     —137     4-204 

739 

—  341 

—  52 

67     —19     —28 

331 

—115     —141 

571      —192     —226 

907 

4-414 

—241 

107     4-10     4-21 

347 

4-63     4-44 

683     4-181     —117 

947 

—338 

364 

163     4-39     —21 

443 

—196     4-217 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  jt>.**) 


p 

/(w,) 

P 

A^,) 

P 

/K) 

11 

14-  w^ 

331 

54-3trj4-  tTg 

683 

1—  w^— 2w34-2crg 

67 

1 — 2a7j —  Wj 

347 

3-  «^i"2tr,4-  tr^ 

739 

5— 2aT^ —  TTj 

107 

14-    07^4-    tTg 

443 

1— 2a7j— 3t3Pj— 2a7g 

907 

9— 6a7j— 3tr,4-2aTg 

163 

34-  Wj4-2(r, 

499 

34-3tr^4-2or, 

947 

3— 2a7j—  Wj-  Wj 

179 

l4-2(rj4-3tr,4-Wg 

571 

54-3Wj 

*)     Hier  ist  07    als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  07?  ^  4  +  if    (mod.  p),  und 
des  Congruenzensystems   07^  4-  07    ^  w    4-  w     ,         ^i^a  ^  —  "*  (mod.  p),  sowie  durch 
Wjiy  ^  2ig  oder  ar^fj^^^  ^  —  i^  (mod.  ^>)  völlig  bestimmt. 

•*)     Hier  hat  «7^  die  oben  definirte  Bedeutung  07^  =  2(oü®4-w^*4-w"). 

G9» 


w. 


IV,  6.     />  =  56m  —  17  ,  -h  -^o  i 


also  die  4  primitiven  Perioden: 

Wj  =  w   —  w"  4-  CD*    4-  üü"  4-  w"  -+.{«"  =  —  Wj^ , 
cETj  ==  w'  +  w*    4- w"  — w"  4- w"4- w"  =  —  w^,, 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  4-  607*  4- 16  ==  0  ; 

mit   den  fundamentalen  Relationen   zu   einander   und  zu  den   nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  w^^  (denselben  wie  in  IV,  5),  und  den  w^^  =  3(w^'"  —  «"»^  =  So» 
oder  den  Perioden  erster  Art  der  8ten  Einheitswurzeln: 


rr 


tjp'  =  — 

4  — tüg, 

WjOT,    = 

=  —  4  ;                 w^m^  c=  2aT^  —  4a7^  , 

^i^%*  ==  ^("^ 

i^-O 

;                  tTjOT,  =  3tüj  . 

Congruenzwurzeln  mod.  />.*) 

p 

23 

-14-4 

P 
263 

l                     J 

4-117     —  36 

p          w             w 
599     —150     +  16 

P          Wj 
863     +  25 

+276 

79 

4-29     4-38 

359 

—  81     —  62 

751     —311     —198 

919     +314 

+439 

151 

4-  3     4-49 

431 

—  50     +138 

823     +   19     +303 

991     —349 

+  71 

191 

—63     —  6 

487 

4-120     +211 

Congruenzwurzeln  mod.  j>' 

(einschliesslich  w    =  2(cw*  +  w^*  +  w"). 


p 

1 

w 

w 

79 

+  29+  27p 

+  38+     5p 

+  24+     3p 

191 

—  63—   12p 

—     6+  80p 

+  38—     5p 

263 

+  117—  41p 

—  36+  lOp 

—  17+  74p 

599 

—  150+  27p 

+  16—  85p 

+258+275p 

823 

+   19— 323p 

+303+ 126p 

—365—  71p 

863 

+  25+  bOp 

+276 

+234+  88p 

919 

+314— 431p 

+439— 273p 

— 267+375p 

991 

—  349—  32p 

+  71  +  107p 

+  88+334p 

•)  Hier  ist  m  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  w\  ^  —  4  —  w^  (dkm 
und  de»  Systems  w^  —  w  ^  —  (w  —  w  )  ,  ^i^j  ^  —  ^  (mod.  p),  aber  auch  YoUständ 
stimmt  durch  eine  der  linearen  Congruenzen  v,i^.  ^  tu.  oder  tv^    ^  2$^    (mod.  p). 
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n  =  56 
fiw^)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  /{w  )  haben  folgende  Primzahlen  p : 


p 

/(«T,) 

P 

/(t^,) 

i> 

/K) 

23 

l+w^ 

359 

3— 2oFj-|-  OTj-haTg 

487 

3— 3(r^-4-4a7j 

51 

3+aT^ 

431 

l4-2Wj— SoTj+tPg 

751 

3H-  07^+207^ 

Ideale,  die  in  zweiter  Potenz  T^urklich  sind,  haben  die  übrigen: 

P           /V,)               !       p             /V,)             '  p             /'K) 

79       34-  07^— 5(rj                             599       9— lOw^-j-lßtTj  919       5+  9a7^ +307^—1 2 tr^ 

191      11— 3tr^— 5nTj+4tüj                  823     iS—lbw^-h  307^+407^  991     13— 16a7j4-4Wj4-l2tr^ 
263     154-6trj— 2a7j                             863       34-  7trj4-  907^-407^        | 


IV,  7,     p  =  bQm  4-  17  ,  —  23  ; 

07,   =  tt,'-4-w'"'4-c«'''4-tt,-"'-4-w"''4-tt'-"'"  =  c«"^ 

d.  h.   die    primitiven    Perioden   kommen    hier  unmittelbar   auf  die   4ten  Einheits- 
wurzeln zurück,  wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

17,     73,     89,     241,     257,     313,     353,     409,     521,     577,     761,     857.     929 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  haben  als  die  ji^  =  4w  4- 1  in  «  =  4. 


Anmerkung  zu  n  =  56.     Während    hier    weder    vier-,    noch    zwölfgliedrige  Perioden   stattfinden, 
existiren  folgende  für  n  ^  56  eigenthümliche  Complexe  Ton  je  12  Wurzeln: 

oy  —  w'  4-  w*  4-  w'  4-  w"  4-  w"  —  w"  —  w"  —  w"  —  w"  4-  w"  —  w"  =  yüT  , 


w  4-  w*  -+-  w*  -+-  oü*  —  w"  4-  w"  4-  w"  —  üü"  4- 


&u 


w      4-  w      -r  üü       =  Y — 14  • 
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n 


60 


l,     p  =  60/;H-  1. 

16  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


U) 


Iß 


H-  u;"  —  w*®  —  üü®  —  w*  4-  Jw'  +  1    =  0  , 


mittelst  derer,  oder  der  beiden  w**^  4-  >^"  4- 1  =  0 ,  tu*^  +  w"  4.  w"  -+-  w"  -h  l  =  0 , 
von  den  uichtprimitiven,  d.  li.  den  löten  (oder  30ten),  den  20ten  und  den  12ten 
Einheitswurzeln,  die  beiden  letzteren  durch  die  primitiven  sich  ausdrücken  lassen: 


3  13  33 


9  19  .    29 


cü*^  =  —  w4- w", 


ÜU 


37 


=  —  w^  4-  oy^' ,    und 


u;'  =  c«^»-a,"  +  a;"-a.", 


c«-*  =  — w  4-  w'  —  w"  4-  t«"  . 


P 

61 
181 
241 
421 
541 
601 
661 


10 

—  86 

—  97 

—  197 

—  89 
+334 
4-119 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 
(Vgl.  n  =  15,  20,  12,  4,     X  =  5,  3). 


26 
6 

—  118 

—  34 

—  56 
—276 
4-136 


4-  18 

—  51 
+  9 
4-  73 
4-120 

—  160 

—  191 


,  IS 

tu 

—  30 
4-  8 
4-  90 
4-148 

—  17 

—  183 
61 


—  2 

—  G8 
4-  83 
4-128 
4-191 
—289 
4-  65 


.  1» 

U) 

—  17 
4-  71 
4-107 
4-173 
—266 
—154 
—308 


4-  7 
30 
96 
-i-161 
H-  29 
4-233 
—209 


4-  6 
4-  40 
4-  82 

—  156 
4-231 
—244 

—  50 


y(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^) 

P 

/(c«) 

P 

/(«) 

61 

1-f-w  4-t«" 

421 

1  — W*  — üü^ 

601 

1— af^4-c«' 

181 

1— w*4-w' 

541 

l^.^i*_^"4.^" 

661 

l-tiü^'- to 

241 

l_a;'_-üü* 

SS 
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n=  60 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

8  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  i,   p  =  60/n  —  1 ; 


—  r 


W^    =    (JÜ^  -{-  (*1     '^    =z    {jf   w 


»0-r 


womit  die  8  primitiven  Perioden: 


1  19 


^1    =^    017-_ 

7  23 


11  19  » 


W         =    —  tIT 


Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  7tü^  4-  1407*  —  8o7*  4-  1  =  0  , 

unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  ^^^k  ^  ^k-i'^^k+\  ihre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  zweiglie- 
drigen Perioden  erster  Art  der  löten  (w^, ,  oder  der  30ten  07^^,  einschliesslich 
die  der  5ten  07^^^  oder  der  lOten  or^^),  der  20ten  (wj^)  und  der  12ten  (07^^,  wäh- 
rend 


aor 


=   —  ^  '      ^lor  =    ^  '      «^15/-   =   ^)- 


Congruenzwurzeln  mod.  jp.*) 


p 

59 

07 
1 

—28 

07 
—     9 

07 
11 

—  22 

07 

^18 

—29 

07 
4 

—    11 

P 
479 

07 
1 

4-  40 

4-  28 

07 
11 

—  126 

07 
13 

4-145 

4-  31 

179 

^31 

+  21 

4-  38 

—  5 

—   19 

599 

—  133 

—  142 

4-225 

4-177 

—188 

239 

+88 

4-107 

—  65 

—49 

4-106 

659 

4-  51 

—  117 

4-159 

4-156 

—  176 

359 

—31 

4-108 

—   15 

—  9 

—163 

719 

—318 

4-349 

—  96 

—271 

4-315 

419 

+49 

—  199 

4-180 

—38 

4-  29 

839 

4-358 

99 

4-240 

4-183 

4-  41 

p 

69 
179 
239 
359 


/(o7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  ;?.**)     Nf(w^  =  —  p 


A^,) 


1— 207 

1» 

07      — 207 
8  13 

14-    07—07 
14-    07^    — 207ji 


P  AtF^) 

419  2— 0Ty4-Wii— Wjj 

479  3— a7j4-07y 

599  24-tr^4-a7j, 


P 

659 
719 
839 


07^4-B 
34-    «7j4-07j 

24-2o7j— 07y 


2 —    07^4-07^ 


—  07 


13 


07     07 

1  11 


•)     Hier   ist   07      bestimmt   als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congnienzen  07?  ^  2  —  07_,  , 

^  ^9  >  °^i^ii  ^  ^  "^  °^i3  (™*^*^*  i^)»  ^*  '*•  *^®  ^'^^  Congruenzwurzeln  für  die  Perioden 
der  15ten,  20  ten  (und  5ten)  Einheitswurzeln  (vgl.  n  =  15,  20,  X  =  5);  während  für  die  der  12ten 
das  Zeichen  durch  die  Congnienz  07.  ^  07,  —  o^»  4-  07, ,  4-  o7_  bestimmt  wird,  daher  sind  die  Cou- 

9  1  T  11  13 

gruenzwurzeln  für  07^  beigefügt,  deren  Zeichen  bei  n  =  12  unbestimmt  geblieben  ist;   alsdann  befrie- 
digen obige  Zahlen  auch  die  linearen  Congnienzen  wie  07  07    ^  o7_  4-  07.  ,     07,0».  ^  07^  — 07.. 

u.  s.  w.   (mod.  p), 
•*)     Hier  ist  07^  der  Kürze  wegen  hin  und  wieder  gebraucht. 


n  =  60 
II,  2.     p  =  60/n  +  29 ;        -    —     »^   •      '"^ 


tr^  =  w**  4-  w        =  Oü''  + 


w 


ov-  . 


womit  die  8  primitiven  Perioden: 


tXT       5SS     ^^  OTT        . 
1  81  » 


7  *87» 


W 


11 


41  » 


"^IJ  "^4J  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  4-  9cr*  4-  26w*  +  24tü*  4-1  =  0, 

unmittelbar  gegeben  sind,   sowie   durch   or^tr^  =  —  trj_,  4-  w^^^  ihre  fundamentalea«::^ 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  w^^  (denselbei 
wie  in  II,  1),   den  tTj^,    welche   hier   die  zweigliedrigen  Perioden  zweiter  Art  dei 
20ten  Wurzeln    sind,    und   den  w^^,    welche  hier   die  4ten  Einheitswurzeln  sinc^ 

Kr 


=  —  ^.*»'^ 


ÜÜ 


'      ^14r 


=  2w**0- 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Vgl.  «  =   15,  20,  4,  X  =  3,  6). 


p 

29 

«^1 
—  6 

=^7 

4-  10 

«^11 
4-  9 

«'is 
4-  8 

89 

4-20 

—  12 

4-36 

4-38 

149 

4-46 

4-  54 

-h30 

—67 

269 

—60 

—  98 

—46 

—  2 

389 

—  5 

4-133 

—30 

—  7 

P 
449 

w 
i 

-h224 

—  16 

11 

4-121 

^11 

—186 

509 

—  124 

—  169 

—  198 

4-  68 

569 

—  56 

4-125 

4-  67 

4-162 

809 

-hl80 

—  62 

4-321 

4-397 

929 

4-288 

—  38 

4-113 

4-392 

J 


Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  y(w ,  w^) ,  welche  hier  nicht  erhoben  ist. 


iV(i- 


Normen  complexer  Zahlen  in  w, 
N(l  ±  tu)  =  61 ,  N(2  -h  oTj,)  =  6  .  269  , 

A^(2  -t-  Wj  4-  txjj)  =  A\2tr,  4-  w^)  =  29  .  89  , 
N(w^  -^Wj  —  w^)  =   5  .  149  =  2V(tr„  —  w^^  —  w^^)  , 
N(l  4-  tr,  4-  oTj,)  =  5  .  89  ,  N(w^^  4-  w^g)  = 

Wji  4-  ojj,)  =  5  .  29  =  iV(l  —  Wj  4-  w^)  ,  A\l  4-  «Tj  —  w^,)  = 


9.29, 

9  .  89  n.  8. 


•)     Hier   ist   w^    die   gemeinschaftliche  Wurzel   der  Congruenzen:  «rj  ^  — 2  —  Wjj » 

=  —  ^  +  ^ij  (™od.  p),  (in  welchen  hier  die  Congmens 


1  11  9 

OTj  —  Wj  —  ^11  +  '^la  ^  ^5  (*^'  ^'  —  J^ — 1)  (mod.  p)  begriffen  ist);  sowie  linear  daich 


14 


—  w.  —  w     >  ^,07   ^  07   4-  w,-  ,  oder  w  tu 


w^^  u.  8.  w.  (mod.  p)  TOUig  beitünint. 
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w^^  =  2oü 


Ar 


n  =  60 
II,  3.     ;)  =  GO/M  —  29  ; 

d.  h.   die   iiichtverschwiDdenden  Perioden  rediiciren    sich   auf  die  löten  Einheits- 
wurzeln, und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 


31,     151,     211,     271,     331,     571,     031,     691,     751,     811,     991, 

haben  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p=  ibm-hi  in  n  =  15. 


II,  4.     p  =  60w«+19;         07,.  =  w'*+w^". 


also  die  8  primitiven  Perioden: 


Wj  =  w  4-  tw"  =  —  a7jj 


07^=»^     +  Üü*'    s= 


~^ST' 


w^^  =  w"  4-w" 


41  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  +  507*  4-  20o7*  4-  2507^  -+-  25  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Delationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  zweigliedrigen  Perioden  zweiter  Art  der  löten  (tr^^  oder  w^,.  der 
30ten;  einschliesslich  die  der  öten  ^^^r)^  denen  erster  Art  der  20ten  (or^^  wie  in 
II,  i)  Wurzeln,  und  den  3ten  Wurzeln  selbst  (^^^^r  =  Sw''®'',  während  rr^r  =  ^)' 


P 
19 
79 
139 
199 
379 
439 


07.     = 


2«"»  -  <r,  , 


07  07_    s!^    OT     "^  07       ■ 
17  8  44  » 


07   07 
1     IT 


IT  07 
18 


07   Of 
1     3 


^1 

4-  4 
4-  4 
—  45 
4-  12 
4-  92 
4-219 


—  1  —  20T 


li  ' 


07 


07      =  —  2oT   : 

1      30  ^9  ' 


=     ÜÜ 


15 


==    ^4  *"  ^-iS  » 


OT. 


4-  1 
—  3S 
4-  39 


52 


00 

—  35 


07   O'         =!^    07        '^—  QT        . 
1      98  11  17  » 

oPjO»,   =   —  2m*^  4-  Wj^g  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


07. 


II 

—  9 

—  13 
4-  11 

—  78 

—  144 

—  134 


w 

IT 

—  7 
4-     5 

—  9 

—  60 

—  152 

—  161 


07   W 
1      11 


14 


OP   07 
l     44 


—  2 

^IT' 

op  : 

8  ' 


CF 


IS' 


499 

07 
l 

—200 

07 
T 

—  90 

07 
11 

—  56 

07 
17 

—125 

619 

4-213 

—237 

4-  36 

4-  82 

739 

—  42 

4-175 

4-138 

—  164 

859 

—390 

4-204 

—428 

—  14 

919 

4-399 

—339 

4-  10 

4-413 

•)     Hier  ist  w.   die  gemein8('liaftlieli»>  Wurzel  der  Congruenzen     07J  ^  2w*°  —  w   , 
w    — 07      ^  07   ,     «7^j,  ^  — ^  ~^"  ^la  ("*^*^'  p)i  ^^^^    aueh    linear    völlig    bestimmt    durch    eine 
Congruenz  wie  07  0;'     ^  —  ur    oder  Qc.ot    ^  w      etc.  (mod.  p). 
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«  =  60 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  ß^u ,  w^) 

Normen  complexer  Zahlen  in  w. 

N(l  -  OT^  +  tr^)  =   19'  ,  N(l  ±  w^)  =  N(w^  -  OTj,)  =  4  .  19  ==  iV(l  4-  «r^^  -  w»*)  , 

^(2  -f-  tr^j  —  w^j)  =   19  .  139  ,        N(l  —  207^^)  =   19  .  439  ,  N{w)  =  ö'  . 


II,  b,     p  =  60m—  19;  w^  =  w''4-w-"'^  =  —  w"'', 

d.  h.   hier   reduciren   sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  20ten  Einheitswurzeln, 
wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

41,     101,     281,     401,     461,     521,     641,     701.     761,     821,     881,     941, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  20wi  4- 1  haben,  (vgl.  n  =  20). 


II,  6.     p  =  eOm  4- 11  ;         tr^  ==  w'^  4-  ou^^'*  =  w'^  H-  w^^-^"  , 
also  die  4  primitiven  Perioden: 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w'  4-  3w*  4-  9op*  4-  27t]p'  4-81  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven 
Perioden,  d.  h.  den  5ten  Wurzeln,  w^^  =  —  uj^*''  sowie  w^^^  =  2w"''  (oder  der 
lOten,  oPj^  =  —w*''',  w^^  =  2üü®''),  und  den  Perioden  der  I2ten  Wurzeln  ar^^, 
während  w,^  =  0,    tr^^,.  =  —  w^^^  =  —  1  ist: 

opj   =  3w^' ,  ^'^i^T   "^   — 3w**,  ^i°^i3  "^  3c«;'*,  ^1^19  "^   — ^5 

•    OF  tr     =  —  u)     :         a7(r^=otT.  w  w      =  2w     ,  etc. 
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n  =  60 
Congruenzwurzeln  mod.  |7.*) 


p 
11 

^1 
—  1 

tr 
—  2 

IJ 

—  4 

^19 

+  3 

71 

—21 

—  2 

—34 

—  10 

131 

—49 

23 

+40 

—24 

191 

4-19 

+23 

+58 

+30 

251 

—29 

+54 

—  14 

+78 

P 
311 

w 
1 

—  113 

tr 
—  161 

txr 
—  66 

w 

19 

—  113 

431 

+  28 

—  74 

+134 

+200 

491 

+155 

—135 

—  120 

+  57 

911 

+335 

+  12 

—228 

—223 

971 

+  35 

—283 

+374 

—333 

Die  Priinfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  /(w ,  Wj), 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 


N(i±w^)  =  11\ 

A'(trj  +  tTy  +  tr^j)  =  81.5.11, 


A^(2  +  tr^)  =  11.71  , 


iV(l- 


A^l- 


tF. 


Wy+ClTjg)   =    131.11, 
-  tTjj)    =    11  .  191    U.  8.  W. 


11,7.     j^  =  60m  — 11;         tr^  =  to'"+oi-^*\ 
also  die  4  primitiven  Perioden: 


19 


OPj    =    W  —  W         =    —  ^j9  »  *7    —    «^        —  ■*         —    —  -^13  > 


W.    =    t*i        —  W  =    ^  OCT, 


tr       =  ciü 
11 


11 


29 


=  ciü      —  c«;       =  —  tr 


»9 


17  "'S 

tr,,  =  w      —  w-     =  —  tTjjj  , 


17 


Wurzeln  der  Gleichung: 


CT«  —  3tr*  +  8tr*  —  3tr*-*  +  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Kelationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  txr^^  (denselben  wie  II,  4),  den  tr^^  (denselben  wie  in  II,  2),  und 
den    12ten  Wurzeln    selbst    tr^^  =  2^1.*'*    (einschliesslich    die   vierten   und  dritten 

^        ^  2w"^     X    .  —  2iy'^0: 


wj  =  -  2c«"  -  tr. 


tr  tr     =  ~~~  Du 


20 


tr  tr     =   —  üü 


40 


tr  tr      ^  2  +  X     , 

1      11  ^^       12  ' 

x,x«  =  — 2w*^  —  X 


'i«^i7  =  1 ; 


X 


m      =    2U}     +  X    _ 
1^4  ^^17 


XjXg    =    te,< 


15 


X 


1~9 


28  ' 


15 


',x      =  —  2uj     —  X    . 

1      44  J  » 


*)     Hier    ist  x      völlig    bestimmt    durch    eine   lineare  Congruenz   wie  x  x    ^  — w'*  oder 

3  4  s  1  a 

X  w      ^  X    (mod.  j>),  sowie  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  x*  ^  3üü      (mod.  f>) 
und  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren  erste  x    —  ^t  "^  ^is  —  ^i9  ^  ^s  ('^^*^'  P)' 
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n  = 

=  60 

Congnienzwiirzeln 

med. 

pn 

p 

109 

—  15 

«^7 

+  26 

XV 

11 
+  21 

^IT 

-+-  29 

P 

709 

^1 

4-  72 

—115 

w 
11 

—  37 

«^17 

—  128 

229 

+  30 

—  HO 

-f-102 

+  84 

769 

+289 

+270 

—225 

—306 

349 

+     6 

—  154 

—  34 

—  58 

1 

829 

—335 

—  12 

+  69 

+146 

409 

—  174 

+  186 

+   11 

—  181 

p  A^,) 

109  14-tr,+tr^g 

229  2— oPj+OTy  — 

349  2— Wj- Wj^ 


/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

p  A^,)  ;      P 


w 


ii 


409  1  — OTj-    (Ty    +°^ii 

709       2+Wj+2cPj^ 


769 
829 


1^^     f       ^17 

2 —  w  +w  +aT    +tF 


III.     p  zum  Exponenten  4  gehörig, 
4  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

III,    1.      />  =  60m+  7  ,—  17;  or^  =  u;''  +  u,''-  + ^-"'•—c«;-^''', 

also  die  4  primitiven  Perioden: 


7  19  13 


.  .11  _,     ,    17  S9  ^  J3 


—  tp 


9S 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w*  —  507^  +  25  =  0 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  3ten  Wurzeln  w^^  =  —  £«j*°''  sowie  tr^^^  =  4uj*®''  (oder  der  6ten 
°^ar»  ^10/^)  ^^"^  ^^'^  viergliedrigen  Perioden  der  20ten  Einheitswurzeln  w^^,  wäh- 
rend tTj^  =  0,    w^j^  =  —  1 ,    cPg^  =  +  1  : 


tTj  =  —  5c«; 


30 


07 


i«'!!  =  5; 


iTjOTj  =  Sw*"  ; 


tjcT  Q7     =  nr 

14  Jl 


^l^'lO    ==    ^^2  • 


07     — 


*)     Hier  ist  tv    als  die  gemeinschaftliche  Wurzel   der  Congmenzen:  w^  s 

s  —  w'*^  (mod.  p)y  sowie  durch  eine  lineare  Congruenz 


—  2u;"  -  w 


u;", 


07   07. 
17 


—  w      oder  w  tr 

24  1      8 


ou 


u.  s.  w.  (mod.  p)y  völlig  hestimmt. 
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n  =  60 

Congruenz wurzeln  inod.  p.*) 
(Vgl.  X  =  3,  «  ==  20). 


p 

7 

^1 
2 

11 
4-  1 

P 
223 

^1 

4-  52 

11 
4-  73 

P 
523 

«^1 
—  164 

w 
11 

—  67 

,   787 

tr 
1 

4-242 

tr 
11 

4-361 

43 

—  20 

—  11 

283 

—  94 

—  15 

547 

—259 

—226 

823 

4-205 

—281 

67 

4-49 

—  4 

307 

—  107 

—  23 

607 

—300 

—  172 

883 

4-  9 

4-393 

103 

4-39 

—21 

367 

4-  39 

4-  66 

643 

4-306 

—  187 

907 

4-204 

—369 

127 

4-63 

—  10 

463 

—  56 

—  157 

727 

—207 

4-  7 

967 

4-363 

—  309 

163 

4-  6 

4-28 

487 

—203 

—  60 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  /(m  y  w^). 


N(l±w^j)  =  3.7, 

iV(4  4-t3iTji)  =  3.67 

gleich  2^  oder  3/>  ist. 


Nonnen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(l  4-  3Tj  4-  Wji)  =  2.7,  iV(l  —  2'J^  —  tjPj^)  =  3  .  43  , 

und   80   gibt   es  überhaupt  stets   ein  cf)(trj),    dessen   Norm 


III,  2,     p  =  60m  —7,4-17;        tjp^  =  w''  4-  w"'''  4-  w"^^'*  -h  w 


ITr 


tTj  ==  üu  —  w"  —  w^'4-uj*'  =  — tr^g 


also  die  4  primitiven  Perioden: 

Wj     =    w'  4-  M^^  —  C<ü"  —  w"    =    —  tJETjj  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  7tr*  4-  16  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.h.  den  viergliedrigen  Perioden  der  löten  Wurzeln  tr^^  (oder  der  30ten 
tp,^,  während  w^^  =  —  ^,.^r  =  0»  ""^  ^^^  4ten  Wurzeln  selbst  tr^^  =  2»**''  (sowie 
tTj,  =  —  w^^'',     aT,5^  =  4u;"",  wahrend  tr^^^  =  —  °^2o'  =  2)- 


tr    ==  4  —  X    . 
1  ♦ ' 


tr 


i'-r  =  •* ; 


HT  tr     =   —  tXT 

13  4 


(tTjtr^  =  2tr^); 


IS 


.14 


tTjtr^   =   2u;      4-  tr^  ,  ^,^28   =   —  "^^      • 


5r    —  tr 
1  11 


•)     Hier  ist  t     die  jjjomeiii8«'liaftHche  Wurzel  der  Congruenzen  tr^  ^  —  öw'^  , 

tr   ,     ^i^ii  ^=  ^  (mod.  p)   und    damit   v5llig   hoi^tinimt,    sowie   duroh  eine  lineare 


Congruenz  ^.tr    ^=  3üu       oder  tr  üu 
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n  ==  60 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 
(Vgl.  n  =  15 ,  n  =  4) . 


p       ^1 

^T 

P 

«^1 

^f 

P 

«^1 

«^7 

P 

w 
1 

17—7 

3 

233 

+  94 

+  5 

557 

—  143 

+261 

773 

+106 

—  150 

53  4-  6 

—  17 

257 

—  125 

—  109 

593 

+  96 

+173 

797 

+  199 

—  16 

113  —42 

—  27 

293 

—  22 

+  133 

617 

+206 

+  12 

857 

+  175 

+382 

137  +10 

—27 

317 

—  77 

+  37 

653 

+201 

+  52 

953 

+  85 

—426 

173  -4-37 

—56 

353 

—  75 

—  33 

677 

+333 

+307 

977 

+161 

—  91 

197  +36 

+22 

1 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  /(«y ,  w^) . 


Normen  complexer  Zahlen  in  ij . 

A'(3  +  tTjj)  =  2  .  17  ,         N{1  +  oTj  +  07^)  =  5.17,         A^(2  —  or^  +  «r^  +  «r^)  =  2  .  53      und 

80  überhaupt  Normen  =  2p  oder  =  bp. 


III,  3.     jr)  =  60/«  —  13  ,  +  23  ;         tF^  =  w''  +  »-"'*  +  cü""'"  +  m 


iZr 


^^  =  c.^  +  c."-«»-c."  =  -tr^^; 


also  die  4  primitiven  Perioden: 
Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  +  ro'*  +  4  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  w^^  (denselben  wie  in  UI,  2),  w^^  oder  den  viergliedrigen  Perioden 
der  20ten  und  w^^  =  2(c<y*'  —  «y"'")  oder  den  Perioden  der  12ten  Wurzeln,   (während 


tJ7, 


tJ7. 


tr 


,<r,  =  -2; 


W 


1^4   =  «^, -4-oCj., 


cpjCF^  =  2  +  07^  ;         oPjWj  =  2  +  20?^^  . 


TT 


•)     Hier  ist  tr    als  die  gemeinschaftliche  Wurael  der  Congraenzen !  w?  ^s  4  —  w 
^  —  Wj  ^  —  c«^* ,      «TjOP^  ^  4  (mod.  jo),  sowie  durch  vj^w^  ^  —  w^  u.  s.  w.  völlig  be 


beetimiiit. 
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n  =  60 


Congruenzwiirzeln  mod.  p,*) 

(Vgl.  n  =  15,  20,   12). 


p 

23 

+11 

«^7 

+  4 

^4 

—  6 

383 

«^1 
+  38 

—  121 

w 

4 

+  88 

P 
683 

«^1 
—  135 

tr 

*7 

—  172 

w 

4 

+216 

47 

—  3 

—  15 

—  9 

443 

—205 

+  67 

+  60 

743 

—  128 

—  267 

—  38 

83 

+36 

+23 

+32 

467 

+214 

+  48 

—  30 

827 

—392 

+173 

+  158 

107 

—  11 

—29 

— U 

503 

+  27 

—  205 

—226 

863 

+  66 

—340 

—  41 

167 

+  6 

—56 

36 

563 

+  23 

—  98 

+  34 

887 

+440 

+254 

—234 

227 

+12 

—38 

+83 

587 

+  236 

+  194 

+  G9 

947 

+  19 

—349 

—361 

347 

+  8 

—87 

—64 

647 

+  39 

—  83 

—227 

983 

+477 

+373 

—456 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  /(w ,  tr^) . 


N(i±t)  =  2.3, 

iV(3  +  tp^)  =  2  .  47  , 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

N{w^  —  OTy  —  oTj^)  =  2  .  23  ,  iV(l  +  2w^)  =  3  .  23  , 

N(2vp^  +  07^  —  ^7)  =  3  .  47  ,  A^(l  +  cp^  +  2Wj)  =  2  .  83  . 


*)     Hier  sind  die  primitiven  Perioden  linear  durch  die  beiden  Congrnenzen  betitimmt: 

CF^  +  tr^  ^  —  (Tj  ,  tr^  —  cFy  ^  Du*  —  oü'*  (mod.  p), 

also  dureli  die  Congruenzwurzeln  bei  n  =  20  und  n  =  12;   die  übrige  Congruenz  aber,   opJ  ^  — w 
(mod.  p),    welche  die  primitiven  Perioden  mit  den  Congruenzwurzeln  bei  n  =  15  verknüpft,  bestimmt 
nur  den  bei  n  =  15  unbestimmt  gebliebenen  Index,  wessliulb  die  tr     in  die  Tafel  aufgenommen  wor- 
den sind  (das  w^  in  obiger  Tafel  ist  somit  bald  das  tr     bald  das  tr.  in  der  Tafel  für  n  =  15). 
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n  =  60 
III,  4.     p  =  60m  4-  13  ,  —  23  ; 

d.h.  die    primitiven  Perioden   redueiren   sich  unmittelbar  auf  die   12ten  Einheits- 
wurzeln, daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,       37,       73,       97,     157,     277,     313,     337,     397,     433, 
457,     577,     613,     673,     733,     757,     853,     877,     937.     997, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  12m  -h  l  bei  n  =  12 . 


Anmerkung  zu  n  =  60.  Es  gibt  hier  zwar  keine  achtgliedrigen  Perioden,  aber  von 
Bedeutung  sind  die  folgenden  Combinationen  von  8  primitiven  Wurzeln,  wovon  übrigens  nur  die  erste 
für  n  =  60  eigenthünilich  ist,  während  die  übrigen  auf  die  Relationen  der  60ten  mit  den  15ten, 
20ten  und  12ten  Einheitswurzeln  beruhen: 

,„  +  Ol' +  <«"  -  tt,"  +  («"  -  k"  -  <«"  -  tt,"  =  yü, 
tt,  +  j,,' _  a„"  _  <„"  _  ou"  _  ^„»' +  tt,"  +  „."  =  -yiT', 


Üt}  Uü 


7  .    11     ,     .   13     ,         17  .19  .   S8     ,     .   29 


.    11      ,      .    13      ,  17  19  .83      ,  29  ,/ T 
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71  =  68 


I.     jr)  =  68m  -4-  1  . 


32  primitive  Perioden,  deren  Gleichung: 


(t) 


— u)    H-w    — 'X'     -hw    — i«     4-J«    — ^'    4-^    — ^     4-w     — üü     -f-w  — £ü  4-w  — w  -t-1   =  0, 


wodurch  sich  von  den  nichtprimitiven  die  4ten  Einheitswiirzeln  mittelst  der  primi- 
tiven ausdrücken  lassen: 


w 


n 


Congruenzwurzeln  med.  p, 

(Vgl.  wegen  der  uiclitprimitivon  Wurzeln  bei  X  =  17  und  n  =  4). 


P 

137 
409 
613 
953 


+  7 
-hl82 
+275 
—  302 


—  68 

—  92 
+237 

—  2 


—  44 

4-  51 
-4-231 
—385 


UJ 

-i-  36 
+  154 
+  101 
—255 


w 

—  17 
+  48 
+  145 

—  8 


cx; 


11 


—  11 
+  169 
+281 
+366 


M 


13 


+  9 

—  27 
—246 

—  47 


üü 


15 


+  30 
+135 
+  187 
—  32 


P 

137 
409 
613 
953 


'JÜ 


19 


—  32 
+103 
+  59 
—268 


.  511 

—  61 

—  106 

—  152 

—  128 


.  !'3 

+  25 
+  121 
—  24 
+  138 


—  8 

—  196 
+  93 

—  119 


üü 


•i7 

19 
+  162 
+  176 
+441 


.  29 

ÜJ 

—  28 
+  8 

—  69 
—401 


—  2 

—  40 
—269 

+477 


+  39 
+200 

—  107 

—  142 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal. 


Normen  complexer  Zahlen  in  w. 


A^(l  _  C^9  -  j^lOj    _    13-2^ 

N{1  +  w*  —  Cü"  +  c«;")  —  409  .  3673  , 

iVO-cu"        (*;••"        u;")  -  409.1361, 

A'(l  — OL*  +  w*  +  a;")  —  613.2789, 

A'(l  +  w^°  —  w^')  =  953  .  137  . 
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n 


68 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.    p  = 

tr^  =   w''  -h  W"  =  Cü''  —  w 

womit  die  16  primitiven  Perioden: 


68m  —  1 ; 


=   17, 


dzw^j       dzw^y       ^  «^5  >       ^^j  1       ^^^i       ^^11»       ^ 


w 


IS 


±07 


IS 


gegeben  sind,  sowie  durch  tu^w^  =  wj^^^  -i-  w^^^j  die  fundamentalen  Relationen ;  die 
niehtprimitiven  Perioden  sind  die  oj^^,  d.  h.  die  zweigliedrigen  Perioden  der 
17ten  (oder  w^^  der     34ten)  Einheitswurzeln,  während  w^^^  =  0. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

67 

26 

—  6 

w 

5 

—  28 

—  18 

4-  3 

w 
11 

—  11 

4-  16 

w 
1$ 

—  26 

271 

75 

—  26 

-4-  67 

4-  77 

4-117 

4-  97 

4-  62 

4-  23 

883 

35 

-1-386 

—362 

4-154 

—258 

4-426 

4-286 

—316 

p 

67 


/(tirj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     iV/j^wJ  = 
/(«,)  I  P  /K) 


l-+-ti7^4-aTj 


271 


l+«^5-«^3, 


P 

883 


24-Wj4-Wj4-Wj 


•)     Hier    ist    w^    diejenige    Wurzel    der    Congruenz     w\  ^  2  —  w       (mod.  p) ,      welche 


0  und  <  ^J5.    Was  X  =  17  ,  11.  «   , 


'i» 


*?6» 


heisst  hier    or^  ,    or^^  ,     «7^^  ,    tr^^j  ,     tp^^  ,     tr 


20 


t». 


v 


94 


resp. 
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n  =  68 
Normen  complexer  Zahlen  in  J^. 

iV^(l  dz  w)  *=  N(w^  ^^n)  =  1Ö97  ,  N(w^  ±  w^^)  =  9929  , 

-ZVK  +  op,)  =  17^  iV(tü^  4-  Wj,)  =  64  ; 

N(l  —  tTj  —  Wjj.)  =  101  .  577  ,  N{i  —  (Tj  —  Wj,)  =  101  .  373  , 

iV(l  4-  tr^  4-  tTg)  =  17  .  509  ,  A^(a7,  4-  tP„)  =  N{w^  4-  w^^)  =  lOl'  ; 

iV^(l  4-  w^  —  tr^)  =  iV^(l  4-  tr,  —  or^,  4-  «7,^)  =  16  .  613  , 
N(l  —  tu,  4-  «Tj,)  =  17  .  409  ,  N{2  4-  w^j)  =  137  .  8297  ; 

endlich  mit  den 

Congnienzwurzeln  med.  509': 
N{1  —  Wj  —  (T^  4-  «7^  4-  cPj  4-  w,  —  oTj^)  =  16  .  509' , 
N(2  4-  tTj  4-  w^  —  2try  —  2a7g  —  2«»^^  —  w^^  4-  tr^j)  =  509'.  101  .  1021  . 


II,  3.     p  ==  68w  — 33;  Wr  =  w'^4-w-"''  «  0, 

«T^^  =  2oü*'',  d.  h.  17te  Einheitswurzeln;  daher  sind  die  Primfactoren  der  p  =  I7m4-1 
auch  diejenigen  der  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

103,     239,     307,     443,     647,     919, 


III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig, 
8  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

in,  1.     ;>  =  6Sm  4- 13,4-21;  w^  =  w'"  4- w"'' 4- tt-"'' 4- w'*'' ,  also: 

tFj  ==  w    4- £«"  4- w"  4- c«'\  tüj  ==  w'  — w*    4-w"  — tt;", 

or^  ==  üü'  4-  w"  4-  w"  4-  w^^  ,  g,^  =,  t^9  _  j^i*  _  ^,"  _  f^i9  ^ 

Wurzeln  der  Gleichung: 

OF*  4-  13tr*  4-  40tr*  4-  IStr'  4-1=0; 

unter   den  nichtprimitiven  sind  w^^  die  viergliedrigen  der  17ten,  ar^^^  =  4»^''"  die 
4ten  Einheitswurzeln; 

fundamentale  Relationen : 

Wj    =    —  4  —  (Tg  —  2«Tj,  ,  OTjW,    =    —  1  4-  OT^  —  ar^^  ,  tTjOTy    =^    —  1  _  a,^  -^  „^^  ^ 

tr^tTg  =  1  . 
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n  =  68 
Die  übrigen  haben  ideale  Factoren,  in  4ter  Potenz  wirklich  für 

p  =  13,  89,  421,  5Ö7,  701,  761,  769; 
z.  B.     jp  =  13  ,    /*(a7j)  =  1  —  207^  4-  3a7j  -4-  SWj  —  w^  — 
und  vielleicht  schon  in  zweiter  Potenz  fttr  p  =  293,  353. 


Normen  complexer  Zahlen  in  ti^. 

N{1  4-  tTj  -h  oPj)  =   13  .  89  ,  N(2  —  tJPj  4-  Wjj  —  tu^)  =  421  .  89  , 

N(Z  -  Wjj  —  w")  =  557  .  13  ,  A^  —  Wj  —  07,)  =  701  .  13  , 

N(l  —  tir^  —  cPj^)  =   13  .  101  ,  N(3  —  tr^  4-  tr^  —  w^,)  =   101  .  761  , 

A^(4  -h  tr^  -h  w")  =  16  .  769  .  13  ;  ferner : 

N(w^  4-  w^^)  =   16  ,  N{1  -4-  tu,  —  w,^)  =  4  .  293  , 

N(2  -hw^  —  w^)  =  4  .  353  ,  N(l  4-  w^  -h  w^  4-  «r^)  =  4  .  509  , 

AXl  4-  tP^  4-  0T3)  =  4  .  409  ,  A^(a7j  —  or^  —  07^,)  =  4.13', 

AVj  4-  w^)  =  A^(l  +  tTj  —  u;^')  =  13'  ;  N(l  —  2Wj)  =  13  .  137  , 

A^{3  —  2a7g  4-  2Wj^)  =  613  .  13'  ,  N(2  —  207^  —  w^  —  w^)  =  17  .  89*  ; 

endlich  mit  den  Congruenzwurzeln  (mod.  13*): 

A^(l  —  4aT^  4-  307^  —  (Tg)  =  13*  149  ,  A^(2  —  or^  —  0T3  —  2w^  4-  w,  —  207^^)  =   16  .  13*  , 

JV(8  4-  oTj  —  2Wj  —  tTj^)  =  13*.  13  .  101 . 


III5  2.     p  =^  687H  —13,-21;         o?^  =  w'  4-  w""'*  4-  to"**  4-  w""'^ ,     also  : 

m    =  w'  4-  oü*    4-  w"  4-  w"  , 


13  ai     ,         33 

07=»    —  w     —  cü     4-w 

W.    =    tt,'  -  c«"  -  <«"  +  «," 


y  -         --  ^       ,    -      ,  -,J 


» 


tr,  =  w'  4-  w"  4-  et'"  -h  w"  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w'  4-  17ti7*  4-  6807*  4-  85tr'  4-17  =  0; 
unter  den  nichtprimitiven  sind  w^^  dieselben  wie  III,  l,  dagegen  07^^^  =  O; 
fundamentale  Relationen : 

OTT      ^rr    ^—  4  -~~  tI7     -4~  2tI7  XB   JB      s^    Q7     *"""  Ct7        •  Ct7   07_    ss;    07     "^  Q7 

w^w^  =  14-  207^  4-  2a7jj  . 
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n 

—  68 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P.*) 

p 

47 

w 
1 

1 

—  10 

—  16 

w 

■9 

—  7 

P 

599 

w 
1 

201 

w 

3 

—227 

«^7 

—206 

w 

9 

—  72 

191 

68 

4-22 

—  92 

4-78 

659 

321 

4-129 

—196 

—  115 

251 

12 

—  83 

4-  82 

4-28 

727 

128 

—  259 

—  124 

—271 

463 

55 

4-51 

—143 

—  35 

863 

428 

—  79 

—318 

4-  6 

523 

27 

—12 

—  92 

4-61 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
wenigstens  zum  Theil  in   2ter  Potenz  wirklich,  z.  B.  ßXr 

J[>  =  47    /'(Wj)  =  2  4-  «Tj  —  Wj  4-  tü^  -+-  Wg  — 


9* 


Normen  complexer  Zahlen  in  ij 
Für  folgende  Primzahlen  ist  N4>(w^)  =  4p: 


p          <t>(^j) 

47   1  —  Wj 

191     1  —  «Tj  —  OTj^ 

251   1  4-  t»,  4-  Wy 

523   2 
599   2 

Es  ist  femer: 

N(i   -  07,  4-  07,,)  = 

iV(4  —  07^  4-  Wj,  —  Wj  J  = 
-^K  -  «7„)  =  409  , 

47  . 463  , 

47', 

191  .  863  ; 

2  4-  07,  4-  07^ 
2  4-  07,  4-  07j^ 


—  07. 


p 

*K) 

659 

1  —  w,  4-  2w^ 

863 

14-2Wj4-  07^ 

iV(4  —  07,  4-  07,)  =  463  .  727  , 
iV(2oi7,  4-  07,)  =  47  .  599  , 

endlich : 

613  ,  N(l  —  2a7,  4-  2aT,,)  =  137  .  3469 


♦)  Hier  ist  w  diejenige  Wurzel  der  Congnienz  w^  ^  —  4  —  07  4-  ^w  (mod.  t>), 
'«reiche  >  0  und  <  ^p.  Für  p  =  47  sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  p^  ,  mit  Einschluss  der 
nichtprimitiven,  folgende: 


tr. 


07. 


07. 


07. 


OT, 


OT. 


07, 


07. 


1  ^^3  "A  7  "8  "9  "13  "U 

14-16p       — 104-23p       4-7— 10p       —16— 14p       +20— 8p       — 7— 8j?       —11— 3p        — 174-3p 


568 


n  =  68 

IV.     2^  zum  Exponenten  8  gehörig. 
4  achtgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  \.     p  =  68m  4-  9  ,  —  15  ,  —  19  ,  -f-  25  ; 


also 


oPj  =  w    4-w'    4-C(ü"  — u,"4-tt"4-w"4-to"  — w"., 
(Tj  =  w'  4-  w*^  —  cü*    4-  oa"  4-  oü"  4-  tu'    —  w"  4-  w"  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


OP*  4-  Ötr'  4-  16  =  0  ; 


unter  den  nichtprimitiven  Perioden  sind  w^^  die  achtgliedrigen  der  17ten  Einheits- 
wurzeln, und  tTjy^  =  8oü^''^; 

fundamentale  Relationen : 


p 

53 
229 
257 
281 
349 


w 
1 

—18 
—43 
—54 

■4-  y 

—46 


tr     = 
1 


-  4  4-  tr^  , 


tr 


tr     =  —  4  , 
1    «  ' 


tr  tr 

14 


—  bw,  4-  407, 


tZT 
3 

4-  12 
4-  64 
—  33 
4-  62 
167 


P 

389 
433 
457 
461 


Congruenzwurzeln  med.  p*) 


tr. 


tr. 


—  183  —  68 
4-  5  —174 

—  142  4-206 
4-161  4-209 


tr. 


tr. 


569  4-  72  4-158 

593  —246  4-270 

661  —223  —329 

733  —128  4-252 


P 

757 
773 
937 
977 


w 
i 

—343 

—  14 
—219 

—  154 


tr 

3 

—256 
—331 
—415 
—406 


/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  j). 

Wirkliche  Primfactoren  ^^tr)  haben  folgende  Primzahlen: 


p 

/(tr,) 

P 

/(«^i) 

P 

/K) 

53 

2-   tr,4-  tr^ 

569 

5—  w^+  tr^ 

733 

74-2tr^— 4trj4-2tr^ 

281 

24-3trj— 5trj 

593 

54-3trj — 4aTj4-a7^ 

937 

5 — 3t»j4-2acT  —  w 

349 

54-  CP, — 207^4-07^ 

661 

3— 2tr, 

977 

7—    tFj-4-3tXT^ 

461 

4— 2tr,4-  07j4-tr^ 

*)     Hier    ist    tv     völlig   bestimmt   durch   tr  w^' 
schaftliche  Wurzel  der  Congruenzen: 


tr 


'  ^  —  4  4-  tr    , 

1  '  ^^  '*'4  > 


Für  p  =  229  ist  mod.  p^     tr^  ^ 


tr   — "  tr 
-43 


-c^', 


91/? 


tr. 


^  —  tr^  (mod.  p\   sowie  als  die  gemein- 

tü^tTj  ^  —  4     (mod.  p), 
64  4-  18p  ,     t»^  si  21  —  32p  . 
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n  =  68 

Die  der  übrigen  sind  ideal,  in  zweiter  Potenz  f^ip^  wirklich:*) 

229     15—  ötTj+lStTj+TcF^      I      433     234-1507^— 200?^ -hl  loc^       i       757     20— 32oTj+19trj— 5tü^ 
5}57     32oT,  — 19tr,— 3tr  •  457       4— 20tr,-l-lltr,—  9ir,  773     12ar,— 9m  4-13aT, 

a3«  134'  134 

389       8+1207^—  3Wj4-  «7^ 


IV,  2.     jp  =  68m  —  9  ,  +  15  ,  4-  19  ,  —  25  ; 

07^  =  w'-  4-  w-'''  +  w"'-  4-  co'""  -f-  c*;"''  4-  w-"''  4-  c«"'-  4-  c*;"'' ,  also : 

tTj  =  oü    —  w"  4- w"  4- w^' 4- c<y"  —  w®    4-c«"4-w^*, 
w^==  w^^^'    -  DU*    -  c;"  4-  u,'»^  -  £.;"  -  w"  -  a,"  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  4-  17ir'''4-68  =  0; 

unter  den  nichtprimitiven  sind  rr^^  dieselben  wie  in  IV,  l,  während  tr^^^.  =  o ; 
fundamentale  Relationen : 


07 


% 


_   =  —  8  4-  tr.  ,         ay,0P-   =  2  4-  4T3r.  ,         W-ir.   =  —  w.  —  207-  . 


*)     Die  y*(tr  )  sind  mittelst  folgender  Normen  hergeleitet  (ausser  für  p  =  229): 
iV(4  —  t3t7,  4-  07^)  =  13^  ,         N(b  4-  2073  —  2tr^)  =  13  .  257  ,         iV(2  —  tr^  —  3a7^)  =  13  .  389  , 
N(l  —  3a7j  4-  3ro^)  =  13  .  433  ,     und       N{w^  4-  trj  =  81 ,  N(2  4-  507^  —  07,)  =  9  .  457  , 

JV(3  —  2oTj  —  407^)  =  9  .  757  ,      N(\  4-  207^  4-  4tr^)  =  9  .  773  ;  wegen  des  Primfactors 

von  3  vgl.  V,  1;  mod.  13      ist  07^  ^  — 77,     tr    ^  +22,     w^  ^  4-18.     Sonstige  Normen: 
N(l  4-  2a7j)  =  293  ,  iV(2  —  307^  4-  cPj)  =  353  ,  iV(3  —  2«7j  4-  4a7,)  =  613  ; 

iV(2  4-  307^)  =  4  .  409  ,  N(2  4-  w^  4-  2a7,  —  3tr^)  =  16  .  409  , 

N(h  —  207,)  =   13  .  137  ,       iV(4  —  3oPj  —  oTj)  =  17  .  409  ,      N(\  —  407^  4-  2tr,)  =  9.13, 
N(b  —  2a7j  4-  4ti7j)  =  9  .  13  .  17  ,         und  mit  Congruenzwurzeln  mod.  229'  : 

iV(14  —  tPj  —  907,  4-  807^)  =:  17  .  229'  . 
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n  =  68 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


(Vgl. 

\  =   17). 

p 

w 

3 

P 

w 
1 

^3 

P 

w 
i 

^3 

P 

^1 

w 
1 

19 

6 

—  2 

179 

49 

-h  25 

383 

126 

4-  24 

631 

165 

+186 

43 

1 

—  5 

223 

107 

+  24 

467 

125 

—  161 

739 

310 

—  133 

59 

19 

+25 

263 

63 

—  119 

491 

213 

+  156 

859 

275 

+238 

83 

32 

—  11 

331 

93 

—  101 

563 

89 

+116 

967 

257 

—127 

127 

7 

-1-51 

359 

176 

—  75 

587 

159 

—  80 

971 

118 

+390 

101 

3 

—27 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  sämmtlich  ideal,  in  zweiter  Potenz  /'(w  )  wirklich,  z.  B.  •*) 


p 

/V,) 

«K^,) 

19 

1  —    3aTj  —    2a?    —      w 

43 

5  +      tr.  —    2tr,  +    3tr, 

1                       ^  ^J  ^1 

59 

5  +      ^1  +    2tr    —      tr 

^              1  +  207^  +  2oPj  —  207^ 

83 

3  —  17a?j +  22(rj  +      w^ 

^              3  —  2trj  +  207^ 

127 

22—    6^^  —    ötTj  —  13T3r^ 

^              1  —  207^  —  2w^ 

151 

3  —    3trj  +    6(rj  +      tr^ 

J                     1  +      tTj  (Tj  —  207^ 

179 

15  +  13aT^  +  lOtTj  —  llw^ 

223 

14  +    2tF,  +      TT,  +    3r 

X                        3 

i              "^  +  20-3  +  2tr^ 

♦)     Hier    ist    tr^    diejenige   Wurzel    der    Congnicnz    07^  ^  —  8  +  ar^  (mod.  p) ,       welche 


0  und  <C  ^p'    —   Für  die  2  ersten  Primzahlen  sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  p 


P 

19 

43 


tr. 


07, 


1  '^i 

6— 7p         —2—  Bp 

1+9/)         — 5— Up 


tr. 


7 — 3tr  — IT 

1        *^  4 


6—  Qp 
9+18/?. 

•*)  Es  ist  fast  durchaus  ein  (f){w^)  beigefügt,  wofür  N<f)(rr^)  =  19/)  ist,  weil  die  f^{w  ) 
daraus  hergeleitet  sind,  für  p  =  179  dagegen  aus  A^(l  +  2orj  +  207^  —  4a7^)  =  43 .  179 ;  für  andere 
Primzahlen  aber  sind  die  <J)(a7j)  folgende: 

7+2trj 

2+3irj— 2rr3+3op^ 

Sonstige  Normen:         N{\—w^)  =  2.43,  iV(2+a7j)  =  N{w^-\-w^)  =  8.19, 

iV(l+a7j— 2tr,)  =  2  .  179  ,         iV(l— tr,+2a7^)  =  2  .  331  .  N{3-^2w^)  =  13  .  137  , 

jlV(1— 2trj+2a7,)  =  409,         N{2—w^'{-w^-h2w^)  =  613,         iVi(ll— 4aTj— 607^)  =  149.613, 

iV(l+2trj+2ccrj— 6cp  )  =  59.491,  N{7—2w^-'4w^-^4w^)  =  179.383, 

lV(3tr3+5(r^)  =  59  .  587  ,  iV(5+4tr3+2a7^)  =  43  .  563  ,  A^(  1—4 07^—20^3 +407^  =  43  .  631  , 
iV(l— 307^+507^)  =  43.739,  iV(l +40^3+40? J  =  43.971;  endlich  mit  Congruenzwurzeln 
mod.   19':     N(S-hrjJ^—w^)  =  17.19*,         iV(l+2a7j+tr^)  =  4  .  19\ 


p 

4>K) 

p 

263 

8-    W^       TT,       207^ 

359 

331 

14-307^+07^ 

467 

p 

859 
967 


7,-ir^ 
2+4arj+aTj— 307^ 


571 


W  =  68 

V.    p  zum  Exponenten  16  gehörig. 
2  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

V,  1.     p  =  68/rt  -h  3  ,  —  5  ,  -h  7  ,  4-  11  ,  4-  23  ,  -h  27  ,  —  29  ,  -h  31 ; 
tü^  =  w»-  4-  («''•  4-  «''•  +  w"''  4-  w"'-  4-  o'-"'*  4-  o^-'""  4-  c«^"'"  4-  w""  4-  c«"'^  4-  co"''  4-  o;''' 


4.a7"r^^-».^^-i5r^^a»r^ 


also: 


«Tj  r=r  eü4-w'4-w*4-w"4-w"— w*— w"4-w**4-oü"H-w"4-w"4-w'4-w"— w"— w 


Wurzeln  dör  Gleichung: 


otJ  4-  17  =  0  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


(tTj   >  0  und  <:  ^  j>).*) 


/^ 

«^1 

P 

^1 

P 

«^1 

P 

^1 

P 

IT 
l 

3 

1 

163 

31 

419 

54 

619 

93 

823 

387 

7 

2 

167 

22 

431 

198 

643 

84 

827 

195 

11 

4 

199 

88 

439 

185 

683 

260 

839 

50 

23 

11 

211 

48 

479 

221 

691 

126 

887 

263 

31 

13 

227 

94 

487 

38 

719 

197 

907 

52 

71 

14 

283 

41 

499 

116 

743 

72 

911 

168 

79 

33 

311 

43 

503 

140 

751 

67 

947 

433 

107 

25 

347 

32 

547 

146 

787 

306 

983 

147 

131 

30 

367 

152 

571 

211 

811 

226 

991 

77 

139 

20 

379 

143 

607 

181 

5  » 


•)    mod.  p^  hat  man  für 


p   =  3 

07^  =  1 

p  —  11 

ocj  ^  15 

P   =  7 

Wj  =  9 

p  —  23 

w^   =  149 

j^  ==  31        Wj  ^ 


72- 


—  142 


572 


n  =  68 
Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  ideal,  in  zweiter  Potenz  wirklich,  und  zugleich  von  der  Form 
/'(oyjtTj)  =  <J)(aTi) -h  tTj  <|)/trj) ,  WO  x^  die  achtgliedrige  Periode  erster  Art* 

iVop^/*(w ,  w^)  =  p* ;  beigefügt  ist  eine  einfache  complexe  Zahl  x(^i)j  wofür 

iVx(trj)  =  3p. 

P  +K)  *,(^i)  X(^i) 


P 

3 

7 

11 

23 

31 

71 

79 

107 

131 

139 

103 

167 

199 

211 

227 

283 

311 

347 

367 

379 

419 

431 

439 

479 

487 

499 

503 

547 

571 

607 

619 

643 


8  4-        X 

4  4-      53P 

14-      8x 

67  —      4tr 

76—    13x 

212  —      5x 

101  4-    52tr 

279—    2477 

151  —    88x 

416  4-      7x 

472—    3107 

467  —    44?r 

236  4-  133aP 

208—  Hot 

152—  16ltr 

817  4-    56tr 

916  —    43!r 

1016  4-    55x 

251  —  26037 

712  4-215or 

424  4-  28707 

764  4-  25307 

349  4-  308x 

1301  4-  14807 

1412  4-    91'r 

953  4-  280op 

157  — 364oT 

1097  —  296tr 

463  —  400?r 

1579  —  220ar 

1016  — 377?r 

94  4-  455tr 


•)     Hierbei  ist  <J)j(a7j)  =  <()(aT 
weshalb    die    Primfactoren    auch    auf 

J\m  ,  «T,)    =    <|,(W,)  .  i  (1  +  ,if.  +  S;)    = 

in  IV,  1  bezeichnen.    —    Auch   zeigen 
derselben  Lage  sind  und  liegen  bei  Ermii 


4- 
4- 


1  4-  T 
94-  tr 
154-  tr 
154-  7x 
33  4-  7o7 
33  4-    23rr 

—  87  4-  I7tr 
4-814-  33tr 
4-183  4-  7o7 
4-33  4-  47«» 
4-  111  4-  49tr 
4-  135  4-    47or 

—  225  4-  41^ 
4-  297  4-  707 
4-321—        w 

—  15  4-  97tr 
4-183  4-  97x 
4-  9  4-119ar 
4-519—        w 

—  327  4-  103oT 

—  495  4-    79o7 

—  393  4-  11307 

—  543  4-    73o? 

—  135  4-  161^ 

—  15  4-16707 

—  423  4-  137o» 
4-  705  —  23o7 
4-  681  4-  89aT 
4-  807  4-  7o7 
4-591  4-  15107 
4-825  4-    71o7 

—  849  4-    61oT 


2  — 
4  — 

14- 

54- 

14  — 

13  4- 

74- 

114- 

20  — 

84- 
22  — 


O» 

2or 
2x 

w 
2oT 

407 
4tF 

07 

bw 

w 


23  4-    2(r 


4x 
50^ 

7^ 
7tr 


19 

16  — 
4  — 

10  4- 
32  — 
26  —    50- 

7  — 
13  — 
35  4- 
22  4- 

37  4- 

38  — 
35  4- 
26  4- 
37  — 

25  4- 

11  4-  10o7 
32—  707 
29—    Sw 


807 

2?r 

707 
207 

707 

4ar 

8or 


)  .  ^  (1  4-  tFj)  ,    und  umgekehrt  ipw^  =  4^i(^i)  •  ^  (l — w^). 

Form  gebracht  werden  können: 

4)j(o7^)  .^(1  —  w"),  wo  tj^^  die  achtgliedrigen  Perioden 
c  beigefügten  X(^i)>  ^^^  sämmtliche  Primiahlen  mit  3  in 
lung  der/^({«;,  07)  zu  Grunde,   nämlich  in  Verbindung  mit 


obiger  Relation  zwischen  <J)(a7^)  und  (^^{w^). 
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n  —  68 

p 

*(tr,) 

<(>iK) 

X(^i) 

683 

819  —  450aT^ 

^            -1-941-1-    41o7j 

^             31  —    8o7^ 

691 

1648  4-  305oPj 

—    393-+-217o7j 

l                      4—  llOTj 

719 

1324+ 41307  j 

—    633-+- 19307^ 

^                   10—  llOT^ 

743. 

1171  — 46007  j 

[           -1-999-1-    79oT^ 

j             23  -4-  lOo-j 

751 

2236  —    67o7j 

^            -4-    375-1-24107^ 

^             14  4-lloTj 

787 

512  +  559oTj 

—    999-4-119oTj 

^             44-4-    5o7^ 

811 

376  —  583o7j 

-1-1143—    23oT^ 

^             40-4-    7o7^ 

823 

2333  4-  196o^j 

—    lll-4-28l07j 

^             49-4-    2o7^ 

827 

1937  -h  376o7j 

—    495-+-257o7j 

^             47 -f-    4oT^ 

839 

2396  +  187orj 

—      87-4-  287o7j 

^             50—07^ 

887 

1828  —  46907^ 

4- 1089  -4-  151oTj 

^             21  -4-  lOoT^ 

907 

2687  —  104o7j 

-4-    495  -4-  28707 j 

^             52—07 

911 

1381  -4-  572o7j 

-       927  -4-  21707^ 

^             26— llo7^ 

947 

32  —  689o7j 

-4-  1305  —    73o7^ 

^             28  — llo7^ 

983 

1283  —  644o7j 

4-1359-4-    71o^j 

^             46—    7oT^ 

991 

2773  -4-  260o7j 

—    183  4- 33707 j 

10— 13o7^ 

V,  2.     p  =  68//1  —  3,-4-5,  —  7,—  11,  —  23,  —  27, 4- 29,  —  31, 


.9r 


07^    =r    w''  4-  (*i       "  -^'M^+U} 


-»'r     .     ,.,18r     .     ^,,29r     .     ,^-19r 


+—llr     I         33r     I         —Sir     i         iir 


-^r  ^  ^31r  ^  ^5r  ^  ^-Ur  ^  ^-«r   _    _  ^ITr  ^ 


diese   Perioden   reduciren   sich   also   auf  die  4ten  Einheitswurzeln,    wesshalb  die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,  29,  37,  41,  61,  73,  97,  109,  173,  181,  193,  197,  233,  241,  269,  277, 
313,  317,  337,  397,  401,  449,  521,  541,  617,  641,  653,  673,  677,  709,  809,  821, 
853,     857,     863,     877,     881,     929,     953,     997, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  haben  als  die  p  =  4/n  -4-  l  in  n  =  4 . 
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n  =  72 


l.     p  =  72wi  -4-  1  . 


24  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


^"_a.*^  +  l   =  0, 


woraus  keine  Relation  zwischen  ihnen  und  den  nichtprimitiven,  wohl  aber 
uj^  —  w^'''  -+■  üü"*''  =  0  zwischen  den  nichtprimitiven  selbst  folgt. 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

(Vgl.   71  =  36,   24;   12,  9,   8,  4,   3,  wie  bei  den  folgenden  Tafeln). 


P 

73 
433 
577 
937 


0.' 


5 


-4-203 
4-130 
-f-233 


—  14 
-1-117 
4-279 

—  79 


4-   15 
2 

—  144 

—  182 


4-  31 

—  127 

—  96 

—  71 


et" 
—  28 
-1-128 
-1-124 
-1-299 


-h  20 

—  99 
-+-275 

—  218 


i> 

73 
433 
577 
937 


—  11 
4-  35 
—235 
4-245 


.   33 

(JÜ 

—  13 

—  159 

-4-288 
—445 


—  33 

—  75 

—  6 

-h  66 


34 
4-217 

—  4 

—  139 


.   31 

ÜJ 

—  26 
-4-  37 

—  91 

-4-427 


4-  29 
—  32 
—253 
—374 


Für  p  =  73   sind   die  Congruenzwurzeln    mod.  j)^    (mit  Einschluss   derjenigen  filr 


UJ 


ÜÜ 


UJ 


ÜÜ 


10 


U) 


ÜÜ 


13 


16 


<«"  = 


•>•» 


I« 


0»"    = 


ÜÜ 


ÜÜ 


31 


34 


=  -4-  5  4-  19j[)  4-  13/?^  , 
rrz:  —  32  4"  19/>  —  29;/-* , 
=   4-  15  4-    9p  +     p"" , 


—  23  —  Zip  —  26^)-* , 

—  28  4-30j[>4-  12;/'*, 
4-  4  4-  10/;  4-  30j[)'  , 
-114-22^4-  p\ 
-4-12  —  23;?—  10j[)% 
-33-Mljp—  p', 
-4-  36  —    9/>  —  U/?'**  , 

—  26  4-  13j[?, 
35  4-    8p  4-  le/)'-* , 


die  nichtprimitiven  Wurzeln) 

w'  —  4-  25  —  29;?  —  1 7j»\ 
oü^  =  —  14—  4/?  4-  12;)', 
w*  =  4-  2  — 34p4-lljt)\ 
üü^^  1=  4-31  — 10;?  4-  4;>-, 
oü^*  =  4-  6— 19;)  —  31;?*, 
w"  ^  4- 20  —  20;)  4- 29j[)''' , 
»0  /^   4-  18  —  27;)  —  13;>'  , 


ou 


£«j"^  =  —  13  —  32;)  -4-  36;?'  , 
oü'-'*^  =  —  19  -MO/)  —  14;)'  , 
w''  —  4-34— 16;)  4- 17;)', 
w"  =^  4-16  4-  7;)  — 24;)', 
"   =   -4-  29  —  23/)  —  33p'  , 


ÜÜ 


ÜÜ 


ÜÜ 


w 


ÜÜ 


Dt- 


13 


15 


UL- 


IS 


ÜÜ 


XI 


0.' 


3i 


<«"  = 


ÜÜ 


30 


ü) 


33 


=  —  21  4-  33p  —  14p=  , 
E,4-    3-1-    5p  4-  17p'. 
=  4-  10  4-  14p  4-  17p'  , 
=  4-    9  4-  30p  —  19p«  , 
E  4-  30  4-  19p  , 
=  4-27—  11p  4- 29p', 
E   -f-17  — llp4-24p' 
=  4-8  4-  30p  —  19p»  ' 
E  —  22  —  2qp  -+-  15p'  , 
=  +24  — 16p4-12p=, 
=   -i-    7  —  25p  -+-    7p'  , 
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n  =  72 

^w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Wirklich  nur  fiir  jp  =  937  ,     /(w)  =  i  -  w"  4-  w-° ; 

Für  die  übrigen  ideal,  in  3ter  Potenz  /'(w)  wirklich, 

P  f\^)    *) 

73    1+   w4-   w'  — w^^    (oder  1  +  cü^* -4- w"  — w^'' -hw^*) 

433     2  — 3w-|-2w*—    w*  —  2w^^  —  2üü"  4-    w^^  —    w^' —    w"  —    c«"  +    w" 
577     2-1-    w  — 4c«^  — 3te;^—    w^'  4- 2w®    -+- 3w'    —  2u;^° -4- 4w^'*  —  2cü^* -+- ow**  —  2c«"  —  2te;" 

-  50,"  +  3u;"  -    üü"  +  3u;'«  -    ou'* 


IL     j[)  zum  Exponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.     p  ==  72w  —  1  ;      07,,  =  'jü''  4-  W"  =  w'^  —  'M^^^'' , 
womit  die  12  primitiven  Perioden: 

gegeben  sind,  sowie  durch  or^wjt  =  wj^.^  4- wj^+j  die  fundamentalen  Relationen;  die 
nichtprimitiven  Perioden  sind  die  tr^^,  d.  h.  die  zweigliedrigen  der  36ten,  w^^^ 
d.  h.  die  der  24ten  Einheitswurzeln,  je  von  der  ersten  Art  und  mit  Einschluss 
deijenigen  der  12ten,  tr^^,  der  9ten  oPg^,  und  der  8ten  w^^^  während 


*)     Für  die  beiden  letzten  p  aus  den  Normen  hergeleitet : 
N{\  — *w"  —  w'*)  =  73  .  433  ,  iV(l  —  w*  —  w"  +  üü")  =  577  .  73  . 
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n  =  72 
Congruenzwurzeln  inod.  p.*) 


p 

71 

^1 
—  21 

°^5 

+  11 

"-7 

—  31 

tr 
11 

—  26 

^13 

+  5 

tr 

IT 

—  29 

359 

—  81 

+  68 

+  12 

+  36 

—  117 

+  56 

431 

+  180 

—  145 

+  160 

+203 

—  23 

+  126 

503 

—  201 

—  207 

—  149 

—  83 

—  163 

—  58 

647 

-4-176 

+  83 

+  38 

+245 

—  69 

+  45 

719 

+  175 

+204 

+277 

+  94 

+  81 

—  73 

863 

+  157 

—254 

—  134 

+279 

.   190 

—388 

/(tr^),  Priinfactoren  der  Primzahlen  p.     N/{w^)  =  — p. 


p 

A^,) 

P 

/("-,) 

P 

/(«-,) 

71 
359 

l+tr^.-tr^.. 
l+tr^+tTj  +try 

503 
647 

-tr 

15 

719 
863 

1-tr^  +tr^, 
2-tr,j-tr„ 

431 

1  —  tr  — X  — tr 

3     13     14 

II,  2.     p  =  72/H  +  35  ; 


tr^  =  £«.• 


(«.' 


35r 


=    w''  +  taJ 


as-r 


wodurch  die  primitiveu  Perioden,  sowie  durch  tr^tr^  =  —  trjt_i  +  op^^i  die  funda- 
mentalen Relationen  unmittelbar  gegeben  sind;  unter  den  nichtprimitiven  Perio- 
den sind  die  w^^  dieselben  wie  in  II,  l,  die  tr^^  aber  die  Perioden  zweiter  Art 
der  24ten  Einheitswurzeln  (ebenso  tr^^  der  8ten). 

Congruenzwurzeln  mod.  />.**) 


p 

107 

«^1 
+  14 

^5 

+  29 

tr 

T 

—  40 

^11 

+  1 

^13 

+  15 

tr 

"^IT 
—  11 

179 

—  49 

+  59 

+  23 

—  2 

—  51 

+  82 

251 

+  116 

+  90 

+  121 

—  72 

+  44 

—  40 

467 

—  131 

+105 

—  159 

+  20 

—  111 

—  54 

683 

+213 

—  79 

+289 

+  22 

+235 

+210 

827 

—409 

+  75 

—400 

+220 

—  189 

—325 

971 

+  140 

—  42 

—250 

—  186 

—  46 

—292 

*)  Hier  ist  w  vollständig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz :  w^W-  ^s  ar  +  tr  , 
überhaupt  tr^tzr^^  ^  tr^  +  tJUj^  (mod.  p),  oder  ebensowohl  durch  tr^tr^^  ^  ^^r"^  ^4r  (™od.  i>), 
auch  als  Gemeinwurzel  höherer  Congruenzen  (vom  2ten  und  3ten  Grad). 


•*> 


*)     Hier  ist  w   ,  überhaupt  w^  vollständig  bestimmt  durch  eine  lineare  Congmenz  wie 
tr^tp^  =  —  w^  -\-  w^j.  (mod.  p)j  sowie  als  Gemeinwurzel  einer  reinquadratischen  und  einer  kubischen. 


577 

n  =  72 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  durchaus  ideal  und  überdiess  haben  ihre   3ten  Potenzen  die  Form  /*(»,  w^). 


Normen  complexer  Zahlen  in  är. 

-A^a-tr^i)  =  3.107  =  iV(l  -  OTj  -  OT^^)  , 

N{W^  —  OTj^)    =    9  .  73    =    iV(H-  OT,  j  —  (ZT„)  , 

iV(l  +  Wj  —  0^1,  -  w^)  =  179'  ,  N{i  +  txr^  -  OTjg)  =  3  .  251 , 

iV(Wg  +  oDT^j)  =  3  .  467  ,  iV^(l  -f  07^  4-  w,)  =  3  .  683  , 

N(^i  +  tr,  —  Wy  —  Wj^)  =  827*  ,  N{w^  —  OTj^  4-  w^^)  =  27  .  971  , 
N{Wj  -h  w^^  -h  oTjj)  =  8  .  971  . 


II,  3.     p  =  72m  —  35  ;       tju^  =  et''  +  w"-"''  =  0 , 

w^^  =  2ou''',  d.  h.  36  te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen 

Primzahlen: 

37,     109,     181,     397,     541,     613,     757,     829, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  36»i  +  l  bei  n  =  36 . 


w        , 


II,  4.     2?  =  72m  -4-  19  ;      or^  =  w''  -f  -  "'^ 

also  die  primitiven  Perioden: 


19  &  23  7  3S  11  29 

.13     •     .   31  _  17     ,     .   35 


Wjj   =  üü      -l-tw      ,  w^j   =  oy"  4- W     , 


deren  Product  IHw)  =  64;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  0?,^,  d.  h.  die  Perio- 
den 7ter  Art  der  24ten,  or^^,  d.  h.  die  Perioden  2ter  Art  der  8ten,  w^^  =  2»*'', 
d.  h.  die  9ten  Einheitswurzeln  selbst  (oder  die  18ten,  w^^),  während  w,^  =  w^^  =  0; 

fundamentale  Relationen : 


73 


578 


n  =  72 
Congruenzwurzeln  mod.  jp.*) 


p 

19 

-\-     5 

«^5 

—  7 

«^7 

+  2 

+  1 

+  3 

w 

—  8 

163 

-i-  68 

—  75 

—  32 

—  51 

—  63 

—  24 

307 

-\-   31 

—  120 

—  56 

—  11 

+  87 

—  109 

379 

+  127 

—  156 

+161 

—153 

—  34 

—  3 

523 

+  123 

+  52 

—  58 

+  18 

+  181 

+  34 

739 

—267 

—255 

+  17 

+174 

—284 

+310 

811 

—  56 

+285 

—  19 

+256 

—  37 

+  29 

883 

—111 

—372 

+321 

—  22 

—432 

—350 

/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Wirklich  für ;>  =  163 ,   /(tr^)  =  i  +  tr^y  —  w"  und  p  =  b2Z,   /(w^)  =  i  +  tp^^  —  w**.**) 

Für  die  übrigen  scheinen  die  Primfactoren  kubisch  ideal  zu  sein. 


Normen  complexer  Zahlen  in  w» 
^(1  —  0^1,)  =  3  .  19  =  N(w^  +  w^) ,  N(i  -  Wy  +  tPij)  =  9  .  19% 

N(l  +  OT^  —  w")  =   19  .  73  ,  Niw^  +  OTj^  +  w")  -=  3  .  307  , 

N(l  +  w,  +  Wjy)  =  307  .  19  ,  N(w^  -I-  tjUy  -I-  «8  _  (^16)  ^  379  ,  19  ^ 

iV(2  —  Wy  —  w^*)  =  3  .  739  ;  N(l  +  tr^  —  tw^^)  =  9  .  73  , 

iV^(l  +  OTjj  +  w'*)  =  9  .  577  . 


*)     Hier   ist   w  ,    überhaupt  tr^ ,    vollständig  bestimmt   durch   eine   lineare  Congruens ,  wie 
^OT      ^  2»*'"  ^  —  2&Ü*®''  (mod.  p)y  desgl.  als  Gemeinwurzel. 

•*^     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  ^  ist  2etf*''  für  tju^^  gesetzt. 
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n  =  72 


II,  5.     J)  =  12m  —  19  ;      OT^  =  oü*^  -I-  w""'' , 


also  die  primitiven  Perioden: 


OPj   =   w  —  w^^  , 


&  IS 


S3 


ck; 


31 


Ojy  =  Oü'         +         W^^         , 


deren  Product  JICw)  =  9 ;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  die  w^  ,  d.  h.  die 
zweigliedrigen  Perioden  2ter  Art  der  36ten  (w^^  die  Perioden  der  9ten),  07^^, 
d.  h.  die  Perioden  6ter  Art  der  24ten  (während  w^^  =  0,    m^^^  =  —  w^^^  =  i, 


tv 


fundamentale  Relationen : 


*1 

— 

—  2»"  +w, , 

OD 

f  w    —  ciü     —  tr 

15                                   14' 

tr  tju 

=  14-tr,, 

^1^19 

= 

2  —  w 

16' 

tXT 
1 

W         ""■    —  1  —  OF 

tZT  tV 
1     85 

=  ^"  +  «^105 

11 

— 

"i.- 

«'sa' 

tv 

1 

OF      —  2  +  tr     : 

21                  ^^       14  ' 

tv  tr 

=  w,  —  Wjj  , 

tv  tv 

1     10 

— 

<r,, 

tv 
1 

tr         —    TB     +  tJT       I 
14                 %^^^%l'» 

07   tV 
16 

=  -1; 

tr  tv 

— 

'—  tr 

) 

tv 
1 

16                      '*'l          ^31 

"i 

tF  tr 

=    —  tIT     +  tr 

5  ^^  '*'91  » 

Congruenzwurzeln  mod. 

¥'*) 

53 

tr 
1 

4-  25 

tr 

5 

+  22 

TF                      tXT 
7                    ^19 

—    21             +8 

tr 
+ 

9S 

24 

«^95 

+     6 

197 

—  52 

—  30 

—  34         —  60 

+ 

26 

+  82 

269 

-1-  22 

—  59 

+  75         +79 

— 

4 

+  37 

557 

-249 

—216 

—273         —139 

— ] 

134 

—  92 

701 

+323 

+275 

+115         +143 

— 

28 

+103 

773 

+238 

+  53 

—260         +308 

+205 

—291 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  f 
sind  wirklich,  aber  in  der  hier  nicht  ermittelten  Form  /(w ,  tr^). 


^  Hier  ist   m     die  gemeinschaftliche  Wnrzel   der   Congraenzen : 
otJ  ^  —  2to"  +  OTj  ,         tr^tFj  +  tTjj  ^  tJUj  ,         «TjtPj^  ^  2  ~"  ^16  (°^^^-  J^) 
(oder  diejenige  Wurzel  der  ersten  Congruenz,   welche  überhaupt  mit  den  übrigen  fundamentalen  Rela- 
tionen stimmt.) 

73* 


580 

n  =  72 
Normen  complexer  Zahlen  in  w . 

N(l  -  07,,)  =  73  ,       N(w^^  -4-  OT^j  -  w^^)  =  8  .  53  ,         N(w^  +  o^,,  -  w^j)  =  9  .  63'  , 
iV(l  —  Wj  —  tr^)  =  53'  ,  N(w^  +  07,^)  =  8  .  197  ,  iV(2oDrj^  —  w^^)  =  9  .  197*  , 

^(2  -I-  Wg  —  oTjj)  =  53  .  269  ,  N{1  +  2a7g  +  tr^j)  =  8  .  73  .  557  , 

N{w^  —  «^8  -^  ^19)  =  5' .  53  ,  iV(l  +  oTj  -4-  tXTj  H-  CTj^)  =  557  .  197  , 

N{1  —  tTj  —  w^^  -h  tr,j)  =  53  .  773  . 


11,6.      J[?  =   72m-4- 17;      or^  =  w*" -f- w"'', 


also  die  primitiven  Perioden: 


17 


W^    =    ÜD  '{'  ÜJ        , 


07      =    W     +  W        , 


07 


93 


aj  j_     31 


Wj    =   (f)^  —  w^* , 

—  .25  29 

07,j    =    W        —  W 


07 


19 


ÜÜ 


19 


W 


3S 


n(tr)  =  1;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  die  07,^,  dieselben  wie  in  II,  5,  sowie 
07g^,  dagegen  07^^  =  —  w"''  die  24 ten  Einheitswurzeln,  sowie  w^^  =  2»*''  (während 
«^igr  =  ^w"»-  =  2oT^,  wie  n,  5); 

fundamentale  Relationen : 


wl  -  2u;" 

'H-ti7,, 

07    07 
15 

=  w"+tr^^, 

"i"^r 

=  -  1  +  <r,  , 

0T^07„ 2 

—  ^16' 

OT   07 
1     J3 

=  -  1  +  073,  , 

"'i"'« 

tt-^  +  Wj^; 

07^07^    =    —  (ft 

»"+07 

W    W 

=    2c«''—  07y, 

w  w 

*1     14 

=    w"  +  BT,,  , 

07^07^    =    2w^ 

+  tr„, 

W   07 
1     16 

=    —  W*  +  OTj  , 

07   07 
1     3J 

9 
=    —  te)    07^. 

Congruenzwurzeln  mod. 

P' 

•) 

17 

+     6 

07 
5 

—     8 

^7                     ^19 

+     5         +7 

07 
23 

+     2 

«^95 

+     3 

89 

—  34 

+  42 

+     3         —     1 

—     4 

—    13 

233 

—  27 

+  68 

+  67         +73 

+     6 

+  95 

449 

+     6 

+  32 

—  167         —  47 

+120 

.    +  36 

521 

+134 

+  39 

—  78         +230 

—213 

—  95 

593 

—  24 

+235 

+219         +  69 

+288 

—259 

809 

+  73 

+271 

—  138         +247 

+385 

+198 

881 

+  96 

—  191 

—  63         —150 

—  87 

—287 

953 

+  91 

+388 

—240         —196 

+  44 

+297 

♦)     Hier  ist 

07^  (ähnlich  wie  n,  5) 

die  gemeinschaftliche 

i  Wurzel  der  Congmenzen: 

opj  —  -_  2w^«  +  1 

".• 

QT    TB      ^—   IlT 
J     9              19 

-=-■«", 

07, 

07        ^= 
l     19 

—  2  —  07^^  (mod. 

582 


p 

127 
199 
271 


n  =  72  ^ 

/(w^),  Primfactoren  der  Primzahlen  j).*) 


A^y) 


1 
1 
1 


—  W       —  &ü 

11 

—  W-     —  w 

9 

4-        tTjy        -I-       W 


16 

3a 


3'J 


487 
631 


/K) 


1  +  Wy    —  te;" 


;> 

/(«^i) 

919 

l-f-Wj 

991 

1  -4-  op 

OT 


-Htr 


IS 
IS 


III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig, 

p  =  72m  —  23  ,  4-  25  ; 

8  dreigliedrige  Perioden: 

tr^^  =  0,     Wjy  =s  Sw'*",    d.  h.  24 te  Wurzeln,   daher  haben   die   hierher  gehörigen 
Primzahlen : 

97,     193,     241,     313,     337,     409,     457,     601,     673,     769, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24m  H-  l  in  n  =  24 . 


IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen,  in  welchen  allen 


^r  =  ^%r  =  ^• 


IV,  l.     p  =  72m  4-  23  ,  —  25  ;     tr,^  =  3(a;'''  4-  »"'O  , 

d.  h.  Perioden  erster  Art  der   24ten  Einheitswurzeln,    daher   haben  die   hierher 
gehörigen  Primzahlen: 

23,     47,     167,     191,     239,     263,     311,     383,     479,     599,     743,     839,     887,     911,     983 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  ==  24m  —  l  in  n  =  24. 


^     Zur  Vermeidung  des  Coefftcienten  ^  ist  2w      anstatt  w^^  gesetzt 


583 


n=  72 
IV,  2.    p  =  12m  +  11 ,  —  13  ; 

tr^^  =  3(w'''-|-oü'''"),    d.h.  Perioden    2ter  Art    der   24ten  Wurzeln;    wesshalb   die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

11,     59,     83,     131,     227,     347,     419,     443,     491,     587,     659,     947 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24/;i-4-il  in  n  =  24  haben. 


IV,  3.     j?  =  72/«—  11,4-13; 

tTj^  =  0,    oTg^  =  6w*'',  d.  h.   12  te  Einheits wurzeln,  wesshalb  die  hierher  gehörigen 
Primzahlen: 

13,     61,     157,     229,     277,     349,     373,     421,     661,     709,     733,     853,     877,     997, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  i2/?i-|-  i  in  n  =  12  haben. 


IV,  4.     2>  =  72//i  +  7,-4-31; 

tTj^  =  3(te;'''-+- w^^'^),    d.  h.  Perioden    4ter  Art   der   24ten  Wurzeln,   wesshalb    die 
Primzahlen : 

7,     31,     79,     103,     151,     223,     367,     439,     463,     607,     727,     751,     823,     967, 

keine  anderen  Primfactoren  haben  als  die  p  —  24w  -f-  7  in  n  =  24. 


IV,  5.     ;)  =  T2m  —  7,-31; 

tTj^  =  —  3w"'',    d.h.    8 te  Einheitswurzeln,    daher    haben    die    hierher   gehörigen 
Primzahlen : 

41,     137,     257,     281,     353,     401,     569,     617,     641,     761,     857,     929,     977 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  8m  + 1 . 


584 

n=  72 
IV,  ß,     p  r=  72m  4-  5  ,  +  29  ; 

Wj^  =  3(c«;'''-|- w***)»    d.h.  die   Perioden    6ter  Art   der   24ten  Wurzeln;    wesshalb 
die  Primzahlen: 

5,     29,     101,     149,     173,     293,     317,     389,     461,     509,     653,     677,     797,     821,     941, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24/n  H-  5  haben. 


IV,  7.     p  =  72m  —  5  ,  —  29  ; 

oT^^  =  3(üü'''-4- cy"**'^) ,    d.  h.  die  Perioden   7ter  Art   der    24ten  Wurzeln,   wesshalb 
die  Primzahlen: 

43,     67,     139,     211,     283,     331,     499,     547,     571,     619,     643,     691,     787,     859,     907, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24w  —  5  haben. 


585 


n=  76 
36  primitive  Wurzeln,  deren  (rleichung: 

Oü       —  w      -f-t«-'      —  tt"      +1».'      —  u.'      4-aj       —  1«;       -i-O;      —  tß)      -i-Oü      —  >^      +£«;      — w      -t-w 

—  w^  -i-  w*  —  w*  4-  1   =  0  , 

wodurch  sich  von  den  uichtpriniitiven,  d.  h.  den   19ten  und  4ten  Einheitswurzeln, 
die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen,  indem 


19 


P 

229 
457 
761 


-h  84 
+100 
+309 


Congruenzwurzeln  mod.  p, 

(Vgl.  >.  =  19  und  n  =  4  ,  so  wie  für  die  folgenden  Tafeln), 


52 
+  84 
—  341 


11 


u:  uj  üü  üü' 

+  54  —  32  +2  —   89 

4-34  —     8  —  25  —  21 

+364  +214  +  84  +225 


34 
+220 
195 


—  88 
+  2 
+  169 


.  IT 

—  109 
—108 
+  45 


P 

229 
457 
761 


—  21 

—  oy 

+186 


•'S 

—  13 
+228 
+     9 


101 
+  27 
+160 


.   27 

+      8 

—  87 

—  115 


,    :»9 

W 

+  114 
+  128 
+  154 


—  03 

—  57 
32 


+  106 
-121 
—  23 


Üt) 


35 


22 
+  136 
+183 


.    37 

—  30 

—  32 

—  298 


Die  Primfactoren  der  Primzahlen  }) 
sind   sämmtlich   ideal,   in    19ter  Potenz  wirklich,   wie    die  Primzahlen   in   11,2, 


was  aus  den  dortigen  Normen  hervorgeht. 


74 


586 


n  =  76 


IL     p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

18  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  i.   p  =  ißtn^  1 ; 


38-r 


tr^  =   w*"  -I-  w   '"  =  üü''  —  w 

WjtxTjt  =  aT;t-i  +  ^jfc+i  5  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  or^^,  d.  h.  die  zweigliedrigen 
Perioden  der  1 9 ten  Einheitswurzeln  (oder  w^^  der  38ten),  während  w^^^  =  O;  das 
Produkt  der  primitiven  II(tr,)  =  19 . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

151 

56 

w 
—   14 

«^5 

+     9 

tr 

7 

—   17 

^9 

4-   16 

tr 
11 

4-  29 

tr 
1» 

—   32 

w 

15 

—  53 

tu 

^17 

4-  30 

227 

29 

-4-  13 

—   18 

4-  94 

—  112 

—  84 

4-     6 

—  103 

4-  64 

379 

6 

—  181 

—  96 

—  51 

—  122 

4-  72 

—  83 

4-138 

—152 

607 

302 

4-  77 

—  131 

4-  42 

—  162 

4-221 

—  238 

4-  23 

4-  92 

683 

334 

—314 

4-  48 

4-186 

4-139 

—329 

4-283 

—198 

4-245 

911 

384 

—342 

—336 

—378 

4-437 

4-   13 

—279 

4-170 

4-383 

/(txTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  jt>. 

m^,) 

=  -P' 

P 

A^,) 

P                    /(tr.) 

P 

A^,) 

151 

1— tr  — w                      379        14-tr  — tr    — tr 

683 

H-aT^-tUj,4-tr,^ 

227 

1 — 07   — fff 

5            S4 

607        l-trj4-tr3^ 

911 

1-^3-^20 

*)     Hier  ist  cr^  diejenige  Wurzel  der  Congruenz  w^  ^  2  —  ^,g  »  welche  >  0  und  <  4- ü. 


Was  X  =  19,  n.     yj^,         *j, 
heisst  hier     tr   ,         tu 


fj, 


'3' 


'4' 


'6» 


tr 


16 


W 


33 


tr 


13 


W 


34 


W 


38 


30 


tu.., 


'8» 
36 


tr.,     resp. 
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n  =  76 

IIL     p  zum  Exponenten  3  gehörig, 

p  =  76m  —  27,  —  31  . 

12  dreigliedrige  Perioden: 


w^  =  w»- 4- «-"'•  + w-"'- 


also  die  primitiven  Perioden: 


tr     ==  üü  —  w     —  w    , 


^^  =  i>i 


33 


31 


.23 


35 


13 


29 


OFg  =  oü    —  w     +  w     ,       tr^j  =  w     -h  tf)     — 


Oi 


15 


deren  Produet  n(tx7^)  =  49  ist;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  die  w^r»  d.  h. 
die  dreigliedrigen  Perioden  der  19ten  und  w^g^  =  3»"'*,  d.  h.  die  4ten  Einheits- 
wurzeln. 


Fundamentale  Relationen : 


IT,     = 


207     —  07        , 

8  40» 


W   07 
13 


^4  +  °^33  -^  ^40  » 


19  16  30  32  ' 


07    07         = 
1      18 


07   W 
15 


—  07_  


w  w 

1     37 


°^1^16 


KD  07 
1     40 


3  +  07^  +  ^3,  ; 

-  07 


^5  +  ^9 


37 


OT   OT  =!=    07     —"  07     — ^  07 
14  5  7  ^^       13 

07   07  =    —  07     '—  2w 
1      20  3  27' 


16 


07   07 
18 


1     32 


1  8  1«  ♦ 


07--  —  07.  -  , 
20  40  ' 


19 


=    —  Z'JÜ        +  OJg  +  07^3  , 

=  «^1  -  2o^,  , 


—  oy-+-07-4-07      :     tra7      =  —  3o7 


Congruenzwurzeln  mod.  jp.  *) 


p 

197 

1 
4-  95 

07 
3 

—  6 

07 
5 

—  68 

w 

^9 

-h  26 

07 
^13 

+  65 

07 
27 

—  59 

277 

—  107 

—  123 

4-  33 

—  55 

—  1 

—  67 

349 

137 

—  145 

—  133 

—  126 

+  12 

—  103 

353 

—  145 

—  17 

—  155 

4-  93 

+  142 

—  90 

577 

—211 

4-  8 

4-255 

+262 

+201 

—  54 

653 

4-  23 

186 

—  81 

+  140 

+233 

3 

733 

—  5 

—  318 

—333 

+261 

—  54 

—  193 

809 

-h  95 

—376 

4-184 

—  188 

+  21 

—  3 

881 

+281 

4-314 

4-388 

—437 

251 

+  54 

•)  Hier  ist  07  völlig  bestimmt  darch  07  w^'  ^  or  (mod.  p),  sowie  als  die  gemeinschaft- 
liche Wurzel  der  Congruenz  or'  ^  —  2tr  —  07  (mod.  jj),  und  eines  Systems  von  6  Congnienien, 
deren  erste  (zureichende)  or    —  ^j  +  ^^5  +  "^9  "^  ^13  —  07      ^  u>^'  (mod.  p).     Was  hier 


^4  »      ^8  ' 


07 


16 


^30»       ^»8»       ^40       ^^^^^^   ^    =    ^^»    ^^^*    ^^P-    %»       ^l*       ^'. 
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197 
277 
349 


n  =  7G 

/(op^),  Priinfactoren  der  Primzahlen  j>.*) 

/(«^,)  I         P  /K) 

1 — OF,+tJ[7_+a7,^  I  353       1  —  tr,-|-tr 

4  9  1b 

1+tr 


l+tTj  —  Oü 


19 


P 

353 
577 
C53 


16 


3  13  40 

1  —  w  — tr    — or 


733 

809 
881 


l-j-Xj-j-tTj^ 

1-l-Wj-l-tr 
1— tr,— oü^' 

3 


— w 


•i7 


IV.     p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
6  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen. 

IV,  1.     ^  =  76;?*  +  27  ,  +  31  ; 


also  die  primitiven  Perioden: 

9.         15i         35  39  'iZ  18 


^  .3,5  'Jl  ,35  ,  ,33  j^  .    17 


deren  Produot  Il(tr)  =  —  19  oder  N{w^)  ==  —  19;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind 
die   tr^^,    d.  h.  die  sechsgliedrigen   Perioden  der  19ten  Einlieitsvtrurzeln,    vtrährend 


tr^g^  =  0  ist; 


fundamentale  Relationen: 


< 

7  4-  307^  —  OTg  , 

13                  4               8» 

w  tr 

19 

=  tr     —  tr    ! 

"^16          *4  ' 

rr^T^ 

2tr    -f-  OT    —  tr    , 

1     "^3              9  ' 

tr.tr^  =  —  3oü^'  —  2tr- 

10                                                                  1 

Congruenzwurzeln  med. 

^1^16 

=     «^,    +   «''g   > 

P 
31 

^1 
10 

«^3            ^9 

-h  7     -f-  5 

P          tüj            tTj               W^ 

179       4     —   30     4-78 

1 

P           ^, 

563     212 

w            tr 

3                   ü 

—  114     —190 

103 

37 

—  46     —   6 

331     63     —  86     4-153 

i 

787      146 

+  43     +150 

107 

2 

+43     4-29 

487       3     +215     —  32 

■ 

863     317 

—  165     —  59 

•)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  -J-  ist  3£ü^^''  für  w        gesetzt. 

*•)     Hier    ist    tr      diejenige  Wurzel    der  Congrueuz    rr\  ^=.  7  +  3tr    —  jk     (mnd.  ü),   welche 
0und<4p  ist.     Was  hier  tr .  ,     tr.  ,     tr, .  ,  heisst  X  =  19  ,  IV.   resp.   >i .  ,     >i    .     >}„  . 
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n  = 

76 

ßw^)',  Primfactoren 

der  Primzahlen  p. 

^J^«",)  =  -p- 

p 

A^,) 

P 

A^,) 

p        Aw^) 

31 

1     w^     w^ 

179 

4-tr^ 

563     l+tu,— Wj 

103 

S+ojj-hWj—Gty^+Wg 

331 

8^^     9 

787     44-07^— tTj 

107 

2 — w 
1 

487 

3  — IT 
l 

863     3+tr,+tü, 

1              B 

IV,  2.    p  =^  76m  — 7,—  11; 


also  die  primitiven  Perioden 


w 


9 


op=Oü    —  w      —  w     4-to      —  (Mj     —  oü, 


deren   Product  U(w)  =  49  ist;  die  iiichtprimitiven   Perioden   sind   die   w^^  wie  in 

IV,  1   und   w„^  =   60;^^'^; 

fundamentale  Relationen: 


tu. 


w  w 

14 


—  4  4-  tTjg  ,         aTjtTj  =  —  1  -h  2tr^  4-  w^^  ,         w^Wg  =  1  —  tUg  —  2a7 


19 


19 


=  Oü     4-  tr^  —  2a7j  ,         tTjCtT^  =  w     4-  w^  , 


1^9  "  "8  """IS  ' 

19 
1      16  J  ' 


^l°^19    "~   ^^8  • 

Congruenzwurzeln  mod.  jp*) 

293 

w 
1 

—109 

^1 
4-  84 

w 
9 

4-  55 

P              W^               «Tj                tTg 

521     4-  33     4-     2     4-204 

P 
677 

«^1 

—   98 

4-     5 

^9 

4-77 

373 

4-  24 

4-106 

—  22 

601     +     9     —193     —  77 

829 

—271 

+244 

—68 

449 

4-  17 

—  125 

—  75 

673     4-293     —  53     —288 

977 

4-112 

4-453 

4-89 

*)     Hier  ist  w     die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congraenz  ou^  ^  —  4  4-  tr      (mod.  p), 

and  des  Congruenzensystems  w   —  tr   4-  Wg  ^  w^'  ,    — ^i^*  —  ^«''^9  "^  ^1^9  ^  "^  ^  ' 
tr  tu  tv    =  3w^^  (mod.  JE>),  aber  auch  vöUig  bestimmt  darch  tu  ou^'  ^  txr    (mod.  p). 
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n  =  76 
/(tr^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

293       1— Wj— 2tr^  !  521     2— or^  677      3—07^4-  «^3— ^4—op^ 

373       2— w^—  w^  I         601  ^1+^4  ^29      2— ar^+StTj— cr^ 

449       34-w^—  «^3—0^4+^9+0^16  673     3— tTg+or^g  1  977      3— tr^H-  w^ 


IV,  3.     ;>  =  76m  -{-7,4-11; 
3T^  =  u;"  4-  w""  4-  ^J""''  +  w""''  4-  w""'  +  u;"'^  =  0  , 

während  w^^  =  2(u;*''4- w'^'*4- ««**0  auf  die  dreigliedrigen  Perioden  der  19ten  Ein- 
heitswurzeln zurückkommt,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  : 

7,     11,     83,     163,     239,     311,     463,     467,     619,     671,     919, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I9wi-h'7,  —  8  bei  \  =  19. 


V.    ])  zum  Exponenten  9  gehörig: 

p  =  76/H  —  3,4-5,4-9,—  15,4- 17, -f  25. 

4  neungliedrige  Perioden: 

w,  =  w'•4-w-'"■4-w''*  +  w-"'•  +  oü*'•4-w-"'•  +  oü-"'"  +  w*"•4-a;"^      also 


w 


tr,   =  w'  -  u;^'  4-  o;"  -  c«"  4-  u,"  4-  c«;"  -  w''  -  u;''  -  oü"  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

tr*  —  907^  4-  25  =  0  ; 

die  nichtprimitiven  Perioden  sind  tr^^,  d.  h.  die  neungliedrigen  Perioden  der  19ten 
und  txTjg^  =  9w^^'",  d.  h.  die  4ten  Einheitswurzeln; 

fundamentale  Relationen : 


w 


19 


1   =  5  4-  tr^  I  o^jOTj  =  5  ;  w^or^  =  4w     —  »^  , 


19 


WjCtTg    =    —  5W        ,  ^1°^19    =    2°'^4  • 
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w  =  76 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

w 
1 

w 

V 

TT 
1 

tu 

3 

5 

0 

—  2 

157 

—  49 

—  77 

17 

H-  5 

+  1 

233 

+  49 

—  95 

61 

+16 

+27 

313 

—  36 

—  61 

73 

—  10 

+36 

389 

+  130 

+   15 

101 

+43 

+33 

397 

+     7 

—  56 

137 

—  4 

+33 

461 

—   75 

—123 

149 

+19 

+63 

541 

+   74 

+  22 

P 

^1 

^3 

bbl 

—   71 

+  47 

593 

+  51 

+128 

613 

+  80 

+115 

617 

+181 

—242 

701 

+100 

—  35 

709 

—     8 

+  88 

757 

+212 

+  125 

P 
769 

«^1 
—268 

—330 

821 

—226 

+  69 

853 

+  19 

—314 

929 

—386 

+219 

937 

+119 

+315 

997 

—     6 

—  167 

/(^i)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p,  **) 


P 
5 

17 

61 

73 
101 
137 
149 
157 
233 


/(^i) 


2+    tTj 

3—  arj+3aTj—  w^ 
4+507^—4:^3+207^ 
3—  rr^+2rr^—  w^ 
4+  OTj 

3  — 207^+20^3+  07^ 
3  —  2073 

5— 9oTjH-8o73+4a7 


P 
313 

389 
397 
461 
541 
557 
593 
613 
617 


3— 


07j-    w^ 


3—  4ocr,-f-5a7,— 2or 
5+  tr  -f-  07-+  07 
5— 10a7^+9o73+4o7 

4—  2o7,+  or,+2o7 

1  9 

1+       07-1-    07-+    07 
J,  3 

1—  5oT^+6aT3+3o7 
3+     tr^+2a7^ 

6+        Wj+    0^3+    07^ 


p 

A^O 

701 

1—  2o7^+  4trj — 2tr^ 

709 

10+  5o7^—     ayj+2w^ 

757 

3+10o7^  — 1207^  —  507^ 

769 

6+llo7j—  9(rj+5o7 

821 

5+  2o7^—  3a7j 

853 

4+  2w^ —     017  —  «r 

929 

l  +  1007j— 1007^+407^ 

937 

8—  3073 

997 

6+     07^ 

VI.    p  zum  Exponenten   18  gehörig. 
2  achtzehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VI,  l,     p  ^  76/;i  +  3,  —  5,  —  9, +  15,—  17,  —  25 
07^  =  Cü»*  +  cü^'-  +  uj^'  +  uj""^"  +  w*'*  +  U)^"'  +  w-"''  +  uj-^^'-  +  u;"'-  -f-  w"''  +  ou"*'*  +  ot--''' 

07^    =    oü  +  'Jü'  +  Oü'  +  w"  +  üü*  +  üü^^  —  tW^  —  w"  +  W"  —  w'*  —  Cü**  —  w"  —  w"  —  Du" 

+  üü"  +  üj^'  —  w^' ,  nebst  —  07^ , 
Wurzeln  der  Gleichung: 

07'  — 19  =  0. 


*)     Hier  ist  07    aU  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen : 

otJ  ^  5  +  or^  ,  07j  —  ^,  ^  w^'  ,  ^i^i  ^  ^  (mod.  p), 

19 


sowie  durch  or  w      ^  07     (mod.  ^)  völlig  bestimmt. 

**)     Manche  der  /(w  )  sind  aus  Normen  =  bp  ermittelt. 
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n  =  76 
Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

i 

P 

w 
1 

P 

^1 

P 

w 
1 

P 

w 
i 

3 

1 

167 

55 

439 

89 

743 

159 

887 

366 

59 

U 

211 

21 

523 

217 

751 

39 

907 

213 

67 

32 

223 

58 

547 

228 

811 

240 

971 

425 

71 

27 

307 

68 

599 

212 

827 

50 

983 

464 

79 

16 

383 

174 

659 

109 

839 

294 

991 

122 

127 

20 

431 

197 

P 

A^,) 

3 

4 —  w 

59 

25— 6a7j 

67 

3+207^ 

71 

10— 3tx7j 

79 

15+4tr^ 

127 

33— 8tr^ 

167 

2+3tr^ 

ßpj^)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(w^) 

108+25ocr^ 
9—  407. 


=   -i?. 


P 
211 

223 

307 

383 

431 

439 

523 


72-hl7a7 

34—  9w 

624-15W 

6—  507 

lll-h26w 


p 

A^,) 

547 

188— 68cr^ 

599 

155+36trj 

659 

5-h  607^ 

743 

101— 24tr^ 

751 

225+52aTj 

811 

33H-10tr^ 

827 

73— ISWj 

P 

A^,) 

839 

192+45a7j 

887 

43+1207^ 

907 

48— 13a7j 

971 

127— 30a7j 

983 

86+2107^ 

991 

15+  8a7j 

VI,  2.     p  =  7ßm  +  13  ,  -+-  21  ,  —  23  ,  -h  29  ,  +  33  ,  —  35  ; 


r  ,  .  ISr  .  .  17r  ,  ,  -7r  ,    _15r  ,  .  38r  ,  .  _37r  ,  ,  29r  i  .  -3r  ,  .  37r  ,  .  S5r 

a7^=w+w        +0ü       -t"W        -jr  üü  +Cü       -f-  uu  +cü+w        +w       -f-  m 


-asi 


+  0ü-"''  + w*''-h&y 


-llr  j^  .   S/-    i_  .  .-35r    ,   19/- 


d.  h.  4te  Wurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,       29,       41,       53,       89,       97,     109,     173,     181,     193,     241,     257,     269,     281, 
317,     337,     401,     409,     421,     433,     509,     601,     641,     773,     857,     877,     941,     953, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  ^^  =  4m  +  i  in  X  =  5 . 


•)     Hier  ist  tr^  >  0  und  <  ^j?. 


75 
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n=  76 

VI,   3.     p  =  76w  —  13  ,  —  21  ,  -f  23  ,  —  29  ,  —  33  ,  -+-  35  ; 

4-  oü-'^'-  +  w-"'  H-  «"''  -4-  c«*-  H-  u^"'"  H-  w'^  4-  «"'■  =  0  , 

d.  h.  die  neungliedrigen  Perioden    der   19ten  Einheitswurzeln;    daher  haben   die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

23,       43,       47,     131,     139,     199,     251,     263,     271,     283,     347,     359,     367,     443,     479, 
491,     499,     503,     587,     631,     643,     719,     727,     739,     823,     859,     883,     947,     967, 

auch   hier    nur    die    Primfactoren    der   zum  Exponenten  9   gehörigen  Primzahlen 
(vgl.  X  =  19,  V). 
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n 


80 


l,    p  z=  som  ■+■  1 . 
32  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


.19 


.94 


.16 


w"  —  cü"  4-  w     —  oü"  4-  1  =  0 , 


wodurch   von   den   nichtprimitiven,   d.  h.   den  40ten  und  16ten  Einheitswurzeln, 
die  letzteren  mittelst  der  primitiven  ausgedrückt  werden  können: 


ir 


.13r 


Ulr 


.29, 


U,'"    =    w""  —  C«"'^  -+-  Oü*"-  —  W 


*.  .33r 


P 
241 

401 

641 

881 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 

(Vgl.  n  =  40,  20,  5;   16,   8,  4,  sowie  für  die  übrigen  Tafeln). 


—102 
—153 
+151 
4-307 


ÜO 

—  85 
4-155 
4-140 
—240 


4-  28 
4-142 
4-103 
—232 


—  57 
4-189 

—  121 
—229 


4-  73 
4-  68 
—  57 
—283 


4-101 

—  158 
4-291 

—  192 


4-117 
4-  26 
4-  63 
4-343 


.   19 

—  23 

—  84 

—  18 

—  7 


P 
241 

401 

641 

881 


.   31 

4-  21 
4-148 
—  178 
4-126 


—  103 

—  108 
4-234 
4-375 


—  105 
-h  33 
+  163 

—  78 


+  33 
171 
45 
—358 


.    31 

—  93 
+  157 

—  196 
+277 


+  43 
+  48 
+  56 
+300 


—  17 
+119 

—  87 
+290 


+  26 
—  76 
+208 
+  66 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  5ter  Potenz  wirklich. 


Normen  complexer  Zahlen  in  w. 

N{1  +  w  +  w")  =  N{1  —  oü"  —  üü''^)  =  81  .  241  ,         N{1  —  w  +  üü'  +  w*)  =  881  .  1601  . 
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n  =  80 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig, 
16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.     ^  =  80m  —  1  ; 


tr. 


U;     -4-  U;  =    W 


,  40-r 


w^op^.  =  tr;t-i  +  °^*-n  5  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  die  zweigliedrigen  Perioden 
erster  Art  w^^  der  40ten  (nebst  xr^^  der  20ten  und  w^^^  der  5ten)  und  w^^  der 
16ten    (nebst  w^^^   der   8ten)  Einheitswurzeln,    während  w^^^  =  0,    w^^^  =  — -  2 ; 

11(07,)  =  1 . 

Congruenz  würz  ein  mod.  p.*) 


p 

79 

^1 
+  4 

CT 

27 

^7 
—  28 

tr 
9 

—  10 

TT 
11 

—  33 

13 

+  22 

^17 

+  12 

ÜT 
19 

—  15 

239 

+  19 

+110 

—  92 

—  82 

+  51 

—  12 

+103 

—  11 

479 

214 

+  159 

—  61 

—  87 

—  174 

+  96 

—  70 

+231 

719 

+  31 

+219 

—  205 

—  350 

+328 

—  20 

+228 

+171 

p 

79 
239 


/(iTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

/(tTj)  I  P  /(^,) 

479         l+w^+tr^^ 


1 — w  — w 

6  19 


1— tr 


•w 


15 


/(tr,) 
1+tr^^-tr^g 


P 
719 


^     Die  primitiven  Perioden  sind  vollkommen  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz 

Wr^  f,  ^  tr  ,  +  tr     ;     auch    ist    tr      die    gemeinschaftliche  Wurzel    der    Congruenz    trj  ^=.  2  +  tr 

(mod.  |}),  und  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren  erste  tr^  —  tr    —  ^r^  +  tr  ^  ^  —  tr^ 

(mod.  p). 
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n  =  80 
II,  2.     p  =:  SOtn  +  39  ; 

^i^fc  =  ~"  ^*-i +  ^ik+i>  ^iö  nichtprimitiven  Perioden  sind  tr^^   (dieselben  wie  II,  l), 
während    w^^    die  Perioden    2ter  Art    der    KJten  Einheitswurzeln    sind    und 

^r  +  ^Tr~  ^9r+ ^17r   =   ^isrJ    ^(^r)   =    ^• 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

199 

^1 

+  18 

^3 

—  84 

7 

—  57 

9 

-f  04 

w 
11 

+  26 

^13 

+  54 

17 

—  30 

w 

19 

—  95 

359 

-{-146 

+  44 

—  165 

—  126 

+  135 

—  47 

+  140 

—  94 

439 

—  45 

+  52 

—  78 

—  155 

-{-217 

+136 

+  170 

+212 

599 

—260 

-f-276 

—  184 

—  95 

—  127 

+  108 

+281 

+  143 

839 

4-237 

-{-351 

-1-356 

+  27 

+  188 

—  372 

—232 

+  181 

919 

+  43 

—317 

-1-400 

-{-252 

+  113 

+298 

—  112 

+297 

Normen  complexer  Zahlen  in  i . 

N(l  —  w^^  +  tPjj.)  =   199  .  359  ,  iV(l  —  tr^  +  tr^^  +  cr^g)  =  599  .  199  , 

iV(l  +  tFj^  +  !r,y  —  tTj^)  =  839  .  359  ;  A^(l  +  tr^  +  w^^)  =  4  .  919  , 

N(2  —  w^  —  ar^y)  =  4  .  439  .  641  ;  A'(cr,  —  rr^^  —  w^^)  =  241  .  2801 , 

iV{l  —  tTj  +  Wj)  =  81 .  881  ;  endlich : 

xV(l±a7)  =  2161     (eine  Primzahl  der  Fonn  80m  + 1). 


II,  3.     p  =  80m  —  39  ; 


w^  =  u/'*  +  'jü""''  =  0, 

r 


W 


or 


2uj     , 


d.  h.  die  40ten  Einheitswiirzeln ,   daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen 

41,     281,     521,     601,     701, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  40w  +  1  in  n  =  40,  I. 


•)     Die  primitiven  w,.  sind  vollkommen  bestimmt  dnrch  die  lineare  Congnienz : 
ar-OT^-  =  —  ot^^r  +  ^ür»     sowie  als  Gemeinwurzel  zweier  höheren  Congraenzcn. 
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w  =  80 


n,  4.     p  =  80W  +  31;         Wr  =  w'"-|-w 


31r 


also  die  primitiven  Perioden: 


tr,   =  Cü'  +  w^*  , 

3 


m 


19 


19  w/         -T-  w 


39 


7  17 


«Tg  =  flu'  H-  W** 


Wjy  s=  cü'^  -h  oy 


n(oc^)  =  16;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind:  w^^,  d.  h.  die  zweigliedrigen  Pe- 
rioden 7ter  Art  der  40ten  (w^^  =  0,  w^^  ==  2w*'')  und  tr^^,  d.  h.  erster  Art  der 
16ten  Einheitswurzeln,  wobei  «^r  —  «^yr  —  Wg^  —  «^jjr  =  "~°^i5r; 

unter  den  fundamentalen  Relationen: 


w  w    — 
1    » 

14  » 

^1^7    = 

:  aw"  —  n 

18'                    "'l 

«^9  =  ■ 

^^    1 

^+^10' 

tjcr  a 

^1  =  - 

°^1^19    ~ 

""^10' 

^1^23    = 

=  2^''  - 

^j4  >              «^|W 

87    '^ 

"^18- 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P' 

•*) 

?> 

^1 

3 

^7 

^9 

IT 
11 

^19 

^«3 

«^>T 

31 

+     9 

7 

—   10 

+  u 

—   12 

+     6 

H-  13 

—     3 

191 

—   19 

—  55 

-h  58 

—  23 

+  44 

+     3 

—  24 

+  74 

271 

—  120 

+     8 

+  12 

+  76 

+  13 

-h  55 

—  53 

—   80 

431 

-hl86 

—  57 

-H  95 

+     1 

—  188 

4-189 

+116 

+147 

751 

26 

—230 

—  56 

—  322 

-h  40 

-h  91 

—226 

—375 

911 

-{-407 

+284 

—256 

—445 

-h  70 

—419 

—405 

—238 

991 

—427 

-h275 

H-470 

—  59 

—396 

—  64 

+269 

+330 

tU". 


^Wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  jp. 
Für  p  =  431  ist  f(w^)  =  1  —  txTg ;  für  die  übrigen  Primzahlen  stehen  sie  dahin. 


Normen  complexer  Zahlen  in  i. 


N{l-hrr^^w^^)  =  31.271, 
iV(l  —  (Tg  +  tr^j)  =  31.191, 
N(l  +  w^^  —  OTj,)  =  401  .  241  . 


N(i  -  tr^  +  aT„)  = 

j\\\  —  tPj  —  OTg  +  Wj^)    = 


31  .  401 , 
271.991  , 


*)     Hier  ist  tr    vollständig  bestimmt  durch  tv  tr    ^  w    (mod.  p),  allgemein  vr^or     ^s  tr 
(mod.  p)y  sowie  als  Gemeinwurzel  höherer  Congruenzen. 
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71  =  80 


n,  5.     p  =  SOni  —  31  ; 


w^  =  w''4- w""'  , 


also  die  primitiven  Perioden: 


tr. 


ÜÜ  —  w 


w 


8 


ÜÜ 


(JÜ 


27 


1 3 


tr^y      =      W"    +    W", 


,  =  «;'  +  !«", 


W..     =    W"-!«" 


11 


ar..   =  «"  -  0,"  , 


tr 


31 


^    C«"  -  t.,"  ! 


n(tr^)  =  1;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  tr^^,  d.  h.  die  zweigliedrigen  Perio- 
den 6ter  Art  der  40ten,  und  tr^^  =  2.«*'',  d.  h.  die  16ten  Einheitswurzeln. 

Fundamentale  Relationen : 


tr. 


=  -  2<«" 


OT. 


l     13 


30 


P 

449 
769 
929 


tr. 


+  62 
+172 
—233 


'20 
^1^3    =    -^  ^       > 

^1^17    ~    ^"» 


rr 


,0^,  =   1 , 


07   tS7 

1    11 


ao 


-  2w-"  +  (T^j  , 


tr. 


30 


tr       =  — 2oü      -f-OT     ,     w  w      =2-4-07 


Congruenzwurzeln  mod.  2'«*) 


tr 

3 

H-151 
+  98 
+432 


tr. 


+239 
—  76 
—311 


tX7 
11 

—  69 
+  41 
—451 


«^13 

+  13 
—  75 
—344 


w 

17 

—  27 
—36 
+24 


31 

+  113 

—  102 

—  243 


tr 

31 

—  133 


235 
—271 


P 
449 


A^,) 


11  aa 


—  w 


yj^tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.**) 

A^^)  I        P  A^i) 

1  +  oPy  —  tüj,  929     l+tTj+oTj^  +  w* 


36 


P 

769 


•)     Hier  ist  tr    vuUständig  (und  linear)  bestimmt  durch  t»  op    ^  2a7     (allgemein 
ar^oT^  ^  207    )  (mod.  2?),  oder  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen:  07^^  —  2w^^  +  or 

^1  "^  ^17  ^  ^^*  '     ^^1^17  ^  **^^^  (mod.  p), 

••)     Zur  Vermeidung  des  Coöfficienten  ^  ist  2w*''  anstatt  or      gesetzt. 
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W  =  80 


n,  6.     p  =  80/w  +  9  ; 


r     ,         9r 


also  die  primitiven  Perioden: 


w 


■  9 


3  ST 


ÜPy   =  w^  —  w^'  , 


OP 


31 


39  . 


,x  =  c-^-hw"; 


n(tr)  =  25 ;  die  nichtprimitiven  Perioden   sind  die  tr^^  (dieselben  wie  11,  ö),  wäh- 
rend w^^  =  0; 

fundamentale  Relationen: 


^1 

=  2u;'^  +  tr^  , 

^1^3    =    ^4  +  ^IS  ' 

111 

-  2>;'^^  +  aT^^, 

^1^13     ~    —^6+^23» 

w  w 
1    Jl 

=  2uj^'  -^  tr^^  , 

°^i°^3i   -         2  +  tr3,. 

^1^17    =    ^,  +  «^36  ' 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

89 

«^1 
37 

^3 

4-     9 

+  39 

^11 

+     1 

tr 

13 

—   19 

w 

17 

—  23 

tr 

81 

—  12 

tr 

31 

—  34 

409 

97 

+171 

+  87 

+  144 

—   16 

—  166 

—35 

+  142 

569 

239 

+  34 

79 

—  44 

—  261 

+255 

+70 

+  199 

809 

94 

+299 

—380 

—  186 

+269 

—212 

+41 

+  91 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^  . 


JV(l  -  w^^)  =  N(uj''^  -  w^^)  =  9  .  89 , 

iSr(l  +  tr^  -  tTj^)  =  16.569, 
N(w^  —  tüj,)  =  N{1  +  tTg  +  tr^j)  =  36  .  241 , 

N(l  —  u.^®  +  tTj  +  tTjj)  =  9  .  89  .  881  . 


iV(l  —  c«*°  +  tr,^)  =  9  .  409  , 

=  9 . 809  ; 
'.  81  .241  , 


A'(l-^6+«'3l) 


*)     Hier  ist  tr^  nicht  vollständig  bestimmt,  sondern  diejenige  Wurzel  der  Congruenz 
trj  ^  2cü^^  +  tr    (mod.  p)  dafür  gewählt,  welche  >  0  und  <  -J-/?  ist. 
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n  ==  80 


II,  7,     p  =  SOm  —  9  ;         tr^  =  w''  +  oü 


-9r 


also  die  primitiven  Perioden: 


07^     =    W  w'^  , 


3  13 

w.   =  w    —  w     , 


tr     =  üü    -f-  üü     , 


TT         =    OÜ 
19 


19 


W 


39 


tr 


.93 


33 


« A         1  d0 

,3    =    W        +W       , 


TT«  =  w    —  ex; 


39 


W 


n 


==  u;"-o."r 


11(07)  =  16 ;   die   nichtprimitiven  Perioden   sind  w^^   (dieselben  wie  in  II,  4),  wäh- 
rend tTjy  die  Perioden  zweiter  Art  der  löten  Einheitswurzeln  sind,   wobei 

w^  +  Wy  —  OTj^  +  aT,3  =  tr^j   ist. 

Fundamentale  Relationen: 


w. 


w  w 

'^^l     9 


1     28 


—  2«;"  -f  tPg  , 


10  ' 
64 


2-har^ 


13  1*  » 


0?   GT         ^^    G7 
1      11  3» 


1     2T  ^18 


.48 


tTjtTy   =  —  2oy  "  4-  Wjg  , 

1     19 


tXT  GT         s^    tV       • 


71 
151 
311 
631 


w 
1 

—  17 
-f-  62 

—  106 
+  136 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


w 

3 
—  11 

+  28 

—  138 

—  74 


—  14 
+34 

—  14 

+84 


w 

9 

—  5 
+  30 

—  118 

—  222 


w 
11 

+26 

+  72 
—48 
+28 


19 

16 
—  9 
+  105 
+177 


^23 

+  1 
+43 

—  84 
+89 


^2r 
—  12 

+  20 

+  23 

+240 


/(otJ,  Primfactoren  der  Primzahlen  p**) 


p 

/(^i) 

P 

A^,) 

P 

A^,) 

71 

^  "  "^'^               32 

311 

1  -  «^6  -  ^u 

631 

l-tr^  +  oT^j 

151 

l  +  tr_  +  c«" 

—  w 


19 


*)     Hier  ist  tr     vollständig  bestimmt  durch  tu  tr    ^  or.  (mod.  p),  allgemein  tr^tr^  ^  w  ^  5 
desgleichen  als  Gemeinwurzel  höherer  Congruenzen,  indem  txr    +  tr^  —  ^o  +  tx^-j  ^  —  tu 

(mod.  p). 

*•)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  -J.  ist  2»^*'*  für  tr  ^^  gesetzt  (vgl.  11,  4). 

76 
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n  =  80 
III.     2^  zum  Exponenten  4  gehörig, 

8  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  12  Fällen: 

III,    l.     p  =  80//i  —3,-27;  or^  =  w''  +  oü"'**  +  w^''  —  w 

uichtprimitiv  tr^^  (d.  h.  n  =  40.  III,  l),  or^^  =  0 ;  Il(oy)  =  5* . 

Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


-37/- 


p 

53 

07 
1 

13 

07 
3 

—  20 

^7 

+  17 

^17 

+  19 

P 
557 

OT 
l 

100 

07 
J 

+  195 

+  173 

—  103 

157 

15 

—  52 

+  43 

—  51 

613 

98 

+244 

—  42 

+248 

293 

5 

—   1 

+  138 

—  104 

773 

146 

+323 

+355 

+  98 

317 

96 

-h  76 

—  105 

—  151 

797 

350 

—  148 

+  60 

—332 

373 

173 

—  28 

+  72 

—  88 

853 

134 

—401 

+388 

+266 

iV(i- 

iV(3 


m 


07.   


Normen  complexer  Zahlen  in  ij . 

iV(l  +  073)  =  iV(a7^  —  oTy)  =  2  .  293  , 
iV(l  +  tTj  —  rTj)   =  iV(l  +  tTj  +  w^j)   =  53  .  157  , 
207^  —  07^^)  =  2  .  317  .  569  ,  N(2  —  nr^  +  07g) 

07^  +  tr^y)  =  53  .  557  ,  iV(4  +  tTj  —  w^^) 

OT^  —  w^j)  =   2  .  89  .  797  ;  iV(2  +  07^) 

1  . 


w^  —  ^ij)  ^^  36  .  88 


2 . 373  , 

4.53.613, 

241, 


III,  2.     ;?  =  80/H  +  3  ,  +  27  ;         tr^  =  u;''  +  >,»'•  +  :«''•  +  w"/-, 


OT. 


^7'  =^^ii»  =^«^1,; 


nichtprimitiv  07^^  (d.  h.  n  =  40.  III,  2),  w^^  =  0;  Uiw^)  =  9 . 25 . 


♦)     Hier  ist  07^  >  0  und  •<  -J-p  aus  07^  ^07^  +  2nT^  (mod.  p). 
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n  =  80 
Congrucnzwurzeln  mod.  ;>.*) 


p 

3 

tr 
1 

1 

^7 

0 

^11 
—   1 

^1» 
—  1 

P 
587 

^1 
93 

^7 

—  28 

'*ii 
—  97 

CT 
13 

—  23 

83 

2 

-f-  3 

4-  37 

4-  19 

043 

211 

4-  33 

—  313 

4-  55 

107 

33 

4-  26 

—  52 

4-  5 

827 

316 

—  208 

—  289 

—  28 

163 

39 

4-  69 

C 

4-  56 

883 

122 

4-190 

4-338 

4-371 

347 

4 

—  91 

4-  51 

4-  30 

907 

108 

—  119 

4-135 

4-409 

563 

161 

—  110 

4-178 

4-181 

Normen  complexer  Zahlen  in  4-. 


A^(2  -  tr^)  =  A-(l  4-  OT^  —  rr^)  =  27  .  83  , 

N(4:  -  tr^)  =  3f347  , 
A"(4  4-0-^4-  OTjj)  =  4  .  27  .  587  , 
A'(2  4-  207^  4-  tTy)  =  27  .  883  , 
iV(l  ±  tr)  =  2  .  243  , 
N{\  —  2r  ,)  =   81  .881  . 

1    V 


A\3  4-tr2  — tr^  — oTj,) 


25.  107*, 
27.563, 
8  .  9 . 643  , 
6 . 907  ; 
81.241 , 


III,  3.     p  =  80/n  4-  13  ,  4-  37  ;         tr^  =  w'  4-  w"''  4-  w^''  4-  w"'' , 

db  tTj ,     ±  iTj  ,     ±  Wy ,     dzw^ji 
nichtprimitiv  tr^,.  (wie  III,  i),  tr^^  =  0;  Il(tr^)  =  5*. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.**) 


p 

13 

^1 
2 

«'s 

4-  4 

^7 

—  3 

*17 
—  0 

P 
653 

tr 

1 

57 

TT 
3 

—  23 

«'7 

4-162 

tr 

^17 

4-  4 

37 

6 

4-  7 

4-  5 

4-  1 

677 

182 

4-212 

4-  96 

—  7 

173 

25 

4-69 

4-  16 

4-76 

733 

236 

—  146 

—228 

—254 

197 

41 

—77 

—  93 

—  17 

757 

44 

—327 

—317 

—  43 

277 

6 

—47 

4-  50 

—83 

*)     Hier  ist  tr^  >  0  und  <  ^p  aus  tr'  ^  tr^  4-  2op^  4-  cCj^  (mod.  p),  wo 

tr^^  =  2(u;^^  4-  w'^)  vgl.  n  =  8 

••)     Hier  ist  tr^  >  0  und  <^\p  aus  opJ  ^  tr   —  2v^  (mod.  p). 

76» 
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n  =  80 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N{i  -  w^j)  =  N(w^  -f.  w^)  =  18 .  37  ,  N{2  -  OT^) 

iV^(l  -  tr^  4-  tr^)  =  iV(l  -  OT^  -  tr,^)  =  13  .  197  ,  N{2  -  tr,  -  tr^^) 

iV(4  —  tr^y)  =  9  .  13  .  653  ,  N(7  4-  tr^^) 

iV(2  4-  OT^  -  tr^,)  =  2  .  733  ,  iV(l  -  tr,  -  tr^^) 

JV(4  —  tr^  —  tTy)  =  2  .  173  .  241  ,  N(l  4-  tr,  —  ar^  4-  tr^  4-  tr^^) 


3'.  13'  , 
18.277, 
9.13.37.677, 
13. 757, 
81  .881  . 


III,  4.     j)  =  80m  —  13  ,  —  37  ; 


-13r 


9r 


-37i 


tXT^   =    u;''4- te;-""4-w"'4- «-*"•, 


tr,     itr.     ittr     ,     dtz  w     i 


nichtprimitiv  w^^  wie  III,  2,  07^^  =  0;  Il(tp^)  =  9 .  25 . 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

43 

w 
1 

6 

«^7 

4-  10 

tr 
11 

—     1 

tr 

13 
—  11 

P 
467 

w 
1 

49 

tr 

*7 

4-197 

tr 
11 

4-  87 

tr 

18 

—   16 

67 

4 

—   14 

—  33 

4-21 

523 

219 

—  142 

4-  64 

—171 

227 

49 

4-  30 

4-  25 

-29 

547 

3 

4-  73 

4-109 

4-   86 

283 

128 

4-  96 

4-  74 

—5] 

683 

161 

4-341 

4-328 

4-296 

307 

103 

148 

4-  26 

—46 

787 

323 

4-294 

—376 

4-  84 

443 

207 

4-  73 

—  161 

—78 

947 

299 

4-145 

—373 

—310 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

A^(l  4-  tFj,)  =  N{w^  4-  tr„)  =  2  .  43  ,  N(w^  ■+-  w^)  =  50  .  67  , 

Mw,  —  tr,)  =  18  .  67  ,  N(l  —  tp^  4-  tr^^)  =  43  .  227  , 

N(l  —  tr,  4-  w^^  4-  w")  =  2  .  283  ,  N(b  4-  tr^  4-  tr„)  =  25  .  43  .  443  , 

iV(3  —  w^)  =  18  .  547  ,  N(l  4-  2a»y)  =  67  .  683  , 

N(e  —  tFj  —  tr,,)  =  2  .  947  .  1049  ;  dagegen:    N{1  —  tr,  —  tp^,)  =  241 , 

iV(a7^  -  o;'"  -  w'")  =   881  . 


*)     Hier  ist  ocr     >  0  und  <  i  P  aus  tr?  ^  or„  —  2or.  4-  ir,.  (mod.  r)),  wo 

_         t%/.  .10     ,      .    30v 


tu 


10 


=  2(üy*"  4-  w^")  wie  (IH,   2). 
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n=  80 


III,  b.     p  =  BOm  +  7  ,  +  23  ; 


a:r^  =  w'-  -f.  u)""  4-  w""''  +  cü"'* 


w. 


07, 


O» 


II 


OT 


IT  ' 


nichtprimitiv  07^^  (n  =  40.  HI,  3),  07^^  =  2(uj^'  4-  w"'')  (n  =  16.  II,  2) ;  n(o7^)  = 

Congruenzwurzeln  med.  p,*) 


49 


p 

7 

07 
1 

—  3 

07 
3 

—  3 

07 
11 

—  2 

^17 

0 

P 
647 

^1 
+  169 

07 
3 

+139 

07 
11 

—279 

07 
^17 

—  107 

23 

—  7 

-f-  1 

+  8 

+  3 

727 

+262 

—  79 

74 

—  122 

103 

—  12 

+  13 

+  19 

+  40 

743 

+261 

—  162 

—  152 

+  26 

167 

—  70 

+75 

—  51 

—  24 

823 

+256 

+  60 

—393 

—  150 

263 

-f-  59 

—87 

+  38 

—  123 

887 

+343 

—  69 

+  177 

—  77 

487 

—  125 

—96 

—  72 

—102 

967 

+  123 

—214 

—  68 

—322 

503 

-f-172 

—68 

+  116 

+229 

983 

—453 

—  35 

+296 

+318 

Normen  complexer  Zahlen  in  ij . 


N(w^  +  w*  +  oü")  =  N(w^j)  =  49  , 

iV(o7^  —  07jj)  =  2  .  23  .  49  , 
N(l  +  OT^  +  OTjj)  =  23  .  167  , 
N(b  +  073  +  üj^^  —  w'^)  =  2  .  487  .  241  , 
iV(7  +  07j  +  w^j)  =  49  .  167  .  743 
N(b  +  OTj  +  07jy)  =  487  .  983  ; 
N(2  +  OTj  +  2073)  =  7  .  23  .  241  . 


N(l  -  073) 

N(W^  +  07,) 
N(2  —  Oü^  —  C«"  —  07^y) 

iV(6  +  2o7^  +  w*  +  w**) 

iV(3  -  OT3  -  07^^) 
N(l  —  20Tj) 


2.23, 

2 . 103 , 

7 . 263  , 

4.727.1543, 

7.887, 

49.241  , 


III,  6.     ^  =  80m  —  7  ,  —  23  ; 


±07j,       ±073,       Zbor^,       ±07^3; 


W^    =    £W''  +  W-^''  +£«""'■ 


ou 


-a3r 


nichtprimitiv  07^^,^  =  4oü^^''  =  407,^  oder  8te  Einheitswurzeln,  tr^,.  =  0 ;  n(o7,.)  =  5^ 

Congruenzwurzeln  mod.  j9.*) 


p 

73 

07 
1 

13 

07 
3 

—  16 

^7 
+  6 

07 
13 

—  14 

P 
457 

^1 
172 

07 
3 

—  42 

^7 
+  8 

^13 

—  11 

137 

19 

+  53 

—43 

—  18 

617 

18 

—  191 

—  34 

+210 

233 

86 

+100 

—46 

+35 

857 

314 

+339 

+  101 

+134 

313 

125 

+  1 

—25 

—  5 

937 

158 

+279 

—338 

—  47 

•)     Hier  ist  or^  vollständig  bestimmt  durch  ^^^^  ^  2(—  07    +  07  )  (mod.  p);  oder  auch  aU 
gemeinschaftliehe  Wurzel  der  Congruenzen:    or'  ^  2  —  07   +  2a7     ,         07    +  07      ^  w*  +  w'*  , 
w^w^j  ^  —  3  +  oü^^  —  w^°  (mod.  p), 

**)     Hier  ist  07^   >  0  und  <  ^  j?  aus  ccj  ^  — 5w^^  (mod.  p). 
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n  =  80 
Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(l  —  oPj)  =  2  .  313  ,  A^(l  -f-  tüj  -h  tTjj)  =  73  .  137  , 

iV(3  -f-  Wj  —  tr^)  =  25  .  233  ,  iV(3  —  tTj  —  tr^)  =  25  .  617  , 

N{2  —  tTj  —  tTg)  =  2  .  457  ,  A'(l  —  tTj  +  2aTg  —  2w^^)  =  4  .  73  .  937  ; 

iV^(2  —  Wj  4-  Wß  -f-  OTjj)  =  49  .  241  ,  ^"(1  —  tr^  4-  2trg  +  Wj)  =  241  . 


III,  7^     ^  =  80/u  —  17  ,  —  33  ; 

tr,  =   o;'-  -f-  w-'''-  +  tt;-"'  +  w"»"^ , 

zttTj,       ±»3,       ±0^111       =^«^iy; 

nichtprimitiv  w^^  (wie  III,  5^,  w^^  =  2(u;*  —  w")  (n  =  16.  II,  l);  n(tr^)  =  49. 

Congrucnzwurzeln  raod.  p.*) 

\           P            w               w  w  or 

463  +101  +168  —  87  —218 

607  +181  +74  +60  +152 

863  —233  —186  —289  +373 


p 

47 

^1 
+  11 

^3 

+  4 

07 
11 

+  1 

+  18 

127 

+  5 

—  15 

+33 

—47 

223 

—  53 

—  106 

+63 

—  34 

383 

+  187 

+  75 

+12 

+54 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^r* 

N(l  —  OPjj)  =  N(w^  —  w^j)  =  2  .  47  ,  N(l  —  Wjy  +  £«*  —  w")  =  2  .  127  , 

N(i  —  tr^  —  w*  +  cü")  =  2  .  223  ,  iV^(3  +  ro,  —  ar^^)  =  47  .  383  , 

(iV2  -  w^^  -  aT„)  =  2  .  463  ,  A'(2  -  tr,  +  w^^)  =  2  .  607  ; 

aber  N(i  —  or^^  —  w^^)  =  241 . 


III,  8.     p  =  80/n  +  17  ,  +  33  ; 

W^    =    (JU     +0ü         +CÜ  +  w  =    w         , 

d.  h.  16te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen 

17,     113,     193,     257,     337,     353,     433,     577,     593,     678,     977, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I6m  +  i  in  n  =  16  . 


•)     Hier  ist   w     vollständig   bestimmt   durch   vj^w^  ^  2(oPj — w^)  (mod.  p)^    oder  bIb  ge- 
meinschaftliche Wurzel  der  Congruenzen  wj  ^  —  2  —  op^  +  207^^  ,     w^  +  w^^  ss  —  ow^*  +  oü'*  , 


OT 


10  .30 


^OTj^  ^  3  +  oü^"  —  Oü*"  (mod.  ;>) 


607_ 

n  =  80 
III,  9.     i)  =  som  -f- 11 ,  —  29  ; 

—  .  f"     i     .   11'*     I     .    -39r     ,     ,    -29/-  f^ 

tr^  =  o.'    -+-  w        -h  M  -f-  'jj  =  0 , 

tr^^  =  2(c*;*'"  4- w'"*") »    d,  h,  zweigliedrige   Perioden    4ter  Art    der    40ten   Einheits- 
wurzeln; daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

11,     131,     211,     251,     331,     491,     571,     691,     811,     971, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  40/n-f-il  in  n  =  40. 

III,  10.     p  =  80/?i  —  1 1  ,  4-  29  ; 

_  /•     ,     ,    -lir  _39r     ,     .    29»-  ^ 

otT^^  =  2(uj''''  -h  i*i~^'%     d.  h.  zweigliedrige   Perioden    öter  Art  der   40ten  Einheits- 
wurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

29,     109,     149,     2-29,     269,     349,     389,     509,     709,     829, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  40/h  —  11  in  n  =  40 . 

III,  11.     /)  =  80;;i  4-19,-21; 

Wr  =  o.'-4->^'''*4-o.-"'*4-:^--'"'  =  0, 

Wjr  =  2(cü*^'"  4- w^*'),    d.h.    zweigHedrige   Perioden    2ter  Art    der    40ten  Einheits- 
wurzeln, daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

19,     59,     139,     179,     379,     419.     499,     619,     659,     739,     859, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  40m  4-19  in  n  =  40 . 

III,  12.     p  =  80/n  —  19  ,  4-  21  ; 
w^  =  oü''4-a;-"'-4-w-''''4-w-''-  =  0, 

Wjr  =  ö,    ru^r  =  4u;*'",    d.  h.  20 tc  Einheitswurzelu,    daher   haben   die  hierher  ge- 
hörigen Primzahlen: 

61,     101,     181,     421,     461,     541,     661,     701,     821,     941, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  20m  4-1  in  n  =  20 . 
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71  =  84 


l,     p  =  84m  4- 1 . 


24  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


(A)      -f-  (A)     —  w      —  w      +w      —  OD    —  Oü+tt;    4-1=0, 


mittelst  deren,  oder  mittelst  der  beiden 


w"  4-  oü'^*  -h  1  =  0  ,         &ü^*  4-  w*®  4-  w**  4-  oü"  4-  w"  4-  w"  4-  1  =  0  , 

sich  von  den  nichtprimitiven  die  28ten  und   Titen,  nicht  aber  die  21ten  Einheits- 
wurzeln,  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen: 


(JÜ       =    UJ 


17 


(JÜ 


31 


Oü^   ==  üü  4-  oü^'  —  oü^3  -f.  oü'^ 


uj'  =  u;"~oo"    u.  8.  W.    (oü",  w",  u;",  O; 

-  üü"  4-  w"  ,    (ebenso  w") . 


337 
421 
673 

757 


—  110 
4-195 
4-175 
—245 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


—  82 

—  207 
4-293 
4-327 


75 

—  32 
4-196 

—  106 


13 

W 

—  41 

—  HO 
4-  13 

—  65 


4-141 
4-  52 
—  9 
4-164 


.  19 

—131 
—137 
4-305 
4-  72 


P 

337 
421 
673 


^  p   mm 


—  18 
4-126 
4-203 

—  368 


.   25 

(JÜ 

—  98 
4-170 
—299 
4-  60 


(fj 


39 


4-  74 
4-111 
4-207 
4-198 


0." 

—  9 

—  171 
—285 
4-  50 


37 
4-120 
4-147 
4-294 


4-144 

—  95 

—  50 
—241 


y^w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(<-■) 

P 

/(<«) 

f 

/(<») 

337 

14-a,»_t„»» 

673 

l_C„»_tt,"  +  ^l' 

757 

!_„"_,„« 

421 

H.„;"+a,"+(«='  +  <«*» 
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n  =  84 

IL     p  zum  E^cponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

TT^oT^  =  tr;t-i  +  ^A+i;  n(tr,.)  =  1;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind:  ör^^,  d.  h.  die 
zweigliedrigen  Perioden  erster  Art  der  21  ton,  «7^^,  d.h.  desgleichen  der  28ten 
und  Wjr')  d.  h.  desgleichen  der  12ten  Einheitswurzeln  (die  der  7ten  w^^^  sind  unter 
jenen  beiden  enthalten;  w^^^  =  0,    w^^^  =  —  tr^^^  =  —  i). 

Congruenzwurzeln  mod.  jt>.*) 


p 

83 

^1 

4-  12 

tST 
5 

—  33 

tr 
n 

—  40 

tr 

"  13 

—  6 

—  11 

* 

tr 

19 

—  3 

tr 

*7 

—  13 

167 

—  70 

—  82 

4-  54 

4-  48 

4-  7 

4-  73 

—  62 

251 

4-  40 

-f-  6 

+  75 

4-  93 

4-  51 

—  24 

—  76 

419 

—  163 

—  83 

—  65 

—  141 

4-172 

—  68 

4-  29 

503 

4-  22 

4-  82 

4-242 

4-188 

—223 

—  181 

—232 

587 

—  153 

H-143 

—  256 

—  84 

162 

4-155 

—  42 

839 

-h  28 

+250 

4-220 

—364 

—  166 

—  159 

—  41 

p 

83 
167 
251 


y^tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

419        l-,ir^^4-2tr^. 


NM)  = 


l-«^l-°^i7 


503       2— tr    -f-tr 


P 
587 

839 


14-2a7j-tiT^^ 


•)     Durch  tTjCTj  ^  °^3  ~^~  ^4  0^^^'  p)  '^^^  ^x  ("^^*r^^*^"P^  ^r  durrh  tr^w,^  ^  °^*r"^^4r 
oder  durch   tr^tr      ^  °^r  ~^~  ^^ar)   vollständig   bestimmt,    also    mittelst    der  Perioden    der  21ten  und 
28ten  Einheitswurzeln.     Die  Relation  mit  den  12ten,  welche  dabei  aus  dem  Spiel  bleibt, 

tr  —  ^5  "^  "^11  —  ^13  —  ^\i  —  ^19  ^  °^7  ^^^^  ^1^7  ^  ^6  "^  ^8  ^*^'  (mod.  p)y  bestimmt  um- 
gekehrt das  bei  ti  =  12  unbestimmt  gebliebene  und  daselbst  willkührlich  festgesetzte  Zeichen  von  tr.  , 
wesshalb  in  obiger  Tafel  of     mit  aufgenommen  worden  ist.     Vgl.  n  =  60. 
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n  =  84 
n,  2.     p  =  84m  4-41;         w^  =  w'" -h  w*^''  =  w'' 4- w**"'' , 

w^Wf^  =  —  w;t-i  ■+- ^*+i  ?  n(aT^)  =  1;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind:  m^^  wie  in 
n,  1,  fXT,^  d.  h.  die  zweigliedrigen  Perioden  zweiter  Art  der  28ten,  dagegen 
m^r  =  w'^*",  die  4ten  Eiuhcitswurzeln  und  w^^r  =  2w'*''. 

Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


41 

^1 

4-  8 

«^5 

—  15 

4-  7 

4-  16 

4-  10 

19 

—  20 

293 

4-  13 

—  22 

4-  29 

4-114 

—  79 

4-135 

461 

—215 

4-  16 

—  63 

4-210 

4-  77 

4-103 

797 

4-130 

4-371 

—  61 

—387 

4-223 

4-390 

881 

—322 

4-  79 

—339 

4-238 

—296 

4-425 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  näher  ermittelte  Form  /(w ,  w^). 

Normen  complexer  Zahlen  in  i, , 
^(«^1.  -  ^4X))  =  ^1'  =  ^(1  -  «'i  +  «^ii)  »  ^(^  =^.«^)  =  *2i , 

N{w^  —  o^a  —  «^,i)  =  41  .  293  ,  N(2w^  4-  Wj)  =  461  .  797 


II,  Z,     p  =  84w*  —  41  ;       07^  =  w''  4-  w""'"  =  0 , 

w^^  =  2c(ü*'',  d.  h.  21  te  Einheitswurzeln,   daher  haben  die  hierher  gehörigen  Prim- 
zahlen : 

43,     127,     211,     379,     463,     547,     631,     883,     967, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  jo  =  21  m  4-1  in  21tcn  Einheitswurzeln. 


*)     Hier    ist   tu     vollständig    bestimmt  sowohl  als  Gemeinwurzel  als  aach  lioe&r  durch 
tu  07    ^  —  OT   4-  oTj  ,  oder  w^oTj  ^  —  tr^  4-  ^^  (mod.  p)\  die  primitiTon  12teii  Wurzeln  kommen 
aber  nicht  Tor. 


611 

«  =  84 

II,  4.     p  =  84m +  29;      w^  =  w''4-w"''  =  w"'', 

d.  h.  28 te  Einheitswurzeln,  also  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

29,     113,     197,     281,     449,     617,     701,     953, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  'p  =  28w+l  in  28ten  Einheitswurzeln. 


II,  5.     p  =  84m  —  29  ;      tr^  =  w*"  4- 


i*i 


-39r 


also  die  primitiven  Perioden: 


^  .85     .     .   31  ^  aS  .   41 


II(bt^)  ==  49;  nichtprimitiv:  tr^^,  d.  h.  die  Perioden  zweiter  Art  der  21ten  (dar- 
unter tFjj^  die  der  7ten  Wurzeln),  w^^  die  erster  Art  der  28ten  (wie  II,  i), 
07^^  =  0,  aber  tr^^^  =  2u;"''  (3te  Wurzeln); 

fundamentale  Relationen : 

tr     =  2cü     — tr.  t«7t3tT=tr— tr,  tr  tr.     =  tr     —  tr 

M.J  *w/  **44  »  15  24  16»  1      11  U  S4  » 

tr  tr      ^  tu— tr.  ODir      =tr— tr.  trtjr.  ^  2  -^  tr     :     ferner: 

1     19  »  Sa  »  1     25  Sa  44»  1     29  12'        a^xuca  . 

^1  "^  "'29    ~    ^15    ^*    ^*   ^^' 

Congruenz wurzeln  mod.  j^.*) 


139 

tr 
1 

—  44 

«^5 

4-  62 

tZT 
"^11 

+  32 

w 

19 

+  25 

tr 

25 
—  14 

tr 

29 
—  41 

223 

+  46 

—  28 

—  110 

—  5 

+  60 

+  10 

307 

83 

+127 

+  22 

—  10 

—  67 

—  41 

643 

—  76 

4-150 

—215 

—306 

+310 

+  51 

727 

—  198 

+350 

—  190 

—205 

+319 

—  143 

811 

265 

—218 

—  94 

+173 

—  140 

—388 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  'p 
haben  die  hier  nicht  näher  ermittelte  Form  /(w ,  m^. 

Normen  complexcr  Zahlen  in  or. 

iS^(l  ±  tr)  =  421  ,  A\l  +  tPj^  —  tFg^)  =  7  .  139  , 

A^(l  -  tr,5  -  t..")  =  A^(2tr^  -  tr,j.)  =  139'  ,  A'(2tF^,  +  »„)  =  T'.223'  . 


•)     Hier    ist   w     vollständig   bestimmt   durch   tr  tr    ^  tr^  +  ocr^  (mod.  p) ,    sowie   als  Ge- 
meinwurzel. 
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612 


n  =  84 
II,  e.     p  =  84/n  4-  13  ;      tr^  =  w»'  +  w"'' , 


also  die  primitiveu  Perioden: 


IS 


07^    =    W  -f-  W        , 


i  3J 


tr„  =  t«"  +  i«", 


n(Tr)  =  1;  nichtpriniitiv :  w^^  wie  11,  5,  die  Perioden  tTj^  zweiter  Art  der  28ten  Ein- 
heitswurzeln (wie  II,  2),  tr,^  =  Sx'''; 


fundamentale  Relationen : 


tr' 
1 

— =•' 

-  2«*«  - 

oc 

"l 

«'i. 

= 

^8  -+-«^22' 

ferner: 

» 

44 


tr. 


'  tr     =   1  -+-  tr     . 
15  ^^  u  » 


tr 


29 


rp    tr  sss    ^"—  QT 

1      25  83 


=    ^,5    ^*^*-' 


3^44  » 

tr.  —  tu 


fTT      «IT  —        .^     1      .^     nr 

1    11  ^sc' 

tr  tr       =^   —  2  —  tr      • 

*1*29  ^  ^12  ' 


19 


X 


35 


ui    etc. 


Congrueuzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

13 

«^1 
+     4 

^5 

4-     6 

^11 

4-     1 

tr 

19 

—     5 

^3  5 

—     3 

tr 

29 
—       3 

97 

—     5 

—  44 

4-  45 

—  12 

—  23 

—   14 

181 

4-  61 

+  57 

—  66 

4-  78 

4-  24 

4-  32 

349 

—104 

—  30 

4-     9 

4-170 

—   51 

—  121 

433 

—  56 

—  54 

—202 

4-   19 

4-  71 

4-170 

601 

—258 

—  16 

4-283 

4-201 

—  137 

—  182 

769 

-H333 

—296 

4-243 

—331 

4-186 

—249 

853 

—226 

4-129 

—352 

4-360 

—  169 

—246 

937 

+122 

4-262 

—216 

4-296 

—430 

—   70 

13     1-tr^, 
97     14-tr„-tr^^ 
181     14-trj  — ocr^  4-W55 


/(tr^),  Primfactoren  der  Primzakleu  p, 
P  /(ocj)  !     p 


349    l-tr,  4-T^  -tr^  ^^^^-rr^;*)  '     769  l--trg4-tF^,-tr^^ 

433    14-trj  4-trj  —^^^+'i^^^  853          «^i+tr^  "^19"^^ 

601    1 — tr    4-tr    4-tr  937  14-tr  — x    — tr    — tr 

11^^    25^^    29  ^^4        11        44     ^«4 


29 


*)  Hier  ist    tr     vollkommen    bestimmt    sowohl  als  Gemeinwiirzel  als  durch  die  lineare  Con- 
gruenz:     wo?    ^=  ^^^      oder  tr  or    ^  2w    (mod.  jt)),  ähnlich  die  anderen  x^ . 

•*)     Dieser  kann  mit  Einfuhrung  von  w'  auch  so  geschrieben  werden  1  4-  «r   —  tr.  —  w' . 

V  8 


613 


«  =  84 
II,  7.     p  =  84/71—13;     w^  =  oü'*  +  w-^"^, 

also  die  primitiven  Perioden: 


w,    =  cü  —  bü 


:t9 


07      =    ÜÜ*  -h  M^^  , 


OTj^  =  w^^  4-u;"* 


(IT         =    Cü 
13 


13 


<«", 


a*- 


n(w^)  =  3*;    nichtprimitiv:    w^^  =  —  w*'"'"  (also  7te  Wurzeln,   sowie   w^ 
Wj^  =  0,    07^^  (wie  II,  1,  Perioden  der  12ten  Wurzeln),  or^^^  =  0,  tr^^^  = 

fundamentale  Relationen : 


—  1 : 


w. 


=  3 


M 


.73 


48 

1 

CO 


la 


ferner:        tr^  -  tr^.  4-  w^i  +  ^13  —  ^,7  +  ^83  =  ^7  • 


Congruenzwurzeln  mod.  j^.*) 


71 

i 
4-  29 

w 
5 

—  27 

^11 

4-  18 

^13 

4-  5 

«^17 

—  12 

23 

4-  8 

239 

—  121 

4-  35 

4-  85 

—  84 

4-104 

4-116 

491 

—  158 

4-104 

4-  81 

—  115 

4-200 

4-118 

659 

4-205 

4-302 

—329 

—  135 

—  6 

4-  72 

743 

4-174 

—  185 

—  24G 

—269 

—299 

—  4 

827 

4-229 

—382 

4-278 

—  195 

4-235 

—  197 

911 

4-404 

4-211 

—  100 

—345 

4-246 

—  95 

Die  Priuifactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  näher  bestimmte  Form  /(w ,  07^). 


Normen  complexer  Zahlen  in  i. 
N(i  ±w)  =  1093  (Primzahl  der  Form  84m  4- 1) ,  N(i  4-  w^  —  »"")  =  8.71, 

N(l  —  w^^  —  w^^y=  8.239. 
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*)     Hier  ist  w     völlig  bestimmt  durch  ^,^.  = 
höherer  Congruenzen. 


36 


—  3w"     (mod.  p),  sowie  als    Gemeinwurzel 
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n  =  84 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig 


o» 


p  =  84m  +  25  ,  4-  37  ; 


8  dreigliedrige  Perioden: 


tr^  =   u;'' 4- w"'- 4- w'^% 


also  die  primitiven  Perioden: 


I         35     ,         37 

oTj  =  w  4-  w     4-  w 


07^  =  w*  4-Oü*^  4-oü^'  , 


aT=w     —  oü     —  (u 


11 


w     4-  w     —  Oü      , 


mit  ihren  Entgegengesetzten  Wurzeln  der  Gleichung: 

ro'  4-  3w*  4-  507*  4-  ISt'  4-16  =  0; 

nichtprimitiv  tr^^,  d.h.  die  dreigliedrigen  Perioden  der  21ten  (einschliesslich  tr^^^ 
der  7teu),  tr^^,  d.  h.  desgleichen  der  28ten,  w^^  =  3a;^'*,  d.  h.  die  12ten  Einheits- 
wurzeln selbst,  wobei  w^  4-  «7^^  =  w' ,      »^  —  w^^  =  w'* ,    andrerseits 


TT     —  TT 

«^9 

k  tu       = 

*13 

'■  ^i'^ 

fernere 

Relationen: 

-;  = 

-tü^- 

2«^20> 

15 

=  -2, 

w  w      — 
1    11 

—  1  4-or 

u' 

CT   W         ^ 
113 

-2«** 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

37 

«^1 

4-  15 

«^5 

—   10 

w 
11 

—  2 

w 

13 
—       1 

P 
457 

«^1 
4-  46 

«^5 
—159 

11 

—  177 

—  173 

109 

—  22 

4-  10 

—  31 

4-   14 

541 

4-153 

4-198 

—  127 

4-115 

193 

—  30 

—  90 

—41 

—  33 

613 

—  256 

4-  91 

4-268 

—  215 

277 

4-  64 

—  26 

4-  9 

4-  31 

709 

—  189 

—  30 

4-157 

4-280 

373 

—  122 

4-159 

—41 

—  182 

877 

—257 

—331 

4-  60 

—380 

P 

A^,) 

P 

37 

14-   TT,, 

373 

109 

14-  rr^  4-aTg  —  yr^^ 

457 

193 

^          °^8    +^11 

541 

277 

1  —  207    4-0'    — 2or 

5  ^^^11         **13 

/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 

A^j)  P 

2-07^-07,^  613 

24-a7j-+-a7j-+-2a7jj  709 

loder  1 — 0^,4-0?^ — w,. 

^  Isis 


l-i-2o7,-|-  or^   -h2or 

1  8       '  IJ 

24-  tr  — 2or     — 


IF 


40 


*)     Hier  ist  07^  vöUig  bestimmt  durch  07^07^  ^  2cü'*  (mod.  p)  oder  w  w    ^  Str     (mod.   ü), 
und  ähnlich  alle  primitiven  Perioden  (desgl.  als  Gemeinwurzel  quadratischer  Congraenzen). 
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n  =  84 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 


4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen. 

IV,  1.     jp  =   84m  —  25  ,  —  37  ; 


OT^   =    Oü''  -h  w 


-ihr 


37r 


'-•5r 


+  w""^ -H  w"'^  +  w-"^ -f- w 


-ilr 


,     also: 


w^  =  w  —  w"  +  w"  -—  w*'  4-  £«"  —  w*  , 


07 


11 


,.11  ,.19  ,29  ,.81  _i     ,.88  _,         IS 


Wurzeln  (nebst  —  tü^  und  —  «7^^)  der  Gleichung: 


07^  —  507^-1-1  =  0 ; 


nichtprimitiv:  or^^ ,  d.h.  die  sechsgliedrigen  Perioden  der  21ten,  07J^,  d.h.  des- 
gleichen der  28ten  Einheitswurzehi,  07^^  =  3(w^'' —  w'^'") ,  d.h.  zweigliedrige  der 
12ten,  femer  w^^^  =  —  i,    tr^^^  =  3,    07^^^  =  O; 

unter  den  fundamentalen  Relationen: 


07j    =    3 

-^4 

.            ^ 

17   07 

LI 

1 

> 

07   07       = 

4-07^ 

*1      T 

=  3  +  3o»g  . 

Congruenzwurzeln 

niod.  p 

p 

47 

^1 
-+-  21 

—   9 

°^4 

—  15 

P 
383 

07 
1 

—  129 

07 
11 

—  95 

w 

4 

—  169 

59 

—     4 

+15 

—  13 

479 

+236 

—  205 

—  129 

131 

4-     9 

+29 

+53 

563 

+217 

—  96 

+206 

227 

—  107 

—70 

—96 

647 

—  73 

+  195 

150 

311 

-h  98 

—  73 

+40 

07  TT     =  —  2tr    —  or 
i    ^  i  11  * 


•) 


p 

719 

«^1 
+     7 

°^ii 
+308 

07 
4 

—  46 

887 

—  387 

—314 

+  137 

971 

+398 

—344 

—  128 

983 

—  153 

+257 

+186 

/(o7^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(w^)  =  —  p. 


P  A^,) 

47     2+  a7j— 07^  — 

59 
131 
227 
311     2+207^+07^  — 


07 


11 

2—    07   07 

^4  11 

4  —  207    — 07 

4  11 

4— 2oT^ — 07^  — *^ii 


07 


11 


/(«T,) 


3— 4o7 


11 


P 

383 
479 

563     3+  w^  — 2o7^— 2o7jj 
647     4— 2oTj  +  w^ 


2 — 2a7    —  o7  — 4o7 

1  4  11 


A^,) 


719  3— 2o7j— 2o7^  ""^^11 

887  6+40»^+  07^  -+-*^«^ii 

971  7—  o7j+4a7jj 

983  6-507^— 3o7jj 


*)     Die   primitiven  Perioden  sind  völlig  bestimmt  durch  die  beiden  linearen  Congruenzen 
07j  +  o7j^  ^  üj    —  (jü     ,     07    —  oc^j  ^  —  07    (mod.  p)  y    also    aus    den    Perioden    der   12ten   und 
28ten  Einhcitswui'zeln ;   die    dabei    aus   dem  Spiol   bleibenden  Perioden  der  21ten,    deren  Congruenz- 
wurzeln  bei    n  =  21  nicht   völlig  bestimmt  worden  sind,    erhalten  hier  diese  Bestimmung  durch  die 
Congruenzen  opJ  ^  3  —  tr^  ,     ajjj^  ^  3  —  or^  (mod.  p)]  daher  ist  07    in  die  Tafel  aufgenommen. 
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n  =  84 
IV,  2.     p  =  84m  -h  5  ,  -f-  17  ; 

TT,  =  Du'-  4-  c«*''  4-  w"''  4-  w*"*  4-  tt'"''  4-  w'^*- , 
oTj  =  w     4-w^    4- w"-+- w" -+- w"  4-w", 
ti7=w     —  w     4-w     4-w      —  w     4-w     >         mit   — 


also  : 


tTj  und  —  w,i 


Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  4-  llaT''4-25  =  0; 

nichtprimitiv:  tr^^  wie  IV,  i,  während  w^^  =  w*''^,  nebst  tr^^  =  3u;'^''undaT._  =»  6^**'' 
auf  die  4  ten  Einheitswurzeln  zurückkommen ; 

unter  den  Relationen: 


Sir 


OP,     = 


5  —  tr^  ,         ^1^11   =  —  5  1 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


sowie     tr^  —  (Tjj   =  (u 


21 


5 

^1 
4-  2 

TT 
11 

0 

P 
257 

°^i 
—  101 

11 
—  117 

P 
521 

w 
1 

—   96 

w 
11 

4-190 

P 
773 

w 
1 

4-259 

^11 

—  197 

17 

—   2 

4-  6 

269 

4-  43 

4-125 

593 

—   84 

—     7 

857 

4-  50 

4-257 

89 

—44 

—  10 

353 

4-  99 

4-  57 

677 

—  42 

—   16 

929 

4-128 

—  196 

101 

4-16 

4-  6 

509 

—  81 

4-220 

761 

4-225 

4-  39 

941 

—   86 

4-   11 

173 

-23 

4-71 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  näher  ermittelte  Form  f{w ,  tr^) . 

Normen  complexer  Zahlen  in  tr- 
iV(i+a^n)  =  ^"^^      N('2±Wj)  ==  5.17,      iV(i— 2trj)  =  5.89,  überhaupt  Normen  =  bp. 


IV,  3.     j^  =  84m  —  5,-17; 
or^  =  w''4-w-''*4-««"''4-w-"'4-w"''4-w-*^'*  =  0; 

während   die   w^^  =  2(üü*'' 4- C(ü^*''4- w**')  auf  die  dreigliedrigen  Perioden  der  21  ten 
Einheits wurzeln  zurückkommen,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

67,     79,     151,     167,     331,     449,     487,     571,     739,     751,     823,     907,     919,     991 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  2i?w4-4,  — 5  in  n  =  21,  IIL 


*)     Hier  ist  w    völlig  bestimmt  durch  w'^tr 
quadratischer  Congnieuzen. 


—  w^  (mod.  p) ,    sowie  als  Gemelnwürzel 
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n  =  84 
IV,  4.     jp  =  84m  4- 11 ,  +  23  ; 

w^  =  w''  -f-  w"'*  4-  w"''  4-  w""''  4-  et""  +  w"'' ,     also  : 


mit  — 


tTj  und 


—  tr. 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr*  -f-  dar*  -|.  36  =  0  ; 


nichtprimitiv:  v^^^  =  2(w"'^ -h  w**'' 4- w**'")  =  —  2oPj^^,  d.  h.  die  dreigliedrigen  Pe- 
rioden der  7ten  Einheitswurzelu,  m^^  =  3(c(ü'''— w'*'),  d.  h.  die  zweigliedrigen  Pe- 
rioden der  12ten,  w,^  =  O; 

fundamentale  Relationen: 


trj  =  —  3  —  3tPj^  ,         tr^Wj  =  — 

6 ;    femer    tF^  —  w^  = 

Uj'  -  Oü"  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

P             OTj             tFj 

p        w^           w^ 

P        tr^             w^ 

P            OFj 

^5 

11     4-  3     —  2 

191    —  93    4-74 

431     —212     4-183 

683     —121 

—  158 

23     4-  1     —  6 

263     —  41     —64 

443     —     5     —176 

863     —420 

4-  37 

107     +26     +  8 

347     —162     4-90 

599     —119     4-292 

947     4-  93 

—245 

179     —48     —67 

359     —154     4-42 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  ermittelte  Form  /(w ,  w^). 

Normen  complexer  Zahlen  in  jr. 

iV(l  —  tr^)  =  2  .  23  ,  iV^(2  4-^5)  =  8.11,  N(l  —  ar^  —  w^)  =  16  .  ll' 


•)     Hier  ist  tp    völlig  bestimmt  durch  w^of^ 
als  Gemein  Wurzel  quadratischer  Congruenzen. 


9x^  (mod.  p),  wo  2w^ 


—  07.,  ;   sowie 

36  ' 


78 
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n  ==  84 
IV,  5.     ;?  =  84m  —  11  ,  —  23  ; 

d.h.  12 te  Einheitswurzeln,  die  hierher   gehörigen  Primzahlen: 

61,     73,     157,     229,     241,     313,     397,     409,     677,     661,     733,     829, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  i2/n  + 1  in  n 


997 
=  12. 


IV,  6.     J9  =  84m  H-  19  ,  +  31  ; 


.25r 


w^  =  w**  -4-  fJ^  ""  -h  ft    "  H-  w 


-39/- 


.8Tr 


H-  W'"  +  W 


llr 


also: 


OTj    =    W     +  W^'  H-  w"  —  üü"  +  w"  +  w" 


07, 


Tj  =  w*  +  w^^  +  w^^  +  w"  +  w*'  —  w" ,    mit  —  Wj  und  —  w^ 
Wurzeln  der  Gleichung: 

tr*  -+-  707'  +  49  =  0  ; 

nichtprimitiv:  07^^  =  —  cu'*'',   d.  h.   3te  Einheitswurzeln,   07^,.,  d.  h.  sechsgliedrige 
Perioden  der  28ten  (wie  IV,  1),  07^^  =  0,  während  07^^^  =  6tü"'",  07^^,.  =  —  i; 

fundamentale  Relationen : 


07.     =: 


.56 


7w"* ,        07^07^  =  —  7  ;    ferner    07^  —  07^ 
Congruenzwurzeln  mod.  jo.*) 


—  07 


a  • 


p 

^1    «^5 

V 

°^i 

5 

P 

«^1 

5 

P 

«^1 

«^5 

19 

-  7  H-  1 

271 

+  14 

—136 

523 

+  92 

+233 

691 

—145 

+  62 

31 

-+-  2  +12 

283 

—  58 

+  5 

607 

—266 

+  16 

787 

—237 

—342 

103 

+  17  +42 

367 

+  89 

+  136 

619 

—  103 

—  42 

859 

—360 

—  31 

199 

+44  —68 

439 

+156 

—  119 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  näher  ermittelte  Form  /(w ,  07^). 

Normen  complexer  Zahlen  in  if. 
N(i  —  07j)  =  3.19,       N(2  —  Wj)  =  3 .  31 ,  überhaupt  Normen  =  3p  . 


*)     Hier   ist   w.    völlig  bestimmt   durch   07^07 
quadratischer  Congmenzen. 


.38 


7w      (mod.  jo),    sowie  als  Gemeinwurzel 
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n=«  84 
rV,  7.     p  =r  84m  —  19  ,  —  31  ; 

d.h.  dreigliedrige  Perioden  der   28ten  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen: 

53,     137,     149,     233,     317,     389,     401,     557,     569,     641,     653,     809,     821,     977, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  2Sm  —  3 ,  -4-  9  in  n  =  28 . 


Anmerkung  za  n  =  84.     Von   Bedeutung    sind    noch    die    aus    12   primitiven  Wurzeln 
bestehenden  Ausdrücke: 

w  -4-  oü*  4-  w"  —  w"  4-  oü"  4-  w^'  4-  w"  4-  w"  —  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  =  ^CIqT  , 
a,-.a;*-tt;"-u;"-w"4-a;"-tt;"4-a;"4-c*;"4-u;"4-ou"4-c«*^  =  -^^t". 
c«-a;*4-u,"4-a,"-w"-u;"4-w"4-ou"-c«"-a,"4-c«"-c«*^  =  J/F, 
c«  +  c«*  -  ou"  4-  o;"  4-  w^'  -  w"  -  w"  4-  o;"  4-  u;"  -  c«"  4-  w"  4-  «"  =  j/Z^ . 

woTon   die   erste  eigenthfimlich  für   n  =  S4.  ist ,    während  die  übrigen  auf  den  Relationen  der  primi- 
ti?en  84ten  Einheitswurzeln  mit  den  nichtprimitiyen  beruhen. 
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n  =?  88 

1.    p  =  88m  4- 1 . 

89,     353,     617,     881. 

40  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

o,*o  -  w»«  +  oü"  -  w"  4-  w'*  -  w"  4-  u;''  -  w"  4-  w'  -  w*  4-  1  =  0  , 

wodurch  sich  von  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  44ten  und  8  ten  Einheitswurzeln 
die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen: 

0,    -  a;*  4-  c«'    -  w^»  4-  oü^'  -  c«'^  H-  ou"  -  w''^  -  c«"  4-  w*^  =  -  «" 
t«»  -  j^T  -  o,"  4-  :«''  -  w"  4-  o,"  -  u,"  4-  c«"  -  c«"  4-  «"  =  -  «"  . 


II.     p  zum  Exponenten  2  gehörig 
20  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.     p  =  88m— 1;     w^  =  w' 4- «*'"''  =  w'*  — w**-'*, 
(Tj^tr^  r=  oT^j  4-  a7;t4.i  5  nichtprimitiv:  w^^  (n  =  44.  II,  1),  w^^^  (n  =  8.  II,  1) ;  n(ay^)  =  1, 

1  a  **'5  ^^  '*^r  ^^       9  13  ^^       15  ^^       17  19  31  11 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Vgl.  w  =  44,  8,   X  =   11). 

P  rr^  07,  07j  07y  W^  07^,  W^j  07,^  w^^  ^^^ 

263  4-38  4-54  —  18  4-27  4-28  4-3  4-8  —  39  4-36  —123 
439  —  58  —  22  —154  —145  —  46  —  31  —200  4-179  4-129  —213 
967       —214       —124       —  18       —284       —295       4-3       4-24       —426       —   10        —123 


/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nßw^)  =  — p. 


p         /K) 

263       14-07^4-07^^ 


P  A^i) 

439       1  +  073  4- tüjj 


P  A^,) 

967       1  4-  07j  —  07^^ 


•)     Hier  ist  07^  vöUig  bestimmt  durch  ^^^^^  ^  °^io  "*"  "'la  (™^^-  P)*  (gleicherweise   &ber> 
haupt  OT  ),  sowie  als  Gemeinwurzel  höherer  Congruenzen. 
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w  =  68 
n,  2.     p  =  SSm  -4-  43  : 

43,     131,     607,     571,     659. 

Wf.  =  o;'"  4- w*""  =  oü'^  4- w**"'^  > 

tJTjWjt  =  —  trjt_i  4-  wj^^i ,  11(07^)  =  1 ;  nichtprimitiv:  w^^  (wie  II,  l),  w^^^  (n  =  8.  II,  2) ; 

tüj  H-  w,  —  07^  —  tr^  4-  07^  —  ^11  —  ^15  +  ^ir  "^  ^i9  "  "^sri  =  ""  ^n  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p 

(beispielsweise).*)     (Vgl.  n  =  44,  8,  4.  X  =  11;  ebenso  bei  den  übrigen  Tafeln). 

P  Wj  OTj  Wj  Wj  W^  (Tj,  OTjj  (Tjy  W^^  W^^ 

43  —  1  4-4  —11  4-14  4-10  —  5  4-12  —  2  —  18  —  9 
131  4-35  4-12  4-17  4-18  4-61  —  27  —  14  4-10  —  30  —  9 
571       4-81       4-83       —86       4-218       —106       —144       —220       —228       —124       4-91 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Für  p  =  571    ist  Jiw^)  =  07^  —  w^^ . 
Für  die  übrigen  ist  iV^(i4-tr^)  =  43.307,        iV(a7g  4- tr^y)  =  131.659. 

II,  3.     p  =  88m  —  43  : 
397,     661 

Primfactoren   bei   w  =  44,  I:    w,.  =  w'  4- w"*"  =  0,     w^^  =  2w"^,   d.  h.  44  te  Ein- 
heitswurzeb. 


II,  4.     ^  =  88»i  4-  23  : 
23,     199,     463,     727,     991. 

B7^  =  w''4-w"'';  nichtprimitiv:  w^^  =  2üü*''  (11  te  Wurzeln),  «7^^^  (wie  II,  1),  tr^^  =  O;. 
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wl  =  2oü'*^     tr^oj,,^  =  —  2(— 1)       ;   n(tr^)  =  2*  ;    w^w^^  b  -  2w"   (mod.  p). 

Z.B.         1>  07^  tu,  07^  W^  W^  07^,  07^^  W^^  W^^  07,^ 

23       4-9       —8       —2       —11       4-3       4-7       4-4       4-1       —6       4-10. 

N{1  —  w^j)  =  23  .  89  . 


•)     Hier  ist  o?^   völlig   bestimmt  durch    w^w^j  ^  — ^19  "^^n  (™<^^'  jP)>    sowie  als  Ge- 
meinwarzel. 
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n  =  88 
II,  b.    p  =  SSni  —  23  : 

241,     593,     769,     857. 

wr  =  w'^H-w""'^;  nichtprimitiv:  w^  (n  =  44.  II,  2),  w^,^  =  2»^*''  (8te  Wurzeln); 
w'  =  — 2w^*'"  +  iTj^ ,  Il(tr^)  =  1 .  Durch  tr^w"  ^  tr^,  (mod.  jp)  tr^  vollständig  be- 
stimmt. 


^1  ^3  ^5  «^r  ^9  ^,1  °^S$  ^JT  ^,9  «^Jl 


z.  B.    ;^ 

241       H-117       4-117       -+-10       4-44       —  22       —17       —  17       4-83       4-76       —  38 
769       4-185       4-253       4-13       4-  1       —243       —65       4-306       4-37       4-62       4-314 


Für  2?  =  769  ist  der  Primfactor  f(w^)  =  i  —  tr^ 

Für  p  =  241    ist  N(rr^  —  tTj)  =  241'  . 


n,  6.     p  =  88/n  4-  21 : 
109,     197,     373,     461. 

w^  =  w'^4- w"'';  nichtprimitiv:  w^^  (wie  II,  5),  w^^^  =  2cü"''  (4te  Wurzeln,  während 
tr^j^  =  0);  ^l  =  2'jü*''  4-07^^,  ri((r^)  =  11^.  Congruenzwurzel  w^  >Ound<:i^p 
aus  w\  ^  2m^'^  4-  tTj  (mod.  p)^ 

Z.  B.     PtrortroTWor  w  w  w  tzr 

^.   -t-r.      r  Wj  «Aj  Wj  Wy  w^  «jj  Wjj  Wjy  Wjj  Wjj 

109       24       4-3       4-28       4-4       —  3       4-29       —10       4-52       4-23       4-10. 

iV(cFj4-Wg)  =  11?109\  iV(l=fcaT)  =  3169  (Primzahl  der  Form  88w4-i). 


II,  7.    p  =  88m  — 21 : 

67,     331,     419,     683,     859,     947. 

w^  =  w'  4-w"'^'*;  nichtprimitiv:  w^^  =  2u)^''  (wie  11,4,  während  w^^  =  o),  w^^^  (wie 


r-l 

56 


II,  2) ;     otJ  =  —  20;**'^ ,      w^tTjj^  =  2(-  1)  '    ,     H^)  =  2*  .       Durch    w^w^^  ^  -«  2ot 

(mod.  ^)  w^  völlig  bestimmt, 

Z.    B.    P  W^  OT,  Wj  07^  07^  tTj,  OTjj^  W^^  IT^j^  XT^^ 

67       4-7       —  4       —  31       —11       -+-32       4-  21       —12  —26       —  33       4-29 

683       -+-4       —32       —256       —   1       —  8       —171       -+-  2  4-16       —128       —341 

Für  p  =  683  ist  der  Primfactor  ß,w^)  =  1-4-07^ 

Für  p  =     67   ist  iV(l  4-  tr^  4-  w")  =  67'  . 
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n  =  88 

IIL     p  zum  Exponenten  5  gehörig, 

p  =  887n  —  7  ,  -f  9  ,  -4-  25  ,  —  39  . 

8  fünfgliedrige  Perioden: 


-Tr 


w 


w^  =  w''-|- w-"*-+- 


^  ==  w   —  w"  — w*    4-^^^    4-w", 


—  89r     I         9''     I         85r 


also: 


07,  =  ou»    -u;"-oü"4-c«"-.w", 


w,  =  w^  H-  w**  —  w"  —  w"  —  w 


.35 


.19 


48 


.13 


.41 


.31 


.39 


.17 


n(w^)  =  3*;   nichtprimitiv:  oj^,,  (n  =  44,  III)  nebst  w^^  (\  =  li,  III),  w^^^  =  6»;^^'' 


(8te  Wurzehi). 


otJ  =  307,  4-  2o7j^  , 


w^Wj  =  3    II.  8.  W. 


Congruenzwurzeln  med.  p.  *) 


97 

07 
1 

20 

^2 

4-  45 

—     5 

^13 

4-   13 

P 
449 

07 
1 

4-134 

^3 

4-     2 

«^7 

4-124 

07 
13 

—223 

113 

—  28 

—  32 

4-  12 

—  46 

521 

—  157 

—  96 

4-219 

—114 

137 

4-  47 

—  42 

—  32 

—  49 

577 

4-153 

4-210 

—181 

—272 

257 

4-104 

—122 

—126 

4-  40 

641 

—237 

4-  39 

—284 

4-148 

313 

4-139 

—  32 

—  27 

—  49 

929 

—229 

—124 

—142 

4-442 

401 

4-166 

—  112 

—  157 

4-  68 

977 

4-359 

—393 

—  166 

—  179 

433 

4-184 

4-  28 

—  120 

—  170 

/(07J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Von  folgenden  Primzahlen  p  sind  wirkliche  Primfactoren  /{or  )  ermittelt : 


p 

/(w,) 

P 

A^^) 

P 

A^,) 

P          /(tr,) 

97 

24-2o7j— 07y 

449 

2-073 

bll 

l«2o7^4-aT^3 

929     2— 07,4-07, 

137 

1-  a7^+tr,4-a7^, 

Normen  complexer  Zahlen  in  ».**) 
N{i  =b  07)  =  7' ,  JV(3  db  07)  = 

A'(4  4-  tTg  —  0733)  =  521  .  97  ,  iV(4  4-  w,  4-  207^)  = 

iV(o7^  —  2a7j  4-  ocr^,)  =  433  .  113  ;  iV(3  4-  207^  —  073)  =  3f313  , 

N(w^  4-  207^  4-  Wg)  =  13?401  . 


5?3*; 
113.137, 


•)     Hier  ist  w    völlig  bestimmt  durch  07  w*^  ^  — 07      (mod.  p). 

**)     Aus    denselben    folgt,    dass  die  Primfactoren  jedenfalls  auch  für  p  =  113,    433,    521 
wirklich  und  homogen  sind. 
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n  =  88 
IV.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 

4  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen. 

IV,  l.     p  =  88/n  -4-  7  ,  —  9  ,  —  25  ,  -4-  39  ; 


7/- 


tr^  =  w**  -+-  w  '^  -I-  «« 


--^^r  ^  ^-9r  ^  ^15r  _^  ^-r  _^  ^-Tr  _^  ^,9. 


»r    ,        -Jir 


also:        oPj  =  tu    +(«'    —  (u*    —  tti"  +  w"  —  cu*' —  cu"  4- iw**  +  w* 


<«", 


or,  =  «,'  +  «"- tt,"  -  w"  -  <«" 

9 


u; 


13 


Wurzeln  der  Gleichung:  (nebst  —^^  und  —  tr^) 

07^  —  1207*  4-  25  =  0  ; 
nichtprimitiv:  w^^  (n  =  44,  IV),  07^,^  =  5(üü"'' —  ou"'^)  (n  =  8); 


w 


1  =  6  +  ,^,, 


07 


07    =  5 : 
1   j  » 


07     — 07 
1  J 


Ca; 


11 


w 


33 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

^1 

07 
3 

P          w^ 

3 

P 

^1 

^3 

P 

1 

«^1 

7 

-+-   1 

—  2 

167     —  61 

—  74 

479 

-4-     8 

—179 

743 

+360 

+258 

79 

—  16 

—25 

271     H-  83 

—   13 

503 

+119 

—  38 

887 

—  20 

—222 

127 

—  6 

22 

359     —  03 

—112 

607 

—  150 

+263 

919 

—     7 

—  132 

151 

4-14 

—32 

431     —  84 

-+-159 

p 

7 

79 

127 

151 

167 


/(o7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     N/(w^)  =  — p 


2+    07, 

3+  a7j+  (Tj 
2— 2o7^+  trj+2aTj 
4— 6o7j— 3a7j+8a7j 
2+307^—  tr,— 3073 


p 

A^,) 

P 

/(tr,) 

271 

1             07j+    07^+    207j 

607 

7— 4o7j 

359 

8— 12o7^— 6Wj+15o7j 

743 

6+307   —    07 

431 

5+       07^—    07^ 

887 

5a7j — 2a7^ 

479 

6—  8a7^+3o7j+  6a7j 

919 

13+307  —3m 

503 

1 —  307  —  ^j"+-  2a7j 

"                          2 

. — 3a7 

— 4«r 
.—807. 


•)     Hier  ist  o:^  durch  07^07^^  ^  5  +  5o7    (mod.  p)  TöUig  bestimmt. 

**)     Einige  dieser  Primfactoren  sind  aus  Normen  =  7p  hergeleitet;  auch  ist 
A^(l  ±  üTj)  =  2.7,  iV(3  zfc  x)  =  —  2  ,  iV(4  =b  07)  =  89  . 
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n  =  88 


IV,  2.     p  =  88?n  —  5  ,  -+-  19  ,  4-  35  ,  —  37  ; 


-5r 


»5r 


m      =    cyr  ^  j^— r^j^.»r_^^ 


.-3Tr 


.9r 


43r 


+  a;"^4- w    '^4-  w 


,-"'^+:^^'r^^-Tr^.^»5r 


07 


3 


Wurzeln  der  Gleichung:  (nebst  —  w^  und  —  w^) 

tr*  4-  12w*  +  25  =  0  ; 
nichtprimitiv:  w^^  (wie  IV,  l),  w^^^  =  5(w'''-4-ou"'')  (n  =  8) ; 


19 

83 

107 

139 


wl  =  -  6  4-  tr, , 


13  ' 


**!  ^^       3 


«,"  +  <«" 


1 

—  1 

-40 
4-  3 

—  17 


3 

—  5 
4-31 
—34 
—33 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


also 


211 
227 
283 
347 


1  3 

4-  49  4-69 

—  48  4-33 
4-135  -+-21 

—  20  —87 


P 

491 
523 
547 
5C3 


07. 


tr. 


—206  4-112 

—  12  —  44 

—251  4-  61 

4-  36  4-266 


P 

739 
787 
811 

827 


w 
1 

—280 
—  98 
4-239 
—299 


tr 

3 

—  66 
—249 

4-318 

4-177 


Priinfactoren  der  Primzahlen  p  in  Frage. 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

iV(l  +  oTj)  r=  2  .  19  ,  N(2  4-  tr,  -  tr,) 

A\3  -  tr^)  =  2  .  107  ,  AVi  4-  tr,) 

A\3  —  2?rj  4-  3073)  =  2  .  227  ,  N(b  —  or^  —  2w^) 

N(e  —  tr,  —  tTj)  =  2  .  739  ,  N{Z  4-  2(r,  4-  tr,) 

Ni-k  -+-  3(r,)  =  19.211,  A\3  4-  2r    +  2ir,) 

3  m                         3 

A\3  —  oPj  —  3ar,  4-  2or,)  =  43  .  523  . 


2  .  83 , 
2  .  139 , 
2  .  563 , 
2.811  ; 
11.283, 


•)     Hier  ist  x^  vollständig  bestimmt  durch  tr^w^^  se  5  —  bw^  (mod.  ^),  sowie  als  Gemein- 
Wurzel  quadratischer  Congruenzen. 

79 
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n  =  88 
IV,  3.     p  =  88/w  +  5  ,  —  19  ,  —  35  ,  +  37  ; 

tr^  =  w'"  +  w**"  4-  w"^  4-  w"''  +  w**-  +  («-*"•  4-  w"""  4-  w"^*'  4-  w'''  4-  u;""''  =  0  , 

tr,^  =  2(u;"^4-w'^''4-c«-"'^4-w-"'^4-w''0»    d.h.  ftnfgliedrige   Perioden    der    44ten 
Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,       37,       53,     157,     181,     229,     269,     317,     389, 
421,     509,     619,     653,     709,     757,     773,     797,     829, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  44,  IV,  l. 


IV,  4.     y  =  88iw  4-  3  ,  —  13  ,  4-  27  ,  —  29  ; 

tü^  =  w^  4-  «''^  4-  w*'"  4-  «"'•  4-  ui-''  4-  u;-"'-  4-  «"''  4-  w""''  4-  w""''  4-  w""'' ,      also 


w 
w 


^  =  w   4-  w*    4-  w'    4-  ou"  —  w"  —  w"  -H  o; 
^  =  c«^  4-  w"  -  ou"  4-  c«"  4-  u;"  4-  w"  -  « 


SS       ,  ai  s  15 


43  ,41  .    li  ,,1T 


Wurzeln  der  Gleichung:  (nebst  —  ot^  und  —  w^) 

07*  —  lOoT*  4-  36  =  0  ; 

nichtprimitiv:  w^^  =  2(c««'-  4-  uj'*'  4-  o;"'*  4-  w*^''  4-  u;"0  =  21.,^  (X  =  li,  III),  w^^^  (wie 
IV,  2),  tr,,  =  0 ; 

otJ  =  6  4-2aTj^,  w^TTy  =  6; 


femer:  w,  — 


T 


-(« 


"4-u;"). 


3 

59 
163 
179 


tr 
1 

—  1 

—  7 
—33 
4-89 


0 
4-16 

—  15 

—  12 


P 

251 
379 
443 

467 


Congnienzwurzeln  mod.  p.*) 


w. 


OT, 


—  101  —   10 

+  26  +146 

4-50  4-71 

+203  —138 


p 

°^i 

^T 

P 

«^1 

"^7 

499 

4-159 

4-226 

691 

-  36 

4-115 

587 

—261 

—  54 

883 

4-175 

-f-217 

619 

4-237 

—  94 

907 

—300 

—  127 

643 

4-     9 

4-215 

971 

—474 

—  295 

*)     Hier  ist    or     vollständig   bestimmt    durch    Vjtp]^ 
meinwurzel. 


—  2w^^  (mod.  p);    sowie  als  Ge- 
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n  =  88 


/(Wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  jo.*) 


p 

A^,) 

i> 

A^,) 

P 

/(«'i) 

3 

14-  0,^—  07^4-  tr^ 

443 

24-3trj —  Wj —  o7g 

643 

07j—  a7y4-3«'3 

59 

tr^-f-  w. 

467 

1 — 6o7jH-5o7y — 5a7g 

691 

54-6w^— 3Wy— 3o7g 

163 

34-  tü^— 2Xy 

499 

7— 3o7^4-2aTg 

883 

11— 6o7j4-9oPy4-6o7, 

179 

3 —  w^+2a7^—  a?j 

587 

54-3o7j— 4or^4-2o7j 

907 

7— 3o7j 

251 

5— 3Wj-|-  oPj —  tTj 

619 

1— 3o7^4-3o7y— 3o7g 

971 

6-  tr^-  tr^ 

379 

3—407,4-507.4-307. 

IV,  5.     p  ==  88m  —  3  ,  4-  13  ,  —  27  ,  4-  29  ; 


or^  =  w»-  4-  w-"-  4-  u;''-  4-  w-"*"  4-  w"''  4-  w"'"  4-  w"'  4-  c"''  4-  «""''  4-  w"" ,     also 

07^=0;    —  w*^4-w*    —  üü"  — to"H-a;'^4-t«y"4-t«y"  — w*    4- w"  , 
07,  =  w'-ou"4-oü"H-u;^    -oü"-a;"-c«"4-a,"-Oü"-e«*', 

Wurzeln  der  Gleichung:  (nebst  —07^  und  —  w,) 

tr^  4-  121   =  0; 
nichtprimitiv :  w^^  =  w"''  (4te  Wurzeln),  während  07^^  =  —  i ,    or^^^  =  0; 


or!   =   llüy 


31 


ar,t3iT,   =   11 

1      9 


p 

tr 
1 

«^8 

P 

\ 

«'i 

13 

6 

4-  4 

173 

19 

4-  37 

29 

10 

H-  4 

277 

99 

—  123 

61 

1 

4-11 

293 

142 

—  35 

101 

3 

—30 

349 

36 

4-   10 

149 

74 

—22 

541 

70 

H-147 

Congruenzwurzeln  mod.  p**) 

1 


p 

557 

^1 
51 

«^8 

—  109 

613 

29 

—211 

677 

153 

—  84 

701 

28 

—275 

733 

129 

4-  91 

P 
821 

07 
l 

41 

^8 

—220 

877 

157 

4-  28 

941 

159 

—  367 

997 

389 

H-182 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  in  Frage. 


•)     Zum  Theil  aus  Normen  =  3/>  ermittelt,  auch  ist  N(l  4- tr,)  «=  27. 
••)     Hier  ist  w^  >  0  und  <!  ^/>  aus  w\  ^  llw*'  (mod.  p). 


79' 
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N(l  -  tr^) 

N(3  +  2trj  +  tr,) 

N(7  +  2o7,  -+-  tr,) 

iV(6  —  3tr^  +  tr,) 

JV(6  -  tr^  -  tr^) 

iV(4  -  tr,) 

iV(10  —  tr,) 


n  =  76 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

2.61,  iV(3--trj) 

2  .  277  ,  iV(4  —  tTj  —  tr,) 

2  .  557  ,  A^(6  +  Wj  +  tr,) 

2  .  677  ,  N(b  +  2t»,  H-  tu,) 

2.877;  iNr(H-2tÄTj) 

13.29,  iVr(l  — 2a7j  +  tr,) 
349  .  29  . 


2 . 101  , 
2 . 293 , 
2.613, 
2 . 701  , 
13  .  149 , 
18.173, 


IV,  6.     |>  =  88/w  +  15  ,  —  17  ,  H-  31 ,  —  41  ; 


.15'- 


.-39r 


31r 


.25'- 


.28'- 


-Tr 


-IT'- 


.9'- 


-41'- 


tr^  =   üü'-  +  üü*"  4-  ü;-*"'  +  Cü-"  H-  w""  -+-  w"'  4-  W"  H-  u;-*"  +  w"  +  w"' *'  ,      also 


w 

tr 


Wurzeln  der  Gleichung:  (nebst  —  oj^  und  —  tr^) 

tr*  +  lOt»'  4-  36  =  0  ; 

nichtprimitiv :  or,^  (wie  IV,  4,  während  tr,^  =  0),  w^^^  =  5(w""  —  e«"'^)  =  öi^^^  (wie 
IV,  1); 

trj  =  —6  — 2trjg,         tr^tr^  =  6;  ferner:   tr^  H- tr^  =  —  (w^*  — cu*'). 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


31 

tr     tr_ 

1       7 

-f-13  H-10 

!    P 
223 

tr 
1 

—  81 

+  66 

P 
599 

tr,     tr^ 
—262  +  96 

P 
823 

=^1 
-275 

w 
—  9 

47 

—  6  —  1 

311 

+131 

+114 

631 

—  111  +  17 

839 

—  184 

+  155 

71 

+33  +26 

367 

+  85 

—  164 

647 

+318  +293 

911 

—  181 

+   5 

103 

+37  +28 

383 

—  59 

-  78 

719 

+340  +  55 

983 

+282 

+251 

191 

—22  —35 

487 

+114 

—205 

751 

—  70  —  43 

*)     Hier    ist    tr,    völlig    bestimmt    durch    w^ä?,, 
Wurzel  quadratischer  Congruenzen. 


^Tii  (mod.  p),    sowie  als  Gemein- 
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n  =  88 


/(^i)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/K) 

P 

/(tr,) 

P 

/K) 

31 

14-  tr^4-  tr^ 

367 

2--3o7j— 3o7y4-  OTg 

719 

3—  trj4-  Wy4-  Wg 

47 

14-  tTy 

383 

3+  07^4-307^ 

751 

24-  07^4-207^—307^ 

71 

2-    OT^-    tTy-     (Tg 

487 

3— 2a7j—  Wy4-3trg 

823 

1— 2o7j4-  07y4-3o7g 

103 

l-+-2tr^4-  Wy 

599 

5— 3trj— 2a7y 

839 

5—  07^4-  o'g 

191 

4+  Wj-I-  «7^4-  Wg 

631 

14-  tr^ —  Wy — 3o7g 

911 

6 —    07 

223 

4 — 3trj — SWj —  Wg 

647 

14-    07^  —  307^ 

983 

64-  07^4-  tr^4-  tw^ 

311 

l-|-3trj-|-2tr^ 

IV,  7.     p  =  88/»  —  15  ,  4-  17  ,  —  31 ,  4-  41  ; 


«T^  =  tt,-  4-  0,-^*"  4-  oü-»"''  4-  w-""  -I-  w""  4-  :«-'"•  4-  u;"'''  4-  w"'  4-  u;^''  4-  c«*^''  =  -  u;"'" 

d.  h.  8te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

17,       41,       53,       73,     193,     233,     281,     337,     409, 
457,     569,     601,     673,     761,     809,     937,     953, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  8w  4-  i  in  n  =  8,  I. 


Anmerkung.     EigenthQmlich  für  n  =  88  ist  der  aus  20  primitiven  Wurzeln  bestehende 
Ausdruck : 
w  4-  w'  —  w*  +  lü^  4-  w'  4-  fJü^^  —  w"  —  w"  —  üü^*  4-  w"  —  w"  +  w"  4-  w"  4-  w"  —  eo"  —  w 


SS 


.39 


41 


.43 


_  u;»^  4-  u;^"  _  oü*^  -  w"  =  J/^  . 
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71  =  92 

l.     p  ^  92/n  4- 1  : 

277,     461,     829. 

44  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

—  a;^*  +  w"  —  w^®  +  («;•  —  w*  +  w*  —  to*  4-  1   =  0  , 


also     w"  =  Du  —  w'  -f-  w*  —  w^  4-  w®  —  oü"  4-  ou"  —  oü"  4-  w"  —  w^'  4-  w'*  4-  w'*  —  w 


>7 


Die  idealen  Primfactoren  sind  für  p  =  277,    461  in  201  ter,  für  p  ==  829  in 

67ter  Potenz  wirklich. 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
22  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.    jt>  =  92/>i—  1  . 

w^wjg  ==  oTjt^i  4-  tTjt^.! ;  n((r,.)  =  23  ;  nichtprimitiv:  w^^  (\  =  23,  II),  während  tr^j^  =  o  . 

Congruenzwurzeln  mod.  ji>.*) 

P  fJT  TJT  BT  flff  fn  QT  tp  QP  OP  07  XP 

r  ^i  «*3  "'s  «^y  «*9  »'n  «*ij  **i5  «^ly  «-jj  «'j^ 

367  173  —  71  —  60  4-182  4-127  —105  H-159  —  24  H-179  —142  4-  47 

643  146  4-221  4-273  —  6  —200  4-296  4-  28  —208  H-145  —163  —198 

827  403  4-  11  —246  4-237  —356  4-  95  —318  —198  —  27  —  37  —  50 

919  55  —129  —366  4-187  —437  H-284  —296  H-  14  4-344  —410  —  43 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     N/(w^)  =  —p. 


367     14-tr^3-tr^,     ;     643     l-tü,4-w,, 


P  /(tTj) 

827     l-|.(rj^4-trj^H-(r^y 


P  /(OPj) 

919     1— Wi4-ttrg-t-Wjj 


•)     Hier  ist  tr^  >  0  und  <  -J-p  aus  xj  ^  ^  ""  ^44  (^o^«  ?)• 


0.». 
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n  =  92 
II,  2.     jt?  =  92/»  H-  45  ; 

"'i^*  =  ""  ^*-i  "^  ^*+i  >     n(«^r)  =  —  1;     nichtprimitiv:  w^^  (wie  in  II,  l)  und 

gy  ^    2w      '^  I       W     —  W     -+-  07     —  W     -4-  07     07        -4-  07        —  07       -4-  07        ^  07        -4-  07         ^ 

Congruenzwurzeln  mod.  />.  *) 

P  tTj  07,  OTj  07y  07g  07^^  07^,  07^^  07,^  07^^  07,^ 

137       —66       +  6       +47       +  5       —40       —  61       —18       —19       —36       —  4       +3 
229       —21       4-65       —38       4-47       4-20       4-111       —82       —26       4-14       4-45       —2 

Normen  complexer  Zahlen  in  w. 

N(w^^  —  07,^)  =  137  .  2713  ,        N(l  —  w"  4-  07^0)  =  137  .  461  , 
N(l  4-  w^j  —  07^^)  ==  229  .  5521  . 

II,  3.  j[>  =  92w  —  45  ; 

w^   =  {«'•4- w"**'"  =  0, 

07^^  =  2^*'',  d.h.   23  te  Einheitswurzeln;   daher  haben  die  hierher  gehörigen  Prim- 
zahlen : 

47,     139,     599,     691 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  23/»  4-  1  in  X  =  23 . 


III.    p  zum  Exponenten  11  gehörig: 

p  =  92/?i  —  7  ,  4-  9  ,  —  11  ,  4-  13  ,  —  15  ,  —  19  ,  4-  25  ,  4-  29  ,  4-  41  ,  —  43  . 

4  elfgliedrige  Perioden: 

07,  =  u,*-  4-  w-"*  4-  w-"'^  4-  c«"''  4-  u)''-  4-  ou"''  4-  w""'*  4-  c«*'*-  4-  w"""  4-  w"'*''  4-  w"'* ,      also 

07^   =   c«;    -  w"  -  w'    4-  «"  4-  oü'    4-  c«;-''  -  w"  4-  w*^  -  ou"  -  «"  4-  c«"  , 
0,^  =  «*  -  c«^^  -  u,"  4- w"  4- u;**  -  w'    -tt,*»4-c«"4-u,"4-u;"-w", 

Wurzeln  der  Gleichung :  (nebst  —  07^  und  —  w^) 

07*  —  1107*4-36  =  0; 

nichtprimitiv:  or^^  (\  «  23,  III),  07^^^  =  llw"'"; 

07,  4-  07-  =  w*' ,       07,07.   =  —  6  ,       07*  =  6  4-  w^  . 


•)     Hier  ist   07^    Töllig   bestimmt   durch    w^m^^  ^  07      (mod.  p) ,    sowie  als  Gemeinwurzel 
höherer  Congruenzen. 
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ft    : 

=.  92 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

*) 

p 

"^1 

«'s 

P 

«^1 

«^5 

P 

«^1 

CT 
5 

P 

«^1 

«^s 

13 

—  6 

+  1 

233 

+  80 

+  64 

449 

—  98 

+165 

761 

—347 

—375 

29 

-4-  4 

+  13 

257 

+  37 

—  21 

509 

+  25 

+183 

809 

—387 

+  69 

41 

-+-12 

+20 

269 

—  113 

+  31 

541 

—   16 

+  68 

821 

+119 

+407 

73 

-+-20 

+  7 

317 

+     9 

+105 

577 

+  185 

—209 

853 

+241 

+  92 

101 

—38 

+48 

349 

—150 

+   14 

593 

—257 

+180 

857 

+     8 

—215 

173 

+33 

+47 

353 

—  142 

—  169 

601 

+  45 

+  80 

877 

+348 

+378 

193 

H-  5 

+76 

397 

—  131 

+  194 

653 

+239 

+265 

929 

+107 

+217 

197 

+38 

—  52 

409 

+  86 

+  67 

673 

—289 

—326 

Congnienzwurzela  med.  p^ ,  z.  B. 


p 

«'i 

"'^ 

tr 

5 

13 

—  6+  bp 

4—  6/?—  5p' 

+  1+  3p—  2p' 

29 

+  4-  9p+  3p' 

10— 14p— 13/)' 

+  13+  7p+14p' 

41 

+12+  4p-{-  Ip^ 

15+17p— I9p' 

+20— 14p 

73 

+20— 28p+25p* 

29— 20p+17p' 

+  7+17p+  4p' 

/(oTj)  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

Wirkliche  Primfactoren  haben  folgende  Primzahlen: 


p 

/K) 

P               /(tr,) 

P 

/(tr,) 

101 

5+2tPj 

449     4—  w^+oPj 

821 

7+2tr, 

173 

2+    OT^  — tTj 

593     2— 3or,— CTj 

853 

3+2tr,+4arj 

317 

5+3oTj+w^+2oPj 

809     8— 2(r,+op^— cr^ 

877 

4 — 2tp,+tr  — 3ocrj 

Die  übrigen  Primzahlen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  3  te  Potenzen  ^*'((f,)  wirklich  sind,  z.B. 


P  /'(tp,) 

13     2+  tu,  — 2(r^— BTj 

29  2aT,— 5x^+tr^ 


P  '''(tr,) 

41     18— 19a',+4o7^+13trj 


P  /*(tr,) 

73     1 6+24w, +3rr^+2  Itr^ 


N(l  -  w^) 
iV(2  +  2w,  —  tr^) 
iSr(3  +  5(r,  +  oTj) 


Normen  complexer  Zahlen  in  \J. 

2.13,  iNr(3  +  2orj)  =  9  .  29  ,  iV(3  +  tr^  —  or^)  ==  8  .  29 , 

32 .  29 ,  A\2  +  3orj)  =  8  .  317  ;    dagegen  (med.  p') 

4  .  13'  U.  8.  W. 


*)     Hier  ist  tF    vollständig  bestimmt  durch  aT,bü"  ^s.  ocr.  (mod.  p),  sowie  als  Gemeinwurzel 
quadratischer  Congruenzen. 
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ft  =  92 

IV.    p  zum  Exponenten  22  gehörig. 
2  zweiundzwanziggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  \.     p  =  92m +  7,  —  9,  +11  ,  — 13, +  15, +  19,  — 25,  — 29,  — 41+43; 

tr^=w+üü+w  +w  +W+OÜ  +w  +w  +tt;  +w       +(w 

1        -/■    ,         -7'*     I        43''    ,        85'-     ,         -9r    ,        39'"     i        \9r     ,        4ir    ,        llr    ,         -15r    ,        _13/-       «,1«^. 

+  w       +ü;+üü+w        +W+W        +00        +ÜÜ        +0ü       +W+W  alSO: 

,7  3  '.'1,9  17  37  5  3&     ,         15     ,         13  4&  39     .         43 

tr=C(ü+a'    —  w    —  iü+c«,'    —  üü      —  cw      —  w    —  ou      +oü      +a;      —  w      —  cu      +(w 

_i     .    '*  ..37  _,     .    29  _,     ,19  j^  ,41   j^  ,.11  ,31  ,33 

+  0;      —  w     +oü     +a'      +w      +oy      —  w     — w     , 

Wurzeln  der  Gleichuiig ;  (nebst  —  07^) 


07^  —  23  =  0  . 


V 

'^i 

7 

3 

11 

1 

19 

2 

43 

25 

67 

31 

79 

24 

83 

40 

Cougruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

P 

07 
1 

103 

34 

283 

56 

107 

39 

359 

89 

191 

65 

379 

73 

199 

53 

383 

52 

227 

93 

419 

182 

251 

104 

467 

Rl 

263 

54 

479 

135 

P 

^1 

503 

214 

523 

76 

563 

161 

571 

288 

619 

66 

631 

233 

659 

112 

P 

^1 

121 

101 

743 

282 

1          751 

169 

787 

173 

839 

190 

907 

100 

911 

80 

^07^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     NjXm^  =  —  p. 


p 

A^^i 

'            P 

/(tr,) 

P 

A^,) 

;^ 

/(«^i) 

1 

4+    OT^ 

i                    ^^^ 

4—  307^ 

419 

38+  9trj 

659 

13—    ötTj 

11 

9+2aT^ 

i                   199 

13—  4trj 

467 

19—  6oFj 

727 

20+  7a7j 

19 

2—  op^ 

L                    227 

30+  7trj 

479 

48— lloPj 

743 

27—  8trj 

43 

7— 2Xj 

^          :          251 

18—  5a7j 

503 

53— 12a7j 

751 

56+13a7j 

67 

5+2aT^ 

i         i        2^^ 

40+  9or^ 

523 

58+13x^ 

787 

61— 14trj 

79 

17— 4tr, 

i          283 

1 

50— Uop^ 

563 

78+17tr^ 

839 

32—  907^ 

83 

3+2aT 

j                   359 

3+  4(Pj 

571 

2+  5oFj 

907 

86— 19Wj 

103 

32— 7a:j 

379 

1 

14+  5aTj 

619 

41— 10a7j 

911 

49— 12orj 

107 

10— 3(Pj 

^                   383 

33—  8orj 

631 

29+  8aFj 

•)     Hier  ist  x 


Ound 


i/). 


80 
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n  =  92 

IV,  2.  jt?  =  92m  4-  3  ,  —  5  ,  —  17  ,  —  21  ,  +  27  ,  -i-  31  ,  —  33  ,  -h  35  ,  —  37  ,  +  39  ; 

w^  =  u,'^  +  u}^'  +  w""  +  w"'^  +  w-"''  +  w-"'^  +  «-^'^  4-  w-"'^  4-  w'"-  4-  w"*'^  4-  w"^*^ 
4-  w-**''  +  w-"'-  +  w-"'-  +  u;-^'"  4-  w"''  +  w""  +  w'"*  +  w"'  +  w-"'*  +  w*''  +  w""  =  O  , 

w^,  =  2(0;*'-  4-  oü"''  4-  w"''  +  o;"''  4-  t^-'*"  +  w"*^'-  4-  t«""''  +  w»''  4-  c«"'"  +  u;-'^'"  4-  «""'')  , 

d.h.  elfgliedrige   Perioden  der   23ten  Eiuheitswurzeln ;  daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen: 

3,  31,  59,  71,  127,  131,  151,  163,  167,  179,  211,  223,  239,  271,  307,  311, 
331,  347,  439,  443,  487,  491,  499,  547,  587,  607,  647,  683,  719,  739,  811,  823, 
859,     863,     883,     887,     947,     991, 

auch  hier  nur  die  Priinfactoren  bei  X  =  23,  III. 


IV,  3,     p  =  92m  —  3  ,  4-  5  ,  4-  17  ,  4-  21  ,  —  27  ,  —  31  ,  4-  33  ,  —  35  ,  4-  37  ,  —  39  ; 

OT^  =  c«'-  4-  w-''-  4-  w""  4-  w-^"*  4-  w-"'  +  w"'*  4-  tjü-'"  4-  w"''  4-  «"'*  4-  w*'"  4-  w""'"  -h  o;**' 
4-  («-*"■  +  «"'•  4-  c*;-'"-  +  w-""  4-  c*/""  +  w-»^'-  4-  w"''  4-  w"''  4-  w*'"  + 1«""''  =  oa"'" , 

d.h.  4te  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,  17,  37,  53,  61,  89,  97,  109,  113,  149,  157,  181,  241,  281,  293,  313, 
337,  373,  389,  401,  421,  433,  457,  521,  557,  569,  613,  617,  641,  661,  677,  701, 
709,     733,     757,     769,     773,     797,     881,     937,     941,     953,     977, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  /)  =  4m  -4-  i  in  n  =  4,  I). 
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n 


96 


1,    p  =  96m  -i-  1 . 
32  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w"  —  oü^^  4-  1  =  0 , 

wodurch  von  den   nichtprimitiven,   d.  h.   den  48ten  und  32ten  Einheitswurzeln, 
die  letzteren  durch  die  primitiven  sich  ausdrücken  lassen, 


w' 

-  u^'' 

-^", 

w' 

=  w"- 

w"   U.  S. 

w. 

Congruenzwurzeln  mod. 

P' 

• 

p 

UJ 

w' 

uj' 

0." 

u;" 

u;" 

u," 

0," 

97 

4-  10 

—     7 

—   21 

4-     5 

4-  15 

4-  38 

4-  17 

—  41 

193 

—  93 

—  96 

—   18 

4-  25 

4-  65 

4-  92 

—  31 

—  32 

577 

-f-  59 

—  50 

4-204 

—212 

4-  11 

—  68 

—138 

—  197 

673 

4-283 

—214 

4-245 

4-307 

—  59 

—236 

4-201 

4-131 

769 

4-100 

4-131 

—376 

—308 

—  155 

4-143 

—340 

4-  16 

p 

97 
193 
577 
673 
769 


—  26 

—  6 
—262 
4-262 
4-  48 


—  40 

—  56 
4-  46 
—298 
—337 


—  23 
4-  86 
—280 
4-  77 
—242 


,  35 

DU 

—  13 
4-  95 
—105 
4-308 
4-129 


—  39 
4-  54 
—264 

—  57 
—382 


4-  37 

—  75 

—  99 
—228 
—362 


4-  14 
—  2 
—150 
4-217 
—317 


4-  29 
—  83 
4-  88 
4-195 
4-223 


80* 
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n  =  96 
Congruenzwurzeln  mod.  p'  für  p  =  97 , 

(mit  Einschlass  derer  für  die  meisten  ntchtprimtiven  Wurzeln). 


(JÜ 


tfj 


-M04-    p-h  4|>'  4-  3+21p— 16p' 


tu 


+30+19p— 28p' 


Oü 

+  94-29p 


-42p' 


ÜJ 


(*} 


10 


U) 


15 


-f-47— 39p+16p' 


DU 


30 


—24—  4p 


t») 


35 


{*} 


39 


—40—  5p— 11p ' 


tJÜ 


—  7-4-  9p+36p'  — 21— 23p-f-20p' 


w 


.11 


—48— 28p— 36p'  +  5— 42p—    p 


UÜ 


16 


ÜJ 


31 


Oü 


36 


—26+  Bp— 29p'  +31— 46p-i-  3p' 


(JÜ 


31 


— 23-4-17p-h  8p' 


ÜJ 


—  16+38p—  7p' 


DU 


13 


-I-I5— 21p-|-  5p' 


U) 


17 


— 35-+-48p+  6p'  4-38— 44p— 27p' 


tf) 


33 


ÜÜ 


37 


+19— 38p4-  7p" 


w 


83 


CU' 


+34— 26p+  5p' 


'JÜ 


14 


—44+    p— 10p' 


ÜÜ 


19 


+17— 12p+43p' 


ou 


33 


— 46+3lp—  4p'  +25— 32p+  4p'  —41—    p+  8p' 


ÜÜ 


38 


—  4+29p+  7p' 


ÜÜ 


34 


+28— 45p— 31p'  — 11— 3lp+44p' 


ÜÜ 


35 


Oü 


87 


—13— 31p— 26p'  — 39+22p— 4()p' 


tt; 


38 


W 


39 


2— 17p— 47p'  — 20+22p— 16p' 


w 


40 


—  6+  4p+18p' 


ÜÜ 


41 


OU 


48 


+37+33p— 34p'  +14+  4p+  8p' 


Oü 


.44 


+43— 42p+44p' 


ÜÜ 


.45 


0,"  u> 

.3 


47 


+42+15p— 16p'  +32+  2p+25p'  +29— 42p—  7p* 


ÜÜ 


+27— löp— 46p' 


Normen  complexer  Zahlen  in  ou. 

N(i  —  ou  +  ou*)  =  97  .  577  ,  N(l  —  ou"  —  ou")  =  97  .  193  , 

N(l  —  ou'*  —  ou")  =  97  .  673  ,  N(l  +  w"  —  ou'^)  =  97  .  769  , 

woraus  folgt,  dass  sämmtliche  Primzahlen  in  gleicher  Lage  sind:  mit  Congruenz- 
wurzeln mod.  p' :      N(l  —  ou^  +  ou'^  —  ou'*  —  ou*^  —  OL'*')  =  97?49537  . 
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n  =  96 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.     ^  =  96m  —  1  ; 

*•     I         —r  r  48  — r 

^x^k  =  ^k-i  -+■  ^k'¥^  5   n(aT^)  =  1  .      w^  —  «7^^^  =  Wjj^. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


191 

—  90 

^5 

75 

—  96 

«^11 
-h  43 

"'l8 

—  16 

w 

IT 

+  23 

^19 

—  49 

^88 

+  58 

383 

-f-  47 

-4-  96 

-4-184 

—127 

-4-  55 

—  54 

—  166 

+172 

479 

—215 

—  66 

—  50 

—235 

—213 

+162 

—183 

—  141 

863 

+263 

+275 

+  61 

417 

—  21 

—  76 

+365 

+356 

p 

191 
383 


/(wj,  Priinfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(w^  =  —  p. 
A^x)  P  /K)  P  /(tr^) 

^10"'"^18~^^80 


1 — 07  — W 
8  5 

1  —  07      — 07   . 
18  IT 


479       07   — 07   — 07   ^  —  07  « 
1  6  11  19 


P 

863 


n,  2.     p  =  96m  +  47  ; 


07 

—  »"+(«;*''•  -  ( 

^r^^48-r. 

^l^k  = 

—  ^k- 

1  +  «^*+,?  nK) 

—  1. 

^^  ~"  ""iTr 

7-rr.    

«^isr- 

Congruenzwurzeln 

mod. 

;>-) 

p 

47 

^1 
—  5 

«^5 

—  15 

^T 

+  17 

07 
11 

—  3 

«^18 

+  9 

"^IT 

+  6 

^19 

+  10 

«^81 

+  21 

239 

+  18 

—113 

+  57 

+  13 

+122 

+103 

+  33 

+110 

431 

+215 

+145 

—157 

—  129 

+208 

—  50 

—  63 

+  99 

719 

—  99 

+277 

—286 

+  31 

+310 

+306 

—355 

—  121 

911 

—  126 

+143 

—371 

+  38 

—274 

+200 

+439 

+185 

*)     Hier  ist  07     Töllig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  ti7^07|  ^  v^  +  07^  (mod.  p), 
sowie  als  Gemeinwurzel  quadratischer  Congruenzen. 

•*)     Hier   ist   07    völlig  bestimmt   durch  07  07    ^  —07+07^  (mod.  p),  sowie  als  G^emein- 
wurzel  quadratischer  Congruenzen. 
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n  »  96 
Normen  complexer  Zahlen  in  h. 

N{1  ±w)  =  2  .  1103  ,  N(l  -h  w^^  +  w^^)  =  97  .  193  , 

N(l  —  «Tg  —  w^j)  =  193  .  769  ;  N{1  —  w^  -f-  w^g)  ==  2  .  47  .  769 

N(w^  -h  w^^)  =  47  .  239  ,  N(w^^  -h  tF,,)  =  47  .  431 , 

N(l  —  tTg  —  tr^j)  =  4  .  47  .  719  ,  ^(^i%  —  ^^^)  =  2  .  47  .  193 

N(i  —  w^^  —  OTjj)  =  47'  ,  N(2  —  oTj  —  Wjy)  =  911  .  4463  . 


II,  3.     p  =  96m  —  47  ; 

d.  h.  48 te  Einheitswurzeln,  also  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

241,     337,     433, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  48,  I. 


n,  4.     p  =  96m +  31;        Wr  =  w'' +(«"', 
also  die  primitiven  Perioden,  deren  Product  ll(tr^)  =  4, 

Wj  =  w  -h  w'^  ,  cDTj  =  w*  —  w*^  ,  oPy  =  to^  4-  <«^'*  »  «Tjj   =  £w^*  -f-  e«;^*  , 


w^j  =  w''  +  u;*'  ,  07^  =  w"  +  u;*^  ,  tr,,  =  w"  +  oü"  ,  or,^   =  ou"  —  ot;*» 


> 


die  nichtprimitiven:  w^^  (n  =  48,  II,  5),   Wj^  (n  =  32,  II,  i  also  wie  oben  II,  i), 
wobei  Wr  —  w^jr  =  tr^jr; 

von  Relationen: 

w\  =  2oü"4-tP3,  ^i«^i7  ==  —2  4-07^^,         w^Wj  =  «r^g     (weil  ar^^  =  O)   u.  s.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

31 

^1 

—  7 

«^5 

4-  8 

«^7 

4-  12 

4-  11 

(ST 

—  4 

4-  2 

^>9 

w 

27 

4-  14 

127 

—  16 

4-  4 

4-  57 

—  53 

4-  61 

—  3 

—  44 

—  51 

223 

-f-  91 

4-  96 

4-  55 

—  20 

4-  72 

—  30 

4-  92 

—  47 

607 

—200 

4-183 

4-  46 

4-237 

4-290 

—  6 

4-233 

4-189 

991 

4-114 

4-303 

—277 

4-455 

4-  1 

—411 

4-117 

4-143 

*)     Hier  ist   tr     voUfitändig  bestimmt   durch   tr  tPj  ^  ^4  "^  ^j4  (™^^'  P) »    sowie    als  6«- 
meinwnrzcl. 
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«  =  96 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Ein  wirklicher  Primfactor  ßrr^  =  i  —  w^^  ist  nur  fiir  p  ==  991  ermittelt. 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N{\  —  07^  —  Wj)  =  31  .  223  ,  N(i  —  Wj  —  oTjj)  =  31  .  127  , 

N(l  +  or,,  4-  «f^,  -  «^3^)  =  127  .  607  ,  N{1  -  tr,  -  or^)  =  31»  , 

iV(2  —  oTjj)  =  4.31.  4831 ,  N(\  -4-  07^  —  Wj,)  =  97  .  577  . 


w. 


II,  h.     p  =  96/?i  —  31  ; 

r     .         —31/*  83r 

d.  h.  32 te  Einheitswurzeln,  also  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

257,     353,     449,     641,     929 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  32,  I. 


II,  6.     p  =  96m +17;       w^  =  w'  +  w*^'", 

also  die  primitiven  Perioden,  deren  Product  11(07^)  =  3*, 

17  S  S7  7  3S  11  4S 

07      ==    W  +  W    •  ,  07-     =    W     —  W       ,  07,    =    W     -h  W       ,  07,,    =    W        —  W       , 

1  w  I  11 

07,3    =    ^"  +  '"''^  '         ^19    =    '*'"  +  "'^  '  ^25    =    "'"  -*-  ^"  »  «^31    =    '^^  ■*"  ^^^  5 

nichtprimitiv:      07^^  =  2w®''  und    07^^  =  w"*"    (d.  h.    16te   Einheitswurzeln),    aber 

07     =  0 : 

unter  den  fundamentalen  Relationen: 

07*  =  3w^' ,  ^\^i  ^^  3w* ,  ^1^7  '^  3w**  ,  "'i^ii  '^  3w^' , 

07,07,3  =  3aü»°  etc.,  aber  07,073,  =  —  8 . 
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n  =  96 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

17 

w 
1 

5 

«^5 

+  6 

^7 

—  1 

11 
—  8 

+  7 

+  2 

+  3 

+  4 

113 

52 

-h  32 

—  10 

+  46 

+  28 

+  12 

—  11 

—  37 

401 

121 

—  172 

+  143 

—  21 

+169 

+  19 

+  14 

+  53 

593 

283 

45 

+  83 

+  79 

—  93 

—153 

+150 

+  132 

881 

381 

+256 

+212 

+265 

—400 

—359 

—320 

+  111 

977 

55 

+280 

+306 

+485 

216 

—  95 

—182 

+  71 

Normen  complexer  Zahlen  in  i» 

N(l  +  07^)  =  2.17.  193  ,  N(l  —  tTy  +  w")  =  17?97  , 

iV(l  -  oTj,  -  oTjj)  =  113  .  1361 ,  N(l  -  OTy  +  tr,j)  =  113'  ; 

N(l  —  OTjj  +  üo^*)  =  17  .  401  ,  N(l  —  tr^  —  cw*')  =  17  .  593  , 

N(l  +  TT,  —  w^  —  w'^)  =  2  .  17?881  ,  N(\  —  07^  +  w^"  +  w")  =  2  .  977  . 


II,  7.     p  =  96w  —  17  ;         tr^  =  üü*"  +  w 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  lI(aT^)  =  4, 


-17r 


TT,     =    ÜÜ  —  W        ,  07 


31  _       ,5     ,     ,11  _  .7  ..SJ  _  .13  .    19 


1 


> 


=    OÜ     +  ÜÜ        ,  0P_    =    W     —  W        ,  07,,     =    ClÜ        ÜÜ 

9  1  13 


o,^^  =  u;"  -  c*^  ,         07,3  =  u,"  -  c"  ,  07„  =  ^"  -  u;'*  ,  07,,  =  c"  +  c*»  ; 

nichtprimitiv:  07^^  (n  =  48,  II,  5)  und  07^^  (n  =  32,  II,  2),  wobei  07^  —  07^^,.  =  —  w^^^  , 
=  0,    07j,^  =  2oü"  etc.;     ferner: 


07 


O7J    =    —  2»''^  +  07jj  ,  07^07^    ==    —07j^,  ^1^17    =    ^  "^  "^18     "*  ®*    ^' 

Congruenzwurzeln  mod.  ^.**) 

P                   ^1                     ^S  ^7                    «^13  «^17                   ^33  ^39  "^37 

79         +4         —  34  —     1         —  17  —   13         +23  —     4  +26 

271         +115         —130  +21         —  95  +32         —  46  —  50  —  24 

367         +7         +  65  +108         —136  +153         —156  —  89  +45 

463         +159         +32  +10         +76  —206         +220  —180  +209 

751         —250         +176  —280         +193  —226         —163  —180  —  95 


*)     Hier  ist  07^  >  0  und  <C.^p  a«»  w^  ^  3w      (mod.  p). 

*•)     Hier  ist  07j  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congmenz :  07^07    ^  ^4  ""  ^»4   (mod.  p) , 
sowie  als  Gemeinwurzel  quadratischer  Congruenzen. 
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n  =  96 
Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  sind  für  folgende  Primzahlen  ermittelt: 


p 

A^,) 

P                  '    /(x^) 

P 

A^,) 

79 

l+tTy 

271          1  +  oTj  +  Xj  +  tr,^ 

463 

l-f-tr^-OT^H-tr,^ 

^orllien  complexer  Zahlen  in  tJ. 

N{i  -  w^ 

+  Wj)  —  271  .  193  ,               N(\  +  Wj  +  tTjj  — 

a7j^)  —  367  .  577  , 

N(l 

-«^15          ^37- 

-  W**)    —    751  .  97  ,                          iV(l  —  cr^  —  OTj  — 

w,,)  —  751.463, 

iVK- 

-07^,)  =  4.97-,                                Ar(l+a,^^- 

-  Wj)  ==  97  .  463  . 

III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig, 

8  viergliedrige  Perioden  mit  4  Fällen,  in  welchen  allen  die  primitiven  Perioden  w^ 
null  sind: 

III,   1.     p  =  96m-|-23,  — 25; 


w 


ar 


:  2(üy''"  +  w**'') ,   d.  h.  n  =  48,   U,  2,    SO   dass    die   dortigen   Primfactoren   der 
p  r=  48m  +  23  auch  hier  prim  sind  für  dieselben  Primzahlen  wie  dort: 

23,     71,     167,     263,     311,     359,     503,     599,     647,     743,     839,     887,     983. 


III,  2.     ^  =  96m  —  23  ,  -h  25  ; 

07^^  =  0,    w^^  =  4c«;*'",    d.  h.  n  =  24,  I,    SO    dass    die   dortigen    Primfactoren    der 
p  =  24m  + 1  auch  hier  prim  sind  für : 

p  =  73,     313,     409,     457,     601,     937, 

d.  h.  für  dieselben  Primzahlen  wie  bei  n  =  48,  II,  3. 


w 


%r 


P   = 


III,  3.     jp  =  96m  -h  7  ,  —  41 ; 

s=  2{m^*' -h  u}^*^) ,   d.  h.  w  =  48,  II,  6,    SO   dass    die    dortigen   Primfactoren   der 
48m -4- 7  auch  hier  prim  sind,  und  zwar  für  dieselben  Primzahlen: 

7,     103,     151,     199,     439,     487,     631,     727,     823,     919,     967. 

81 
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n  =  96 
III,  4.     ^  =  96m  —  7  ,  +  41  ; 

w^^  =  2(u;''*  + ft/"^*''),    d.  h.  7i  =  48,  II,  5,    SO   dass   die   dortigen   Primfactoreu   der 
p  =  48;;i  —  7  auch  hier  prim  sind,  und  zwar  fftr  dieselben  Primzahlen : 

41,     89,     137,     233,     281,     521,     569,     617,     761,     809,     857,     953. 


IV.     p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
4  achtgliedrige  Perioden  mit  4  Fällen,  in  welchen  stets  w^  =  o  und  w^^  =  0  ist: 

IV,  l,     p  =  9Qm  -f  5  ,  —  19  ,  +  29  ,  —  43  ; 

ar^^  =  4(u;*'' +  uj-^'^) ,    d.  h.  n  =  48,  III,  1  oder  ganz  wie  p  =  48wi4-5,—  19. 

IV,  2,     p  =  96/H  —  5  ,  4-  19  ,  —  29  ,  +  43  ; 
w^^  =  4(£w*'*  + w-'^*"),  d.  h.  n  =  48,  III,  2  oder  ganz  wie  p  =  48m  — 5,4-19. 

IV,  S.     p  =  9ßm  4-  11  ,  —  13  ,  +  35  —  37  ; 

w^^  =  4(00*'*  +  oü**'') ,    d.  h.  n  =  48,  III,  3,  oder  ganz  wie  p  =  48m +  11,—  13. 

IV,  4,     j[)  =  96/H  —  11  ,  4-  13  ,  —  35  ,  +  37  ; 
oT^^  =  0,    Wg^  =  8c«;®'*,  d.  h.  n  =  48,  III,  4  oder  ganz  wie  p  =  48m  — 11 ,  4-  13  . 


643 


n=  100 


1,    p  =  loom  +  1 . 
40  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


40  30     I         'iO  10     I     1  /N 

wodurch   sich   aber  weder   die   25ten  noch   die  4ten  Einheitswiirzeln  ausdrücken 
lassen,  vgl.  n  =  36. 


P 

101 
401 
601 
701 


w 
2 

+  100 
—202 
+235 


-h  8 
—  94 
—294 
+262 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


+  27 
+  197 
+  180 
—  72 


+   7 

—  113 
—101 

—  128 


+  28 
+  18 
—  147 
84 


.  18 

+  11 

—  49 
—208 
—318 


.17 


—  26 
—149 
+250 
—330 


0," 

—  3 

+116 
+227 
—353 


—  12 

—  93 
—104 
—316 


—  48 

—  81 
+  45 
+296 


P 

101 

401 

601 

701 


0," 

+  40 

—  99 

—  187 
+240 


,  29 

—  42 
+  69 

—  52 
+193 


+  34 
—  121 
—278 
—280 


+  35 
—  183 
—238 
—342 


—  46 

—  90 

—  46 
—302 


+  18 
—  156 
—139 
+242 


—  29 

—  110 

—  119 

—  115 


—  15 

—  57 

—  197 
+185 


—  38 
+  64 
+231 

—  99 


+  50 
+  4 
+341 
—  176 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal. 
(Normen  bei  den  Perioden  unten). 


SV 
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n  =  100 

IL     p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

20  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.    p  =  loow  —  1 ;     w^  ==  üü''  +  w"'*  =  w''  —  uü^^''' , 

nichtprimitiv:  w^^  (X  =  25,  zweigliedrige  Perioden  der  25ten  Einheitswurzeln), 
^ar  =  öi  ^sr  (^  =  2^9  zweigliedrige  Perioden  zweiter  Art  der  20ten),  w^^^ 
(X  =  5,  desgleichen  der  öten  Wurzeln). 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


w. 

w. 

W. 

tr* 

w  , 

W,  . 

OT,. 

W.« 

W-, 

tr^. 

1 

3 

7 

9 

11 

13 

17 

19 

31 

SS 

199  +  U  —  84  -1-44  —  29  —  98  —  78  -|-  26  —  21  -|-  79  -+-  24 
499  +226  —112  —191  +  93  +113  —  59  +51  +230  +239  — IS9 
599       —115       —268       +  46       +238       —118       —157       +220       +  57       +160        —   63 


^(07^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     Nf^w^)  =  —  ^. 


A^^) 


199       1  —  w,  —  w,, 

7  33 


499       1  —  tr.  —  tr, .  599       l  —  w.—w 


3  11 


7  48 


n,  2.     p  =  100m  +  49  ;         ocr^  ==  w'"  +  w*"^  =  w''  + 


u,*o-- 


WjW^  ==  —  ^*-i  +  ^it+i 9    n(a7^)  =  1;   nichtprimitiv:    w^^  und  w^^^  (wie  in  II,  l),  w^^ 
(n  =  20,  II,  2),  w^^r  =  2oü*"''  (4te  Einheitswurzeln) ;  w^  +  «7^  —  Wj^  —  w^^  +  ar^^  =  o . 


*)     Hier    ist    or     völlig    bestimmt  durch    «r  w    ^  or   —  nr      (mod.  2?)i    ßowie  als  gemein* 
Schaftliche  Wurzel    der  Congruenz    wj  ^  2  —  of..    und  eines  Systems    von    5  Congruenzen ,    deren 

*■  4  9 

erste:    ar^  —  tr^  —  tr^^  +  tr^^  -^  w^^  ^  0  (mod.  j[>).     Was  hier  tr^  ,    tr^  ,    oy^^  ,    w^^  ,    w^^  ,    ar^^  , 

^82»    ^36'      ^44'      ^48    ^^'^^^    >.    =    25  ,     II    resp.    17q,      f}^,      Yfj,      Vj^  ^      f}^  y      Yj^  ,      »J^  ,      *J^  ,      »7^  ,      »J^  . 
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n  =  100 

Congruenzwurzeln  med.  p.*) 

P                 Wj                   tTj                  Wj                   W^                W^^                07^3  OTjy                W^^                07,^                07^, 

149       -1-45       —  77       -i-  64       +70       —  22       +36  +14       —  65       —öS       +63 

349       +144       —  23       +129       +  21       +166       —  49  +102       +27       +28       —  99 

449       +137       —108       +  81       —142       +150       +113  —132       —  87       +68       +8 


Normen  coinplexer  Zahlen  in  ij . 

N(l  +07^  +  w^^)   =  149  .  401  ,  N(l  +  w,,  —  07^^)  =  5  .  149  .  349  , 

N(l  —  07^  —  w^^)   =  5.101.  449  ,  N(l  zfc  w)  =  5  .  3001  , 


II,  ^.     p  =  iOOm  —  49  ;       07^  =  w'  +  u)-*^"  =  0 , 

w^^  =  2(w*'",    d.  h.   25 te  Einheitswurzeln,    wesshalb    die   hierher   gehörigen  Prim- 
zahlen : 

151,     251,     751, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  X  =  25,  I  haben. 


III.     p  zum  Exponenten  4  gehörig, 
10  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  1.      p  =   lOOm  +  7  ,  +  43  ;         07^  =  w'*  +  w^»*  +  w*'**  +  w*'*- 

also  die  primitiven  Perioden,  wofilr  lHw^)  =  5, 

07      =    üü  +  W^  +  W**  +  W*'  ,  W,    =    w'  +  w"  +  Oü*^  +  to"  , 


9  .   13     ,     '  41  ,37  _  .11  ,27     ,     .39  .33 


07,    =    W"  —  Oü**  +  Oü**  —  W*'  ,  07„     =    W**  —  W"  +  W"  - 

9  AI 


w 


9 


w^j  =  w"  +  w*'  +  w"  +  üü"  ; 


nichtprimitiv:   w^^  (X  =  25,  III),  w^^  (n  =  20,  lU),  07^^^  =  —  1 ,    ^,5^  =  0 ; 

unter  den  Relationen: 

W      =    —  4  07      -+-  207       .  017  W      ==    1   +  W       %  W   W      =     1  —  07     +  W       +  OCT       • 

^1  *  **'8      "^  J4  '  13  -        "^      86  *  19  8  ^^       IJ     "^       36  » 

W    m         s=    —  1  —  07     -4-  07        —  W       .       tn   07         ==    —  1  •—  W       •  W     -4-  W     +  017     —  W       —  0^7   _    =    0 


•)     Hier  ist  or    vollständig  bestimmt  durch  die  lineare  Congraenz  07^017^  ^  — oi7  — 07^    (mod.  j9), 
desgleichen  als  Gemeinwurzel. 


646 

n  =  100 
Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

i 

^1 
4-  2 

3 

—  2 

^9 

—  3 

^11 
—  1 

tr 

*1T 

—  2 

V 
\         607 

tr 
1 

—  17 

tr 

3 

—222 

«^9 

—124 

tr 
11 

—  99 

tr 
—264 

43 

—  18 

—  14 

—  10 

+  2 

—  1 

643 

+  126 

+  193 

—264 

—194 

+249 

107 

4-  11 

—  31 

+  10 

—  24 

+  23 

743 

+  158 

+  126 

+240 

—271 

+  52 

307 

+  130 

-f-  9 

+32 

—  73 

—  63    1 

1    007 

+428 

—255 

+383 

—418 

+  67 

443 

—  80 

—  8G 

—  18 

+64 

+  105    i 

Normen  complexer  Zahlen  in  ot. 

^\l+^,;^  =  7.43,  A'(i4.aT„+  tr,y) 


AVj  —  X,  +  tTj  J  =  307  .  349  , 

A'(l  +CET3  — tTg)  =  5.  101, 

N(l  —  tTj  —  tÄT,  +  tUjj)  =  5  .  7  .  607  , 

A^(l  +  tr,  +  OTj  +  Xjj  +  iTjg)  =  7f907  . 


A^l  +  w,  +  or^) 
A(l  +  tTj,  +  tTj^  +  tr,^) 

A^(l  —  tp,  —  tTg  +  tÄT,^  —  tr,^) 


5.7. 107 , 
5 . 643  , 
5?7  .443  , 
43  .  743 


III,  2.     2>  =   IQQm  —  7  ,  —  43  ; 


'•    I        —Ir    I       <9r    I        -*3r 


also  die  primitiven  Perioden,  wofiir  U{w^)  =  1 , 

tr,   =  DU  —  w*^  +  tü^'  —  w^  oPj   =  öü'  —  üü*'  +  üü*^  —  t«;"  , 


OF^    =    w'  +  üü"   +  >/^  +  w"  , 

—  17  .    19  _i     .   33  ,31 

tu  =W         (*)         +ÜÜ         ÜÜ 


nichtprimitiv:  tr^^  (wie  III,  1),  or^^  =  — 
unter  den  Relationen: 


(*i 


-iir 


W 


3& 


=  40..'''-; 

r  ? 


trj  =  —  4  -  2trg  —  x^^  ,  x^tr,  =  —  1  +  2tr^  +  ar^^  ,  w^w^  ==   1  +  tr^  +  tr^^  , 

tr^tr„  =  -  1  -  tr^  -  tTjg  ,  tr^tr,^  =   1  -  tr,,  -  «ar^^  ;     er,  -  tr,  +  tr,  -  tr,,  4.  „r^^  =  0 


•)     Hier  ist  tr    völlig  bestimmt  durch  tr^tr^  ^  2ocr,j  +  tr^^  +  2trjg  (mod.  jt?),  sowie  als  €re- 
meinwurzel.      Was  hier  tr^  ,  tr^  ,  tr^^  ,  w^^  ,  tr,^  ,  heisst  X  =  25,  III.  resp.  *J^ »  ^i »  »7j  »   r,  »  »},  - 
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n  =  100 
Congruenzwurzeln  niod.  p.*) 


p 

157 

^1 
—  52 

^3 
+  11 

TT 

—  43 

3T 
11 

—  48 

17 

+  58 

193 

—  56 

--  55 

+33 

—  95 

+  CO 

257 

+119 

+  80 

+25 

—  95 

+  98 

293 

—  75 

+  104 

+  9 

+  12 

—  111 

457 

—   1 

—  9 

—43 

—  158 

—  123 

P 
557 

^1 
-  73 

CT 
3 

—  90 

^9 

+  148 

^11 
+214 

^ir 
+  49 

593 

+  99 

—  255 

—  114 

—  17 

—257 

757 

—  120 

—253 

—219 

+272 

+358 

857 

—  65 

+389 

+246 

—  10 

+198 

/(tr^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Für  p  =  457    ist  J{rr^)  =   1  +  ar^  . 


Normen  complexer  Zahlen  in  är. 

xV(Xj  -  cr^,)  =   157  .  101  ,  xV(ar^  +  w^,^  +  w^^) 

N{1  +  ^,  —  o^j)  =   5  .  193  ,  xV(l  +  tr^  +  tTg) 

N(l  —  tTj  +  JTj^  —  w^^)  =  5  .  257  ,  xV(2  +  tr^  +  w^^) 

.V(aT.j  —  ^12  +  ^jz)  =  25  .  557  ,  xV(l  +  tr^  —  tr^  —  w^J 

N{\  -  tP^,  -  TTj,  -  (Tjy)  =  257  .  757  ,  iV(l  -  GT^  +  oTg  -  tr,J 


125.  157, 
257.193, 
293  .  449  , 
100 .  593  , 
50  . 857  . 


IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig: 

p  =   lOO/>i  —  19  ,  +  21  ,  —  39  ,  +  41 

8  fOnfgliedrige  Perioden: 

tr,.  =   u^'+w-^^'-  +  u;-"'-  +  w"'*  +  u;-'^  =  0, 

rr^^  =  0,    oDTj^  =  ow*'^,    d.  h.  20te  Wurzeln;  die  Primfactoren  der  p  =  20//1+1  in 
n  =  20,  I.  sind  daher  auch  hier  prim  für: 

41,     61,     181,     241,     281,     421,     461,     521,     541,     641,     661,     761,     821,     881,     941. 


•)     Hier  ist  77^   völlij^  bestimmt  durch  ^^37     s=  w      (mod.  i>). 
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n  =  100 

V.     j)  zum  Exponenten  10  gehörig. 
4  zehngliedrige  Perioden  mit  3  Fällen,  wo  überall  o?^  =  0 ,    w^^  =  0 . 

V,  1.     p  =  lOOm  4-  19  ,  —  21  -+-  39  ,  —  41  ; 

«^jr  =  H^^'^  -h  w'**^),  d.  h.  n  =  20,  II,  1;  die  dortigen  Primfactoren  der  p  =  20m— 1 
sind  daher  auch  hier  prim  für  folgende  Primzahlen: 

59,       79,     139,     179,     239,     359,     379,     419,     439, 
479,     619,     659,     719,     739,     839,     859,     919. 


V,  2.     p  =  lOOm  4-  9  ,  —  11 ,  4-  29  ,  —  31  ; 

w^r  =  5(tt;*'"  4-oü**''),  d.  h.  n  =  20,  U,  2;  die  dortigen  Primfactoren  derp  =  20m-h9 
sind  daher  auch  hier  prim  för  folgende  Primzahlen: 

29,     89,     109,     229,     269,     389,     409,     509,     569,     709,     769,     809,     829,     929. 


V,  3.     p  =  iOOiu  —  9  ,  4-  11  ,  —  29  ,  4-  31  ; 

tTj^  =  0,    Wj^^  =  lOw'®'",  d.  h.  X  =  5,  I;  die  dortigen  Primfactoren  der  p  =  5m4-l 
sind  daher  auch  hier  prim  für  folgende  Primzahlen: 

11,       31,       71,     131,     191,     211,     271,     311,     331, 
431,     491,     571,     631,     691,     811,     911,     971,     991. 


VI.    p  zum  Exponenten  20  gehörig. 
2  zwanziggliedrige  Perioden  mit  2  Fällen,  wo  durchaus  w^  =  o ,  w^^  ==  o . 

VI,  1.     p  =  lOO/M  4-  3  ,  —  13  ,  —  17  ,  4-  23  ,  4-  27  ,  —  33  ,  —  37  ,  4-  47  ; 

w^^  ==  4(w*'"  4-  w"'*  4-  w**'"  4-  w"'^) ,  d.  h.  n  =  20 ,  UI,  1 ;  die  dortigen  Primfactoren  der 
p  =  20;w'|-3,4-7  sind  daher  auch  hier  prim  für  die  Primzahlen: 

3,  23,  47,  67,  83,  103,  127,  163,  167,  223,  227,  263,  283,  347,  367,  383, 
463,  467,  487,  503,  523,  547,  563,  587,  647,  683,  727,  787,  823,  827,  863,  883, 
887,     947,     967,     983. 
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n  =  100 
VI,  2.     p  =  100m  —  3  ,  4-  13  ,  4-  17  ,  —  23  ,  —  27  ,  4-  33  ,  -+-  37  ,  —  47  ; 

Wj^  =  —  4w'*'",  d.  h.  4te  Wurzeln;  die  Primfactoren  der  p  =  4m +1  in  n  =  4,  I. 
sind  daher  auch  hier  prim  für  folgende  Primzahlen  : 

13,  17,  37,  53,  73,  97,  113,  137,  173,  197,  233,  277,  313,  317, 
337,  353,  373,  397,  433,  577,  613,  617,  653,  673,  677,  733,  773,  797, 
853,     877,     937,     953,     977,     997. 


71 


120 


I.     jt>  =  120m  4-  1 . 


32  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

c^»"  +  tt,"  ^  u,"  -  w^«  -  u;^»  4-  u^*  4-  1  =  0  ; 

unter  den   nichtprimitiven,    d.  h.  den   GOten,   40ten  und   24ten  Einhcitswurzeln, 
lassen  sich  die  beiden  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken^  indem 


U) 


"•  =   ui^^r^^Air 


w*'-  =  c«"'- -  u,"'- 4- w"'"  -  w"'- . 


Ferner  sind  die  aus  16  primitiven  Wurzeln  bestehenden  Ausdrücke  zu  bemerken: 


w4-tt'"~w     4"W     •i'  üj     4"W     —  ^     4-w     —  w     4-w     — w     —  w     —  w     4- 


U) 


49 


üü    —  w'  4-  w"  4-  w"  4-  w^'  —  w"  4-  w"  4-  £<y"  4-  w"  —  w'^  —  w*^  4-  w*'  4-  w^'  4-  w** 

—  oü"  4-  et'*'  =  jCIäÖ  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

p  uj  Oü'  c"      o;"       w"       0."      w"      u;" 

241    4-12    —  72    4-3    —  50    —  18    4-  59    4-108    4-  75 
601    4-116    —176    —  21    —106    —279    4-223    4-71    —  87 


241    —  45    4-29 
601    4-  76    4-237 


.41 


.43 


4-49    4-67 
—221    —  28 


.47 


.49 


&S 


.J9 


Ca.'"        W"  üD"  W 

—  53    4-80    4-77    4-20 

—  17    4-229    —140    —  57 

82 
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n  =  120 


Congruenzwurzeln  mod.  p* 

in  der  Form  a  4-  bp* ,  so  dass  zunächst  für  die  primitiven  oa''  die  Werthe 

von  b  folgen: 


p 

a; 

w' 

241 

—  12 

4-  5 

601 

—150 

+  64 

.11 


.13 


.17 


{JD  f*)  ißt) 

4-109         —108         —     8 
4-  59         4-130         —289 


.19 


.33 


.39 


DU  o;  bu 

—  76         4-28         —  51 
4-5         —  45         4-251 


(t) 


31 


U) 


87 


W 


41 


fjt) 


43 


Oü 


47 


JJ 


49 


Uli 


&3 


M 


»9 


241 

4-  21 

4-  66 

4-  67 

—  97 

—  54 

—  15 

—  82 

4-  40 

601 

—  71 

4-226 

4-291 

4-238 

4-257 

4-  42 

—218 

—  35 

p 

241 
601 


alsdann  für  die  nichtprimitiven  w'''  die  Werthe  von  a4-6/>*) 


Uli 


—  97—  AQp 
-1-234—  36p 


U) 


-+-100—  44p 
4-  184-222p 


bu 


14 


—  1184-  25/> 
—276— 239p 


bU 


16 


4-119—  83p 
— 2774-18qp 


u; 


33 


4-     9—  69p 
—160—  73p 


p 

241       -+-  914-     9p 
601        —1784-  35p 


bü 


SC 


4-  90—  35p 
— 1834-105p 


Oü 


33 


684-  67p 
1994-174p 


CiU 


34 


-f  834-  48p 
—289— 277p 


iMi 


38 


4-107—   37p 
—154—  9\p 


P 

241 
601 


.4C 


4-  96-+-  71p 
4-2334-229p 


ißt) 


48 


4-  87—  15p 
—  1694-214p 


U) 


5C 


4-  244-  10p 
—  37—  15p 


U) 


&8 


-+-  824-  85p 
— 2444-212p 


Ui 


C4 


—  10—  46p 

—  65—   71p 


p  «" 

241       —  36—  67p 
601       4-  32—  84p 


bu 


88 


544-  58p 
4-151-M65p 


fjj 


96 


4-  984-  72p 
—287— 164p 


£V 


104 


—  814-  37j[> 
4-2434-  36p 


113 


(Mi 

4-  94 
4-167—   90p 


*)     Nämlich  für  die  nicht  eliminirbaren  60teii,   15ten  und  5ten  Einheitsworzeln. 
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n  =  120 
Normen  complexer  Zahlen  in  w . 

N(\  —  Oü'  4-  to*®  —  w^^)  =  26  .  241  .  601 , 
N(l  —  w*  —  w*')  =  A^(l  4-  £«^"  4-  w")  =  N{\  4-  w*  —  w"  4-  w")  =  16  .  601 , 


N{1  —  oy"  4-  oü")  =  241  .  1321  , 


N(\  4-  w'^  4-  w")  =  Ar(l  4-  w"  4-  («")  =  241» ; 


ferner  mit  Congruenzwurzeln  med.  p':    -Ar(i  4- w' —  oy**  4- w*' —  w*®)  =  24i!60i , 

iVTl  4-  cü  4-  to"*  4-  w*  4-  w"  —  w"  4-  u>"  —  w*')  =  241?78479881  (?)  , 
N(\  4-  u;^'  4-  w'*  -  o;"  -  oü"  -  w"  -  ou")  =  16  .  19?60l"  , 
N(\  -  w'  -  o;"  -  w"  -  u,"  -  o;"  4-  w"  4-  w*")  =  601?21961 .  — 

Dass    die   Primfactoren    der    beiden    Primzahlen    in    verschiedenem   Grade   ideal 
sind,  geht  aus  diesen  und  späteren  Normen  hervor. 


IL    /)  zum  Exponenten  2  gehörig. 
16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  15  Fällen  (wovon  13  primitiv): 


.60-r 


II,  1.     p  =  120/1»  —  1  ;      07^  =  w'^  4-  w"''  s=  oü»"  —  w         , 

oTjOT^  =  w^.i  4-  wjt+1 9  n(ay^)  =  1 ;  nichtprimitiv:  w^^  (n  =  60.  II,  1)  nebst  w^^  (n  =«  15. 
II,  1)  und  07,^^  (X  =  5,  II) ;  w^^  (n  =  40,  II,  i)  nebst  w^^  (n  =  20  II,  i) ;  w^^  (n  =  24. 
II,  1)  nebst  oTj^^  (n  =  12.  II,  i)  und  w^^^  (n  =  8  II,  1) ;    or,^^  =  0,  w^^^  =  -  i ;   auch 


ist  07,^  =  07,^^4- tr 


»ir 


07 


5»* 


^^    Q7_M  4"  07    __  ^■~  07         "■"  TB 
jr     «^      IT»'  19r  '•^ 


19r' 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

239 

07 
l 

—  28 

4-108 

07 

—  48 

07 
IJ 

4-  78 

«'iT 

—  96 

07 
1» 

4-114 

w 
—  23 

07 

—  43 

07 
J 

—  59 

07 

—106 

07 

-+-  81 

3d9 

4-138 

—102 

4-  93 

4-175 

4-110 

—164 

4-  27 

4-  50 

4-122 

4-163 

4-103 

479 

—  59 

—217 

4-  21 

—  120 

4-211 

4-  54 

4-  78 

—129 

4-  69 

—  31 

—  118 

599 

—  156 

—  182 

—  82 

—224 

4-  12 

4-129 

—  97 

4-187 

4-113 

4-188 

—  53 

719 

—  111 

—  173 

—239 

4-278 

—  91 

4-287 

4-331 

4-  25 

4-143 

4-315 

—  181 

839 

—247 

—  32 

4-189 

4-  76 

—324 

—296 

4-282 

—319 

4-259 

—  41 

4-230 

•) 

Hier  ist  07^  völlig 

bestimmt  durch 

die  lineare  Congruenz  w^ 

1    «=    w^ 

4-  07j  oder 

07  07 

—  «^>" 

4-  07^  (mod.  p)f  d 

.  h.  durch   die  Congruenzwurzeln 

bei  n  == 

60  und  n 

=  40; 

da  aber 

auch  die  bei  n  =  24  Relationen  zu  denen  der  07,.  haben,  so  wird  dadurch  an  jenen  bestimmt,  was 
vermöge  der  willkührlichen  Festsetzung  des  Zeichens  bei  n  =  12  unbestimmt  geblieben  ist,  und  des- 
halb sind  die  Werthe  von  tv^  ,  Vj^  «  or      in  die  obige  Tafel  aufgenommen. 

82  • 
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n  =  120 
/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^,) 

239 

l-(r„+<rj, 

359 

l_a,^  -»',, 

P 

A«',) 

479 

1  -  ro„  +  w,, 

599 

l  +  w,  -«r,. 

^)  = 

i>- 

P 

/(o^,) 

719 

l  +  w^-h 

«^19 

839 

1-hw,— 

07  *) 
10  ' 

w. 


11,  2.     j[>  =  120^4-59; 


r     ,         i9r  /•     ,         60  —  '* 


07^07^  =  —  a7^_i  4-  oTjt+i  >  n(tr;,)  =  1 ;  nichtprimitiv:  w^^  (sowie  w^^  und  ^^^r)  wie  II,  i, 
dagegen  w^^  n  =  40.  11,2  (desgleichen  «7^^  n  =»  20.  II,  2)  und  w^^  n==24,  II,  2 
(sowie   a7jj^  n=8.  11,  2,    aber  w^^^    n=i2,  11,  i);    auch   ist  ^^-hw^^  =  a?^^, 

07     4*  07        '^~  ff'        — ~  07         ^^5    ~"" 
l  ^^       11  13  J3 


07 


ii 


Congruenzwurzeln  mod.  p**) 


p 

59 

«'i 
4-  16 

^7 

—  21 

^11 
4-  12 

07 
^13 

4-  15 

«'ir 
4-  19 

«^19 

—  18 

07 
33 

—  26 

07 
'*'J9 

4-  25 

07 
S 

3 

^10 

4-  11 

07 
2J 

4-  20 

179 

—  26 

—  72 

—  71 

—  52 

—  48 

—  44 

4-  19 

—  6 

—  14 

4-  19 

4-  64 

419 

4-198 

4-  89 

4-110 

4-  78 

—  179 

—  139 

—  6 

—  75 

4-  87 

4-  29 

4-183 

659 

—  17 

—281 

4-148 

4-237 

—264 

4-298 

4-100 

4-210 

4-105 

—  176 

4-182 

Normen  complexer  Zahlen  in  w  • 

N(i  4-  07^  4-  o7,,)  =  59  .  1979  ,  N(w^^  -  ot„) 

N{w^  -  07,,)  ==  59  .  419  ,  iVr(o7j3  4-  07^e) 

N(l  ±w)  =  2521  {p  =  120/;i  4-  1)  ,  N(2  —  07^^) 

N{1  -  07^,  4-  wj  =  241*  ,  iV(o7,,  4-  tr„  4-  or,,) 


179.  1619, 
59 .  659  ; 
601  .  2281  , 
241.  1321. 


*)     Indem  man  07^  und  07^  zur  Abkürzung  braucht,  sonst  ist 

A^i)  =  1  —  07,  4-  w,^  4-  «7jy  —  07,,  4-  tr„  4-  tp,^  . 
**)     Hier   ist  07,  völiiir  bestimmt  durch    07,07,  ^  — 07,  4- tr.    oder    07,ot.  ^ 

'  1°  13  13  13 

(mod.  p).     Wegen  07^  etc.  vgl.  bei  n,   1. 


07. 
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n  =  120 
II,  3.     p  =  UOm  —  bd; 

tFj^  =  2u.'^'',  d.  h.  60 te  Einheitswurzeln;  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

61,      181,     421,     541 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  60m  +  1  in  n  =  60,  I. 


Or 


II,  4.     p  =   120m +  49: 

W,.    =    ÜÜ     +  U)  , 

also  die  primitiven  Perioden,  wofftr  U(w^)  ==  i , 

nichtprimitiv:  w^^  (n  =  60.  II,  7),  w^^  (n  =  15,  II,  2),  w^^  (n  =  40.  11,  6),  w^^ 
(n  =  20  II,  2),  07,^^  (\  =  5  II),  w^r  =  2c«*'"  (24 te  Wurzeln),  w^^^  =  2w'°'^  (12te 
Wurzeln),  w^^r  =  20;"''  (8te  Wurzeln),  tr,^^  =  2w»^'^  (4te  Wurzeln),  w^^^  =  2u;* 
(3te  Wurzeln),  wobei  tr^  — «^^  =  —  ^9»       ^i""°^ij  ==  —  w'* ;     femer: 

WjOjjj  =  —  oTj  4.  ar^^  ,  w^ar^y  =  w'®  ,  tr^w,,  =  —  2w*^  —  tn^  , 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

409         -+-115         —  92         —     6         —  68         —77         —  85         4-32         4-40 
769         —  64         4-294         4-199         —228         —25         4-123         —12         —34 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Für  p  =  409  ist  ßw^)  =  1  -h  Wg  4-  w,, ;         fttr  j:>  ==  769  hat  man  die  Normen: 
N(l  4-  tTy  —  oTj^  4-  tr^y)  =  9  .  769  ,  N(l  -+-  w^  4-  or,  4-  w^^)  r=  4  .  769  , 

N(wj  —  tTj,  4-  w,^)  =  iV(2  -f-  tTj  4-  w'®)  =  4 .  49 .  769 .    Femer  ist: 

N(l  =t  tr)  :=  36  ,  A^(l  —  w,,  —  oTjj)  =  4  .  241  ,         N(l  +w^  +  ar,,)  ==  13?241 ,     aber 

iV(i  4.  tr^  _  oTj  J  =r  601 . 


•      Hier    ist  w.    völlig    bestimmt    durch    w.w„  ^  tr,  —  w..  oder  tr.oj,  ^  — tr,, — 

1  13  8  39  1      3  16 

oder  tP.tr    ^  2(r    (mod.  p)]  sowie  als  Gemeinwarzel  quadratischer  Congruenzen  (vgl.  oben). 


07 


88 


654 


n  =  120 
II,  5.     p  =  120m  —  49  ;     Wr 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  11(07^)  =  i , 


Ui' 


«-"'. 


W^    =    DU  —  W^^  , 


w. 


Üü 


UJ 


17 


07,,    =    C"  -  C*'  , 


OT^,    =    w"  -h  Oü"  , 


^49  ~  *"     —  c(ü     ; 


nichtprimitiv :    w^^  (n  =  60  U,  6),   w,^  = 
07^^  =  0,     Wj^^  =  2oü**'^  (5te  Wurzeln), 

^aor    =    Ö  '       «'40r    ==    "  ^  »    WObei       OT,  -»-  W,, 

femer : 


—  w*'  (5te  Wurzeln),  tr,^  (n  = 
«^»r  (w  =  24.  II,  1),    w^^,   (n  = 

^1  —  «^11  —  ^IT  +  "^49    = 


40.  II,  7), 

12.    U,  1), 


=  tr 


91 


07 


9S  ' 


ot' 

= 

2u;''^ 

«^9' 

OT   OT 
'^l     7 

=  -c*» 

i 

«^l«^18 

2a;'* 

4-  tr,^  , 

«'l«^19 

— 

1, 

07  07 

1    ai 

c" 

» 

«^l«^17 

=  -  2u,*» 

-*-«^.s' 

«^I«^43 

— - 

c."*, 

tr  07 

1     49 

=    2  —  OT 

10- 

Congruenzwurzeln 

med. 

P' 

•) 

71 

«^1 

+     4 

a 

24 

OT 

—     3 

«^19 

4-  18 

tr 

Sl 

4-  22 

—  15 

«^41 

4-  19 

°^49 

4-  29 

191 

—  80 

4- 

3 

4-  64 

4-  74 

—  21 

—  66 

4-  65 

4-  91 

311 

4-132 

4- 

28 

4-100 

—  139 

—143 

—  22 

4-  99 

4-  87 

431 

4-205 

4-167 

—  80 

4-  82 

—  32 

—  75 

4-  23 

—202 

911 

4-423 

—433 

4-162 

4-  28 

4-379 

4-1T8 

4-  87 

4-262 

Normen  complexer  Zahlen  in  i- 

A^(l  4-  OTj,  -  OT^^)  =  71  .  2711  ,  A^(l  4-  trr,,  -  tr^g)  =  191*  , 

N(i  —  tF^j  —  07^,)  =  5  .  311*  ,  A'(2  4-  tr,jj  4-  w^^)  =  25  .  431  .  191 ; 

N{i  ±w)  =  19' ,  N(i  —  ti7^  —  tr,)  =  241' ,    dagegen: 

N(l  —  tTj,  4-  w,,)  =  241  und  N(l  —  Wg  —  07^,)  =  601  . 


•)  Hier  ist  w^  Töllig  bestimmt  darch  tr^tTj  ^  ou'*  —  w  (mod.  p).  Obgleich  hier  der- 
selbe Fall  stattfindet  wie  II,  1,  sind  tr  ,  ^]o  >  ^35  ^och  nicht  angenommen  worden,  weil  deren 
Werthe  bei  n  =  12  ,  24  für  keine  der  Primzahlen  sich  ändern. 
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n  =  120 
II,  6.     ^  =  120W-+-41;  07^  =  w*'-!-««"^  =  w"**, 

d.  h.  40 te  Einheitswurzeln,  also  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

41,     281,     401,     521,     641,     761,     881 

auch  hier  die  Primfactoren  der  p  =  40/n  +  1  in  n  =  40.  I, 


n,  7.     p  =  120m  —  41 ; 


tr. 


w 


(10 


-41r 


also  die  primitiven  Perioden ,  wofilr  11(07,.)  =  l , 


07^    =    w'  —  W^'  , 

tr,y  =  w"  4-  w*'  , 


^11  ==  ««"-t-w", 


TX7         =    (U 
41 


41 


(lU 


59 


«^iT  =  w"4-w", 


nichtprimitiv :  tr^^  (n  ==  60, 11,  4),  m^^  (n  =  15,  II,  2),  w^^  (n  =  40. 11,  i),  07^^  (n  =  20. 

II»   0?    ^ur  (^  =  ^-    II)?    ^ir  (»  =  24.    II,  4),    W^^^    =    0,    07^^^    (fl  =  8.    II,    l),    07,^^    =    0, 

°^4or  ■=  2w*®'';   auch   ist  «7^4-©^^  =  w^^   und  tr^  4- w^  4- w^^  —  ar^^  =  ""  ^a$  • 

Femer : 


trj  =  2w'®4-Wj, 


^i«^r  =  «^8  "■  ^14  » 


(17   Ot7         s^    -^  QI       . 
1      11  '*'48  » 


BTjtFjy    =    «^18  +  «^24» 


^l'^Jl    —    ^8 

t 

«^i^'ar 

a 

^56»            ^1^41    "" 

2  - 

~*^18' 

tr   07    ^    :^ 
l     4T 

07^^4-tr 

Congruenz  w  urzeln 

mod. 

P' 

*) 

P 

79 

w 
1 

—  34 

—   18 

w 
'*^11 

4-  27 

«'iT 

—     6 

4-11 

W 
^8T 

—  20 

07 
41 

4-  26 

«^47 

4-  37 

199 

4-     5 

4-  89 

4-  92 

4-  70 

—  1 

—  57 

4-  62 

—  29 

439 

4-216 

—  102 

—  20 

4-193 

—92 

—  78 

4-163 

—  16 

919 

—  63 

—345 

4-418 

—230 

4-98 

—243 

4-400 

4-440 

—  or 


Normen  complexer  Zahlen  in  i,. 

i  -  «'se)  =  ^9'  '  ^(^  +  ".i)  =  4  .  199  , 

N(l  +  w,  —  w^j)  =  79  .  919  ; 


N(i 
dagegen:    N(i  —  »j  +  <r„)  =  601 ,      N(l  —  w,^  —  <r„)  =  iV(l  +  w„  —  w„)  =  li?24l 


-  ""i.  -  ""47)  =  4  .  439 


07j  ^Ji     "**"         1     a    """  16  IJ 


•)  Hier    ist   07j    yöUig    bestimmt    darch   07  w    s 
oder  07  07    ^  07^  —  07      (mod.  p);  denn  da  hier  die  Perioden  12ter  Einheitswurzeln  null  sind,  kann 
der  Collisionsfall  nicht  eintreten  (vgl.  bei  n,   1). 
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n  =  120 
n,  8.     p  =  120m  4- 31;         v^  =  w'^^-w"'', 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  U{w^)  =  256 , 

nichtprimitiv:  tr^^  =  0,  w^^  =  2w®'^  (löte  Wurzeln),  or,^  (n  =  40.  II,  5),  tr^^  =  o, 
w^^^  =  2w"'  (5te  Wurzeln),  w^^  (n  =  24.  II,  4),  w^^^  =  0,  w^^^  ==  2«/*^''  (3te  Wur- 
zeln), wobei  tTj  —  Wjj  ^  tTjj ,    tTj  4-  tr^  -—  tTjj  —  oTjj  =  —  oTjj ;    ferner: 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

P                     ^1                     ^1                    ^11                   "^13                   ^IT                   ^19  ^21                   ^«9 

31    —  6    4-7    —  5    4-3    —  11    4-12  —  13    —  10 

151    —  16    4-33    4-59    4-2    —  1    —  23  —  64    4-19 

271    4-73    —  83    —  51    4-17    —  32    —101  —  49    —  52 

631    4-114    —176    4-146    4-315    -+-  4    —121  —294    —155 

751    —237    —185    —209    —220    4-198    —327  4-  69    —263 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Für  p  =  151        fiw^)  =  1  4-  tFj, ; 

fftr  |>  =  271  ^tr^)  =  1  _  cTj^  4-  c«;**  . 


Normen  complexer  Zahlen  in  ti^. 
N{w^  —  u)*^)  =  A^(i  4-  Wy  —  w")  =  N(i  —  Wj  —  Wj)  =  31* , 
A^(2  4-  tr^,  —  w")  =  31 .  631  ,  N(i  —  w^^  —  w^^  4-  w")  =  11?631  , 

N(l  -  07^  -  w^j)  =  31  .  751   =  N(l  4-  OTj  4-  OTjj  -  or^,)  ; 
A^(l  4-  tTy  4-  w')  =  N(w^^  4-  tr„  —  w'*)  =  N{1  —  tr^  4-  w^,  -  w**)  =  31  .  241 , 

iV(l  4-  tTj,  —  tTjj  —  tt;')  =  601  . 


•)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  tTjtr     =  —  2a'**  oder  w.w.  ^  —  2(i;'*  (mod.  p). 
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n  =  120 
11,  9.     p  =  120m  — 31;        w^  =  tü'*4-w'"'" 

also  die  primitiven  Perioden,  woftlr  n(a7^)  =  l , 


29 


7  S3 


Wjj   =  u;"4-w^% 


ar 


IT 


o; 


&3 


W 


41 


u; 


41 


c«*'. 


07^,  =  «"  -  u;*'  , 


nichtprimitiv:  w^^  (n  —  60,  II,  2),  w^^  (n  =  15,  II,  l),  w^^  (n  «=»  40,  II,  6),  m^^ 
(n  =  20,  II,  2),  w,^^  (X  =  5,  II),  w^,  ==  -  «**'•  (8te  Wurzeln),  w^^^  =  w"''  (4te  Wur- 
zeln), trjj^  =  2a;"'^  (8te  Wurzeln),  w,^^  =  2u;'^'"  (4te  Wurzeln),  m^^^  =  —  i,  wobei 
Wj  -H  «^41  =  --  «Tj ,    oTj  —  tr^,  —  oTjy  +  tr^^  =  —  w** ;    femer: 


.30 


1      13 

(T.tr 


trj   =  —  2w*"  4-  OTj  , 

18 


14 
10 


aTjOTy  tTg  -t-  Wj^ 

«^1^31    =    2"+"«^3J» 


^1^11    ==    ^—^48» 


tr 


0[T  S55    QT     -4—  OD 

1     3T  6  ^^       JJ 


1     43 


16 


48  * 


V 

89 
449 
809 
929 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


TXT 
1 

—    11 

4-156 
4-256 
4-245 


T 

—  28 
4-  93 
—371 
4-355 


07 
11 

—       1 

4-  50 
4-330 
—  125 


07 
18 

4-  13 
4-129 
—  148 
—390 


07 
81 

4-  18 
4-125 
4-301 
4-415 


«^31 

—  27 

—  55 
—136 

—  176 


41 

4-  34 
4-207 
4-230 
4-376 


^43 

4-  3 
4-  46 
4-170 
—  16 


Normen  complexer  Zahlen  in  Jr. 

N{\  4-  oTji)  =  9  .  89  ,  iV(l  —  07y  4-  Cü**) 

A^(l  -  07^^  -  07,j)  =  9  .  809  ,  A'(l  4-  07^,  4-  t«T„) 

iV(l  4-  OT^  4-  07,^)    =    241'  ,  iV(or^,  -  073,  -  07^,) 

dagegen :     A^(i  —  07^  4-  tr^ ,)  =  601 . 


9 . 449 , 
9 . 929 ; 
81.241, 


•)     Hier  ist  07    völlig  bestimmt  durch  ^^^  ^  —  w,,  —  ^^^     oder     «TjOTj 


14 


(mod.  p). 


83 
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.29i 


n=  120 
II,  10.     p  =  120/?i  +  29  ;         ar^  =  w»"  -h  w"'' , 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  TI(w^)  =  i , 


07 


39 


^  =  w4-oü", 


_  11     ,         i9 


tr^  =  w 


w 


w 


37 


37  .53 

=    W        OD       , 


nichtprimitiv:    w^^,    w^^  und  ar^^^  veie  II,  9,    w^^  (;» =  40,  II,  7),    w^^  (wie  II,  9), 

w^,   (n  =  24,   n,  6),     w^^,  =  c«;'«'-    (wie   II,  9),   tn^^,  =  0,    rr,^,  =  2u;'«'  ,     tr^^,  =  -  1  ; 

wobei  ^1  +  «^41  =  ocTj  >        ^'^i  ""  °^i3  —  ^37  —  ^41  ~  — ^i'^     femer: 


1     13 


I     41 


17  8  a4  » 

tr  tr      s^ss  *~~  •«  ~T~  tr     • 


tZT   QT         ^^    tZT       • 
1      11  J4  » 


tXT   tXT    _    =S2    —  tp 
l     37  6 


tr 


3S 


(fj 


30 


tr 


33 


CTT  tiT      ^^  "^~  tu     ~T~  tr 

1      43  16  ^^       48 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

29 

«^1 
—  5 

^7 

4-  4 

13 
11 

—    1 

tr 

13 

—  13 

^31 

4-  2 

^37 

4-  10 

«^41 

4-  12 

«^43 

4-  11 

^5 

4-  14 

4-  6 

149 

—  39 

4-  30 

4-  41 

4-  56 

—  72 

4-  21 

—  16 

4-  69 

—  49 

—  50 

269 

—  109 

4-  55 

4-103 

4-  60 

4-  61 

4-  63 

—  107 

—  78 

4-125 

—  28 

389 

4-  15 

4-194 

4-  36 

4-  85 

4-169 

4-137 

—  139 

4-  50 

4-  68 

4-  40 

509 

—  80 

—  87 

4-183 

4-  22 

4-157 

4-228 

—  111 

—  5 

4-219 

4-251 

N(l  4-  tr^,) 

N{\  4-  OT,    -  tu,,) 

iV^(l  4-  t»^  4-  tr^j) 
^(«^i  +  ^j  — «^ji) 


Normen  complexer  Zahlen  in  tr» 

5.29,  iV(tr^g  —  tr^j) 

5.509,  iV(l  4- w^j  -  Wj,) 

29  .  389  ;  iV(l  4-  or^  4-  tr^,)  =  iV(l  —  tr^  4-  tr,,) 
601^ 


5 . 149  , 
29  .  269  , 
25  .  241  , 


•)  Hier  ist  tr^  vollständig  bestimmt  durch  oP-tr  ^  tr  — m  (mod.  p)\  dabei  findet  ein 
ähnlicher  Fall  statt  wie  bei  II,  1,  aber  mit  dem  Unterschied,  dass  hier  die  tr._  selbst  bei  n  =  24 
nicht  völlig  bestimmt,  sondern  dem  Zeichen  nach  willkuhrlich  festgesetzt  waren  (übrigens  tritt  bloss 
bei  ji>  =  149  eine  Zeichenänderung  gegenüber  von  n  =  24.  11,  6  ein). 


659 


n  =  120 


II,  11.     p  =  120/n  — 29;         w^  =  0;''-+-^'"' 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(!r^)  =  256 , 


tr     ==  üü  —  w'^  , 


7     ,         37 


tr 


19 


49 


BT         =    DU 
89 


S9 


W 


*9  . 


nichtprimitiv:    tr^^  =  0,    w^r  =  2£«;*'^  (löte  Einheitswurzeln),    w^^  (n  =  40.  II,  4), 
tr^^  =  0,    tTj^^  =  2u;'*'"  (5  te  Wurzeln),  tr^^  (n  =  24.  II,  7),  w^^^  =  o,  w^^^  (n  =  8. 

U?  *^)9   «'sor  =  Ö'   «^4or  =  2«;*°'  ,   wobei  tr^  +  tr,,   =  tr,,  ,    tr^  -  tr^  —  tr^,  +  tr^^  =  —  tr^^; 

femer: 


tr!  = 


w  tr 

1     17 


-  2«,"  , 


tr 


^Wj  =  2c*;*  , 


w 


7a 


tu       =  —  2c«;      , 
1    11  » 


tr  tr 

1     19 


2a,", 


tr 


a4 


1    as  » 


tr  tr      s=  2üü 

txr.tr.-   =  2  . 

1     39 


104 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


211 

^1 

-h  88 

4-  79 

tu 
—  54 

«^13 

4-  13 

«'iT 

—  81 

^19 

4-  86 

^33 

4-  16 

^a9 
4-  24 

331 

-h  16 

—  31 

4-150 

4-  2 

4-  1 

—  128 

—  64 

—124 

571 

4-279 

4-229 

4-148 

—  14 

4-163 

4-  54 

4-187 

—176 

691 

4-211 

—344 

4-176 

—  122 

—  34 

4-212 

4-229 

4-262 

811 

—216 

-152 

4-305 

4-137 

4-296 

—234 

—  32 

—398 

p 

211 
331 


A^,) 


1 
1 


t«;"-tiT 


95 


yitTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p**) 

1  4-  tTy    4-  w- 


—  m 


IT 


571 


691 


1  —  oc'jj  4-  w 


li 


P  /(tr,) 

811       1  4-tiT,  4- w,. 
1  1  • 


♦)     Hier  ist  tr^  völlig  bestimmt  durch  w^w^  ^  —  2m^*    oder    tu^tiTj  ^  2»'*  (mod.  p). 
**)     Auch  ist     N(l  4-  w„  4-  w„)  =  241  ,         N(l  4-  w^^  —  w^^  —  w®)  =  601  . 

83- 
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n  =  120 
II,  12.     p  =   120^4-19;         tr^  =  w'^  4- w"'' 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(tr^)  =  i , 


w 


19 


1  =  w  4-  w     , 


tr^   =  w 


M 


13 


37  .43 


w«,  =  I«"  +  l«", 


ntchtprimitiT :    w,^  (n  =  60.  II,  4),    w^^  (n  =  15.  II,  2),    w^^  (n  =  40.  II,  2),    tr^^ 
(n  =  20.  n,  1),  «r,^,  (X  =  5.  II),   w^,  (n  =  24.  II,  7),  w^^,  =  0,   »•„,  (n  =  8.   II,  2), 


w 


tor 


==  0,        w^^^  =  2tt;*^'  ,     wobei   Wj  +  tr^j   =  tr^^  , 


w. 


7  31  37  a$  ' 


ferner : 


w. 


1     17 


tr  tu 

1      41 


—  2u;^°  4-  tr^  , 


w     —  tr 

18  S4  ' 


tr 


17  8  ^^       14  ' 


in  48 » 


nr   fjT        z:^    tp       . 
1      31  33  ' 


tr 


l°'37    =    =^,  +  «^5€  » 


=  —  2  —  tF 


18 


tr 


1^47    =    •"^6+^48- 


Congrucnzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

19 

«'i 
4-     3 

tr 

7 

—     5 

^11 

4-     8 

^17 

4-     3 

w 

31 
+       1 

«^3  7 

—     2 

tr 

41 

—     5 

«^4  7 

4-     2 

139 

4-  67 

—  60 

4-  30 

—     8 

4-  39 

—  66 

4-  34 

—   18 

379 

4-132 

4-167 

4-115 

4-  16 

—  180 

—  58 

—  42 

4-  33 

499 

—200 

—  182 

4-186 

—   78 

4-  92 

4-  58 

4-144 

4-151 

619 

4-  10 

4-  58 

4-210 

4-303 

—104 

—  97 

4-  44 

—  240 

739 

—  109 

4-  63 

4-304 

—221 

4-268 

—224 

4-236 

—270 

859 

—309 

4-U9 

4-152 

—419 

4-158 

—266 

4-406 

4-   85 

N(l  +  (Tj,  +  <r,^  +  Wj 


Normen  complexer  Zahlen  in  o-. 

-  <r„)  =  4  .  19  ,  iV(tr,  -  tr,,)  =  N(w^^ 

+  OT^)  =  4  ,  379  ,  N(w^ 

-tr^,)  =  4.619,  iV(l-<r,. 

+  <!-„)  =  19^  ;  N{1  +  or, 

+  w,,)  =  25.601  .36721  . 

9  4 


--..) 

— 

19 

.  139, 

-w,) 

z= 

4. 

499, 

ll' 

— 

19 

.859, 

11^ 

— 

241% 

•)     Hier  ist  tr_  vollständig  bestimmt  durch  tu  op    ^  tr,  4-  «r..    oder   w.w.  ^  tr     —  tF 
oder  tr  tr    ^  ^6  "*"  ^«4  (™®^'  P^' 


661 


n  =  120 


U,  13.     p  =  120m  — -  19  ;         tr^  =  w'"  -f-  oü 


-19r 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  11(07^)  =  3 


8 


07       ==    W  —  CW        , 


OTy    =    W 


U) 


47 


07         =    U) 
IT 


IT 


(fj 


37 


07 


.19 


19 


Ol        —  UJ 


&9 


^  .11     I     .31 

^11    ~    ^        "^  ''^        » 


07 


07 


13 


39 


(«"-«, 


&3 


39 


49  . 


=  üü"4-cü"; 


nichtprimitiv:  w^^  =  —  u;*^''  (20 te  Wurzeln),  w^^  =  —  w*^  (5te  Wurzeln),  ^^r^^' 
w^,  =  2c«*'-  (20te  Wurzeln),  w^^^  =  2u;"'^  (5te  Wurzeln),  07^^^  (n  =  24,  II,  6), 
-^  w'°^    o7jj.^  =  0,  073^^  =  20;'^'*  (4te  Wurzeln),  07^^^  =  —  1,  wobei 


IC 


07 


—  07    —  w    -4-  07     =  —  07   :     lenier  i 

1  13  IT     "^       89  5   '         *V'***V'*  • 


tr 


43 


j   =   —  3w      , 


07   07. 
IT 


—  3w 


48 


07 


7  3 


07       ==   —  3u;      • 
1    11  ' 


tr^tr^,   =  —  3w"  , 


07 


18 


w  .  =  3u>  '  , 

1     IT  » 


07    0?  ^=     ö  « 

1      19  » 


34 


^1^33    =    3^'      ' 


1     39 


3c«; 


30 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

101 

07 
1 

—  40 

^T 

4-  33 

07 
^11 

4-  4 

«^13 

4-  46 

07 

^IT 

-+-  27 

07 
19 

—  43 

07 

—  45 

07 

^39 

26 

461 

4-134 

—  92 

—  22 

4-  15 

4-194 

4-203 

—202 

-+-  63 

701 

4-  73 

4-198 

4-  41 

—308 

4-  92 

—144 

—221 

4-188 

821 

4-327 

—283 

—408 

4-  29 

—257 

—354 

—345 

4-163 

941 

—304 

—  355 

4-317 

4-220 

—  382 

4-195 

4-303 

—  95 

Normen  complexer  Zahlen  in  w  • 

N(l  —  07j  —  oü")  =   125  .  101  ,  A^(l  4-  Wj  4-  w")  =  25  .  101 

N(l  -  07^,  -  07^,)  =  5  .  461  ,  N{1  4-  w^j  -  üo*')  = 

N(2  —  07jj  4-  w''*)  —  5  .  16  .  821  ;  ^^(1  ±07)  = 

N{1  4-  tTj  -  ü.")  =  N{1  -  07„  -  uj'')  =  241'  , 
iV(l  -  07,^  -  07„)   =    601^ 


101  .701, 
5.1181, 


•)     Hier  ist  07    völlig  bestimmt  durch  or^w^  ^  3o7g  (mod.  p). 


662 


n  =  120 


II,  14.     p  «  120/1*4-11  ; 


r  ' 


also  die  primitiven  Perioden,  wofilr  U(wr)  =  l , 


tTj    =    £*>  -f-  W*     , 


(T 


31 


ttJ 


31 


0.", 


tTy    =    w'  —  ttJ^^  , 


tr^,   =  aü"4-w", 


CT 
43 


UJ 


43 


nichtprimitiv:  tr^^  (n  =  60.  II,  6),  tr^,.  =  —  w*'*  (5 te  Wurzeln),  tr^^  (n  =  40.  11,4), 
oETg^  =  0,    w,^^  =  2w"'^  (5te  Wurzeln),    w^^  (n  =  24.  II,  2),    w^^^  (n  =  12.  II,  l), 

^15-    (^    =    ^-    ^I'    ^)'     "sor    =    Ö'       ^40r    =    —  1  »        wobei        tr,  —  OT^    =    OTj^  , 

w^  —  (Tj,  —  tFjy  +  tr^^  =  —  w^^ ;     ferner: 


trj  =  —  3:t'''4-tr,  , 
^1^19    =    ^' 


tr  tp     =  —  uo 


W  W         ==    —  (JÜ 
1      31 


48 


TS 


34 


W    W         ==    2£W        +07        , 
1      18  14  ' 


tr 


48 


tr       =  2üü      -4-  TT     . 

1     3T  ^^       38  » 


*1     43 


34 


1     49  **10 


Congruenzwurzeln  mod.  ^.*) 


11 
131 
251 
491 
971 


tr. 


tr. 


w. 


1  T  13 

4-5  —     1  —     1 

-+-32  —  56  H-     7 

41  4-62  —  85 

76  —151  4-  13 

18  4-335  —312 


tr  w 

19  31 

—  2  —     4 

—  45  4-27 
4-49  —  22 
4-84  —  89 


°^3r 
—     4 


w 

43 


4-  54 


13 
—  67 
4-180 
4-  35         —199 


3 

4-  10 
4-  15 
30 


tr 
3 

—  34 

—  57 
160 


—283         —111 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^J. 

A'(l  4-  tr^)  =  11*  =  N(w^^  -  w")  ,  iV(2  4-  tTjg)  =  11  .  4931 , 

N(l  —  tTj^  —  tr^,)  =   11?131  ,  N(l  4-  tr^  —  tr^^)  =  H  .  251  , 

Nil  4-  tTj,  -  w^^)  =   11  .  491  ,  N(w^  -  tTj^)  =  11  .  971  ; 

N(l  -  oTy  4-  tr„)  =  11?241  ,  N{1  4-  tr^  4-  rr^^)  =  24l'  , 

N(w^  4-  tTj  4-  w**)  =   1 1?601  . 


•)  Hier  ist  w  Töllig  bestimmt  durch  tr  tr^  ^  w*  4-  tF  (mod.  p).  Es  ist  hier  zwar  an 
sich  derselbe  Collisionsfall,  wegen  der  Congruenzwurzeln  für  n  =  24,  wie  in  11,  1,  allein  bei  obigen 
Primzahlen  hat  er  keine  Abweichung  von  den  früheren  Bestimmungen  in  n  =  24  und  n  =  12  zur 
Folge. 


663 


n=  120 


II,  15.     p  =   120/71—  11  ; 


w^  =  w**  -f-  w    ^^'^, 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(tF^)  =  625 , 


TTj     =    W  W**  , 


7  4  3 

w     ==  w    +  tu     , 


aT„  =  <«»-<«", 


BT..    =    U,"-U,", 


17 


w 


63 


tXT 


19 


31 


19    =    W        +  W       , 


07 


33 


(«"-<« 


47 


13 
39 


OT,,    =    W"  -f-  Oü*'  , 


nichtprimitiv:    w^^  (n  =  60.  II,  7),     w^^  (n  =  15.  II,  2),    tr^^  (n  =  40.  II,  5),    m^^ 
(n  =  20.  II,  2),  txTj^^  (X  =  5.  II),  tir^^  ==  0,    WjQ^  =  2u;^®''  (12  te  Wurzeln), 
^isr  =  0»    ^zor  =  2w'^'',    a^4or  =  2w*^'' ,    wobei     cr^  +  «^39  =  —  tr^ ;  femer: 


txrj  =  —  2w*°  +  tFj  , 


1      13  14  ^^       48  » 

tJP.tr^«     =    Q7„ .  — -  TT, 


17  8  5ß  » 

117  6  ^^       18  » 

.30 


tju  tu      =  2  —  tr     . 

111  48  » 


tr 


80 


w      =  —  2uj     +  w   . 

119  ^^       8  » 


1     33 


34 


48 


1      39 


=  2w-"  +  tr^8  • 


Congruenz wurzeln  mod.  j?.*) 


109  —  11 

229  —     9 

349  —   32 

709  +318 


w. 


w 


829 


33 
86 
69 
+120 
-1-244         —411 


11 
21 


w 

18 
—       1 


W. 


+  67 

—  70 

—  131 
+279 


17 

+  46 

—  42  —  55 

—  39         —   89 


07 
19 

+  36 
—  47 
+  64 


+  176 


+285  —  41 


w 
33 

—  8 

—  69 

+  111 
—291 


39 

—  39 

—  70 
+  17 

—  186 


—  32  +145  +336  —  23  —173 


Normen  complexer  Zahlen  in  i . 

A^(l  +  tjcr^j)  =  4  .  109  ,  N(S  +  2acr^)  =  81  .  229  , 

N(l  +  TTy  +  tTj,)  =  4  .  11?349  ,  N(l  -  ocr^g  +  w^«)  =  4  .  709  , 

N(l  -  w.^  -  wj  =  4  .  829  ;  N(l  +  07^^  -  m^,)  =  24l'  , 

^Ks  "^  ^34  ~  "^88^  =  4  .  109  .  241  ,  aber      N{i  —  tr^  —  tü^^)  =  601  . 


*)     Hier  ist  w    völlig  bestimmt  durch    or  w    ^  tr    —  07  ^     oder     w^o^j  ^  —  07^^  +  07^^ 

(mod.  py 


664 


n  =  120 
111.     p  zum  Exponenten  4  gehörig. 

8  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  8  Fällen,  wovon  7  primitiv. 

III,   1.      p  =   120//1  -f-  7  ,  —  17  ;  or^  =  w''  -f-  tt''^  -f-  w**'"  +  u; 

also  die  primitiven  Perioden,  wofUr  U{w^)  =  81 , 


-nr 


W      =    U)  -{-  UJ     -{-  ÜJ       —  w       , 


OTjj    =    ,„"_«,"+«," 


U} 


ii 


13 


1'  ..31  _i_  .    »7  _j_  ,.19 


tr„  =  w"  +  w**  -f- 


M 


^'-c*'; 


nichtprimitiv :    oTj^   (n  =  60.  III,  i),     or^,.  =  —0»*°^  (3te  Wurzeln),     tr^^  (n  =  40. 

III,  3),   w^r   (n  =    20.   III,   1),   w^^^  =  —  1  ,    «^jr  =  2(u;*'^  +  c«"0   (d.  h.   n  =  24  II,  4), 

^lor  =  0,    w^j,  2(0;**'^ -0.*=^'^)   (d.  h.  n  =  8.  II,  1),   w^^,  =  0,    w^^,  =  4u;*«^    wobei 
^i  "^  ^js  ^  ^3  "^^  ^1  ""  ^13  ~  "~  ^"  ""  ^"  '     ferner: 


< 

=  -  2a;*° 

-4-ar,, 

TXT   W 
1      11 

=  -3, 

TAT   TT         —    - 
'*^l'*^13 

-  Z^''  , 

TT  TT 
1     53 

2  + 

«'6- 

Congruenzwurzeln  mod. 

i^.*) 

p 

7 

^1 
4-  2 

^11 
+     2 

«^13 

4-  1 

TXT 
S3 

—  3 

V 

487 

CT 
1 

—  137 

TT 
*11 

+  96 

«^13 

+  34 

«^33 

—129 

103 

—37 

-f-  14 

—40 

+49 

607 

—   27 

+135 

+  44 

—  207 

127 

-4-22 

—   29 

—55 

+37 

727 

—  97 

+  45 

+286 

—272 

223 

+32 

—   21 

—52 

—90 

823 

—238 

—287 

+265 

—323 

367 

+53 

—  97 

+23 

—48 

967 

—252 

+472 

+194 

—     5 

463 

—86 

-4-210 

+  10 

+46 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 


Ml  -h  OT,,)   -    7'  , 

Niu!,  -  tr^,)  =  7*  , 

JSUl  -  or^  -  TT^j)  =  7  .  103  , 

iV(l  +  Tr^+trj,)  =  7.127, 

A^K  +  ^33)  ""  7  .  223  , 

Ml  —  ar„  —  w*  —  üü")  —   7  .  367  , 

N{1  -  TT,,  -  07,3)  =  7  .  487  ; 

iV(«^3  +  Wg  —  Wj3  +  tr^g)  =  4  .  241  , 

aber 

A(l  —  tr,,  —  w"  —  to")  =  601  . 

*)  Hier  ist  txt^  vollständig  bestimmt  z.  B.  durch  a^^tr^ 
gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen  wj  ^  —  2w*°  +  tt^  , 
w^TiTj,  ^  —  2  —  tTjjj  (mod.  p). 


2  +  2«Tg  (mod.  2?)    oder    aU 


tr. 


07 


33 


tr. 


665 


n  =  120 


III,  2.     p  =   120m  — 7,-4-17;         w^  =  w*"  4- w-''' +  w*'*'^  +  w^''^, 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  Tl{w^)  =  256, 


w^   =   &y  — Oü" -4-0;**  + w", 


w 


13 


=  „"  +  ^"4.„"_<««i, 


7      11      43      S9 

TT^  =  a'  —  Oü   —  Oü   —  w   , 

19      47      31      X3 


nichtprimitiv:    w^^  (n  =  60.  III,  2),    w^^  (^  =  l^-  HI)?  «^,^  =  ««"'   (8 te  Wurzeln), 

tTg^  =  -  u;"'  (4te  Wurzeln),     or,^^  =  -  l ,  «^^r  =  -  ^c«"**  (8te  Wurzeln), 

^lor  =  •2c«;»°^     TT^j,  =  4c*,^*^     aT3^,  =  4c«;'«^  tr^^,  =   2,     wobei    tü^  -  tr^,  =  -  ^*' ', 

femer: 


07.     = 


4u;'^  +  rr^  , 


oFj^tr^  =  4,         ''^i^i,  ==  ^"^ 


30 


I      19  8 


17 
113 
137 
233 
257 
353 


tr. 


3 
40 
37 
37 
14 
125 


—  7 

—  34 

+  11 

—  19 

—  37 
+161 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


^13 

+  6 

+55 
+  4 
+60 

—  78 
+55 


w 


19 


—  5 
+35 

+  1 
—31 
—33 

+45 


p 

593 

«^1 
—266 

+214 

^13 

+  126 

*19 

+273 

617 

—  145 

—  183 

—284 

+252 

857 

—279 

+  172 

+390 

—334 

953 

+  82 

+186 

—254 

+  30 

977 

+398 

—  108 

—  140 

-^335 

Normen  complexer  Zahlen  in  4^ . 


N(i^ 


iVr(l  +  tr^  +  tTj,)  =  9.17'; 
N{1  +  tr^  +  w") 
N(2  +  w^^  +  ^J 

«'i4~«'i9  +  ^**) 
iV(3  +  2w, +  07^3) 


A^(l-«rj^)  =  2.137, 
iVr(l  -  tr,  -  ocr^j^)  =  4.113', 

iV(3  +  Wj)  =  2.  17.241, 
iVr(2  -  ücr^  -  07^3)  =  241», 
N{\  +  tr^  +  tTj  +  07^^)  =  16  .  601 , 

iV(  1-07^  +  207^3)  =  2.9.7.601    (hier  ist  also  241  und  601  gleichartig), 


=  2.617, 
=  17.593; 
=  25.241, 
=  2.  17.601 


*)     Hier  ist   rr^    völlig   bestimmt   darch   w  07    ^  w.  (mod.  p). 


84 


666 


n=  120 


III,  3,     p  =  120m  +  13  ,  +  37  ;         w^  =  w**  -f-  w"''  -f-  w**'  -f-  w 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(tr^)  =  625, 


«7r 


W, 


w      +  w"  +  w*' -f- w"  , 


Wjj   =  w"  -f-  w"  +  w"  +  w*' , 


w^  ^  w'    ^  u;"  -  c«"  +  £«;"  , 


nichtprimitiv:    w^^  =  —  w*'*''  (12te  Wurzeln),    w^^  == 
(n  =  40.  III,  2),  w^,  =  -c«*«'-  (4te  Wurzeln),  w,^^  = 


w'^'*  ( 3 te  Wurzeln),     tr,^ 

1  ,    OTj,  =   0 

ferner : 


"„r  =   -*""'  . 


=  —  w 


wj  =  5tt;*°  , 


tr 


i«",  =  1 , 


tÄT   07 
l      11 


=  -5, 


9  ' 


w  tr  y  =  5cü 


30 


Congrueazwurzeln  mod.  ;;.  *) 


p 

13 

«^1 
+     6 

+     4 

^11 
+     3 

^17 

—     2 

P 
613 

w 
+205 

^7 

—  181 

w 
11 

+299 

+  44 

37 

+  16 

4-  15 

-f-     2 

—   12 

733 

—316 

—  132 

+341 

+161 

157 

—  19 

H-  61 

—     8 

+  67 

757 

—240 

—  390 

+205 

—333 

277 

+  42 

—  27 

+112 

—   72 

853 

—  150 

—377 

—  199 

—267 

373 

+  74 

—137 

—  116 

—128 

877 

—  26 

—418 

—  101 

—342 

397 

—105 

—  134 

—  189 

—     3 

997 

—313 

—454 

—430 

+437 

Normen  complexer  Zahlen  in  w  • 

N(2  +  w^j)  =   13  .  37  ,  N{w^^  +  tr^^) 


N(l  —  o&j  +  t»^)  =  9  .  37'  , 
N{2-hw^^w^)  =  13.277, 
iV(2-tr^-tF,,)  =  241', 


=  4.13', 
M2  +  tiT,  +  trj^)  =  13.373, 

:   13  .  397  ; 
r  601  . 


iV(3  +  07^,) 
N{i  +  tlT^) 


40 


•)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  z.  B.  durch  tr^Wj  bb  —  4  +  w      (mod.  p) 


667 


n  ==  120 
III,  A,     p  =  120m  —  13  ,  —  37  ;         ar^  =  w»'  +  oü 

also  die  primitiven  Perioden,  wofi\r  n(tr^)  =  36, 


-l»r^^49r^^-37r^ 


„      ,11  az  j^     s»  13 


tr 

TP 


c.*\ 


^  =  o;^  +  co"  -  w"  - 


nichtprimitiv:  tr^^  (n  =  60.  III,  3),    tr^,^  (n  =  15.  III,  l),    w^^  (»  =  40.  III,  2),  w^^ 
(n  =  20.   m,  1),   tr,^,  =  -  1  ,   txTj^  ==  2(w*'-+  w"'-)   (n  =  24.  II,  2),   w^^^  =  2(w^*'--w*^'-) 

(n  =  12.  II,  1),  w^^,  =  2(m"'-+t«**'')  (n  =  8.  II,  2),  tr,^,  =  0,    or^^^  =  -2,  wobei 


xs 


w*  =  2  +  tr    —  2w     , 


=  -^»*__^»», 


w 


ferner: 


tF  tr    =  1  —  tr   , 

tr  tr      s=5  —  2  -+-  tF   . 

1     17  *  ^^  '*'8 

Congruenzwurzeln  mod.  /?.*) 


tr 


tjcr      =  —  3  -4-  tr     , 

l'*^ll  ^^      10  » 


107 

«^1 
+  3 

tr 
—  13 

tr 
11 

—  7 

«^17 

—  40 

P 
563 

^1 
+  162 

w 

7 

+  76 

w 
11 

+244 

«^IT 

—  28 

227 

+  82 

+  8 

+  103 

+  63 

587 

—  163 

+  127 

+116 

—  32 

347 

+136 

+  127 

+  35 

—  151 

683 

+140 

90 

+  10 

—304 

443 

—  28 

+  84 

—  6 

+  97 

827 

+  125 

+149 

+282 

+357 

467 

+  160 

—  83 

—  39 

+  137 

947 

+269 

—  135 

+150 

+143 

Normen  complexer  Zahlen  in  w . 

A^(l  +  07^  —  to"  —  w")  ==  18  .  107  ,  N{w^  +  tTj^)  =  3  .  227  , 

N{1  +  «Tg  —  tüy)  t=  8  .  563  ;  N(i  zh  tp)  =  54  , 

AX2  —  tTjj)  =  4  .  241  ,  A^(l  —  w,  —  w,)  =  6  .  241 , 

dagegen  (wie  III,  3):  iV(i  —  tr^  +  t^j)  =  601. 


*)  Hier  ist  w  vollständig  bestimmt  durch  w.w  ^  —  l  +  tr  (mod.  p),  also  durch  die 
Congruenzwurzeln  bei  n  =  60  und  n  =  40 ;  da  also  die  Relationen  mit  denjenigen  bei  n  s=  24 
dabei  nicht  in  Betracht  kommen,  so  tritt  der  Fall  wie  bei  II,  1  ein  und  mau  hat  bei  folgenden  vier 
Primzahlen  anstatt  der  Congruenzwurzeln  bei  n  =  24  und  n  ==  12  zu  setzen: 


tr. 


w. 


5  "10 

107       —27       —18 


tr. 


347 


35 

+     4 
+69       —95       —171 


P 
467 
947 


tr. 


+220 
+278 


tF 
10 

—  166 
—368 


w 

SS 

—  121 
—419 

84- 


668 


n  =  120 


in,  ö,     p  =  120/?i  +  23,+47; 


21r 


«»r 


W^    =    W'^  -4-  M^"^  +  W'"^  +  W 


.*Tr 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  11(07^)  =  36, 


w^  =  w     +  w*'  -h  tu** 


c*^*', 


7 


Oü 


39 


07       =w     4-w     4-w     -f-w     , 


07 


17 


19 


^^    ==    U,*'+U,^'~ 


w 


.&3 


ClU 


31 


nichtprimitiv:    oj,^,   07^^,   or^^,   o?^^^,  07^^^,  w^^^,  w^^^  wie  III,  4;  aber  07^^  (n  =  40. 

III,  3),   sowie   07^^  =  2(u;*'^  —  w"'^)   (n  =  24.  n,  1),   und   07^^^  =  2(c«;"'^  —  Dü**'^)   (n  =  8. 

II,  1),  wobei  07^  4-  cFy  =  tüj ,    07^  —  07jj  =  —  w'*  —  w** ;     femer : 


07 


*   =  —  2  +  tr    —  2oT 


W^Wj    =    1  +  07^  , 


W   07   _     ^!s    ^"^  o  ~^  07        . 
111  10  * 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

23 

07 
1 

—  8 

07 
^7 

—  4 

^11 
+  7 

«^17 

+   1 

P 
647 

«^1 
—259 

07 

7 

—225 

07 
11 

—  22 

o* 

17 

—  149 

47 

—21 

+  17 

—  6 

+  ö 

743 

—293 

+260 

—  3 

+132 

167 

+61 

+  20 

+  40 

—  28 

863 

—  52 

—387 

+290 

+  117 

263 

+26 

—  9 

+  21 

+114 

887 

+225 

—145 

+283 

+405 

383 

—22 

+  31 

+  77 

—  178 

983 

+437 

+223 

+  20 

—  190 

503 

+  8 

+211 

—218 

+223 

• 

Normen  complexer  Zahlen  in  i . 

N(i  -  07jy)  =  2  .  23  ,  iV(l  +  07j^  +  w^j)  =  2  .  47  , 

,"  +  w*«)  =  8  .  167  .  N(2  +  OTjj  +  uü^^  —  oü*^)  =  2  .  263 

N{w^  +  tTg  —  OTj,)  =  9  .  241  , 

N(\  —  07g  +  07g  +  07jj)    =    601  , 

iV(2  —  07j  —  w^^  +  cü*®)  =  4  .  601  . 


iV(l  +  07j  -  w"  +  w*^)  =  8  .  167  , 
iV(3  +  or^j)  =  18.743; 

dagegen : 
während 


*)  Hier  ist  o7^  vOllig  bestimmt  durch  OT^ar^  ^  1  +  07  (mod.  p) ;  es  tritt  daher  gans  der- 
selbe Fall  ein  wie  III,  4,  wesshalb  statt  der  Ck>ngruenzwurzeln  bei  n  =  24  und  n  :=  12  für  fol- 
gende zwei  Primzahlen  zu  setzen  ist: 


07. 


07. 


07. 


S  10  "25 

223         +105         —23         —5 


P 
743 


w 


351 


10 

—  139 


07 
IS 

+290 


669 


n  =  120 


III,  6.     Jt?  =   120m  -  23  ,  —  47  ; 

d.  h.  24  te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen 

73,     97,     193,     313,     337,     433,     457,     577,     673,     937 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  (n  =  24,  I)  der  p  =  24//t  -4-  i . 


III,  7.     p  =  120//14-43,  — 53;         tr,  =  w»- +  c«"'' -f- £«*'*'* -f- w 


-&3,- 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(tr^)  =  324, 


tTj   ^   w  -f-  w*'  +  w*'  —  oy'  , 


w 


.11 


63 


^j   =  w"  —  w-'-'  +  to 


&9 


13  19     1         37 

77,,     =    M        —  W        -f-  'JÜ 
13 


(*J 


31 


(Mi 


17 


tüj3  =  w"  -f-  w'*'-'  +  w*'  --  f*i*' ; 


uichtprimitiv :  tr^,,  tü^^,  w^^,  tr^^,,  tr,^^,  or,^^ ,  w^^^  wie  III,  i,  dagegen:  tüj,.(n  =  40. 

III,  2),      w^,  =  2(0,*-^  -  c«"0     (n  =  24,    II,  7),     w^^,.  =  2(u;^*'  -  c«**'-)    (n  =  8.    II,  2), 

wobei  tiTj  —  w^^  =  —  ocTj ,      tFj  —  tTjj  =  —  (w'**  —  w**) ;     ferner: 


w'l  =  2u;«°  +  tüg  , 


tr  tu 
111 


=  -3, 


tr  tF 

1     18 


=  3w 


80 


w  tr 

1      23 


=5  —  2  —  tr. 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


43 

«^1 
+  3 

'^ii 
—  1 

tr 

13 

7 

tr 

—  18 

67 

—  18 

—  11 

4-  5 

—  14 

163 

—  41 

4-12 

4-  56 

—  67 

283 

—  74 

4-88 

—  2 

—  140 

307 

—  65 

4-52 

4-  37 

4-  58 

523 

—  196 

—24 

4-105 

4-254 

P 
547 

«^1 
—  166 

w 
11 

—  56 

w 

18 

—  108 

tr 

23 

4-  76 

643 

4-256 

—319 

—  198 

—302 

787 

4-245 

4-318 

—111 

4-234 

883 

4-319 

4-155 

4-293 

4-223 

907 

—  63 

4-216 

—284 

—297 

•)     Hier  ist  w    völlig  bestimmt  z.  B.  durch  w^w    ^  —  2  4-  Wg  (mod.  p). 


670 


n  =  120 


Normen  complexer  Zahlen  in  tr* 

N{1  +  w^^)  =  3  .  43  ,  N(w^  -  07,) 

-  üü"  +  w")  =  3  .  163  ,  A^(2  -f-  Wj,) 

-  w"  +  w")  =  9  .  241 ,  N(2  4-  tr,  +  w^^) 


dagegen 


N(i  +  tr  j  4-  w,  —  07,,) 


3.67, 

3  .  283  ,    u.  8.  w. ; 

4 . 241 , 

601  . 


III,  8.     p  =  120/n  —  43  ,  4-  53  ;         tjtr^  =  c«''  4-  w"*"  4-  w*''"  4-  t« 


&3r 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(t3cr^)  =  16, 


07^  =  w     —  w"  4-  w*'  4-  w*' , 
07^,  =  o,"  4-  u,*^  4-  c«"  -  u,"  , 


Wj  =  üü''    4- w"  — w*' 4-tt;^\ 

«7         sssCü        — W        —  ÜÜ        4-W        ; 


nichtprimitiv:    «r,^,    «7^,  ,    w^^ ,    «7,^^,    07^^^,    «7,^^,    w^^^   wie  in  111,2;  w,^  (n 
ni»  0?     «'isr  =  ö»     ^jr  =  2(w*'^4-w"0    (n  =  24,  11,6),     wobei  w^+tf,,  = 


40, 


W     —  07 
1  "^1» 


—  (w*  —  w'*) ;         femer: 


w:  =  ar. 


07 


07      =    —  2  . 


07  07 
111 


s=  6w 


30 


07   07         SS     ^^  CF 
11»  8 


Congruenzwurzeln  mod.  2?.*) 


53 

07 
1 

—  18 

4-  6 

«^13 

4-  21 

^19 

4-  10 

—  14 

^35 
4-  4 

197 

4-  6 

—  66 

—  61 

4-  84 

—  67 

—  47 

293 

4-116 

—  96 

4-  63 

—107 

—  53 

—  11 

317 

—  157 

—  107 

—152 

4-146 

4-  5 

—  64 

557 

—115 

—247 

4-182 

—202 

4-260 

—  45 

653 

4-229 

—  77 

—281 

4-165 

4-143 

4-242 

677 

—220 

—  80 

4-  49 

4-373 

4-269 

—224 

773 

—130 

4-333 

4-340 

—  241 

—303 

4-199 

797 

4-291 

—  63 

—  4 

—395 

—295 

—335 

•)  Hier  ist  07^  völlig  bestimmt  durch  07  tr,  ^  —  3  4-  or^^  (mod.  p).  Die  Relation  der 
a7_  mit  den  24ten  Wurzeln  bestimmt  die  Zeichen  von  w.  und  or,.,  über  welche  bei  n  =  24  will- 
kührlich  verfügt  worden  ist  (vgl.  den  Fall  II,  10). 


671 


n  =  120 
Normen  complexer  Zahlen  in  u, . 

iV(aT,  —  Wj)   =  5  .  53  ,  N{1  —  tiT^  -f-  w*  +  w")  =  2  .  197  , 
N(l  +  07^  +  rr^^)   =  5  .  293  ,  N(w^  +  w^^)   =  2  .  653  , 

Ar(4  +  tJtTj,)  =  80  .  797  ;  N(l  zh  w)  =  10  , 

JV(1  —  OTj  -f-  07,^  -  üTj^)  =  13?241  ,  N(i  -h  207.^  +  «^a  +  ^s)  =  ^  '  ^^^^^  ' 

iV(3  +  trjj)  =  10.601,  dagegen: 

iV(l  —  tXTj  —  ojj,  +  w,^  +  u;'®)  =  601  . 


■  *siM>INJ\l\5(lCVIM>XWv»*  ■ 


